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Chapitre 2 : Equations différentielles

On appelle “équation différentielle” toute équation dans laquelle figurent une fonction inconnue
d’une variable et ses dérivées de différents ordres. 3" + y' + 2y = 0 est une équation différentielle
d’ordre 2.

0.1 Généralités
Définition 2.1 On appelle équation différentielle du premier ordre une relation de la forme

F(z,y,y)=0 (1)

ou y' est la dérivée de y par rapport a x et F' une fonction numérique de 3 variables définie sur une
partie U de R3.

Exemple : L’équation différentielle 4/ — y? — x = 0 est du premier ordre avec U = R3 et
Flz,y,y) =y —y* -

Définition 2.2 Une équation différentielle du second ordre est une relation de la forme

F(z,y,y,y")=0 (2)

ou /' et yy” sont les dérivées du premier et du second ordres respectivement de y par rapport a = et
F une fonction numérique de 4 variables définie sur une partie U de R*.

Exemple : L’ équation différentielle i’ + zy + y> = 0 est du second ordre avec U = R* et
F(z,y,y,y") =y" +ay +y°.

Définition 2.3 Une équation différentielle du premier ordre ( resp. du second ordre) est dite mise
sous forme normale lorsqu’elle s’écrit

y = f(x,y) (esp. y" = f(z,y.9)) 3)

ou f représente une fonction réelle de 2 (resp. 3) variables.
Définition 2.4 Une solution (ou intégrale) de I’équation différentielle (1) (resp. (2)) est une
fonction numérique u, définie sur un intervalle réel 7, dérivable (resp. dérivable deux fois) et telle
que Vz € I, on ait

F(z,u(z),d'(z)) =0 (z,u(z),u(z)) eU

(resp. F (z,u(z),v'(z),u"(x)) =0 (z,u(z),u(z),u"(z)) € U).

Exemple : y = cos z est une solution définie dans R de 1’équation différentielle ¢y’ + y = 0.
Définition 2.5 Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle, c’est en trouver toutes les
solutions quand elles existent. Le graphe d’une solution est appelé courbe intégrale de 1’équation
différentielle.

0.2 Equations différentielles du premier ordre

0.2.1 Equations différentielles a variables séparées

Une équation différentielle est dite a variables séparées (ou séparables) si elle est de la forme

gy = flx) 4)

ou f et g sont deux fonctions réelles continues sur des intervalles / et J respectivement.



Résolution: On a

g(y)zzl’ = f(z)
= g = J@
—= gWdy = f(x)de
= [gly)dy = [ [f(z)da.

On obtient
G (y(z)) = F(z) + C, C estune constante

ou (G est une primitive de g sur J et F' est une primitive de f sur /. Enfin, on détermine
y : x — y (x) comme solution de (4).
Exemple : Considérons 1’équation différentielle suivante

y = xy.

Remarquons que y = 0 est une solution triviale (évidente). On suppose que y # 0, donc ' /y = x
qui est a variables séparées avec f (z) = x et g(y) = 1/y.
Ona

dgy = xdr
= Ihly|+K = 3iz?
— elly+K _ e%xQ
— Ky =
— v = ie%e%ﬂ
— y = (Clex® " #£0.

Elles sont définies sur R.

0.2.2 Equations différentielles homogenes en x et y

C’est une équation de la forme

y=1(%), e#0 (5)

T
ou f : I — R est une fonction continue.

Résolution : On utilise ce changement d’inconnue z = y/x qui donne y' = z + x2’. Par suite

(5) = z+z = f(2)
— z+x% = [(2)
— zdz = (f(z) —2)dx
= Jw= = /%
D’ou
Inlz] = ¢(2)+ K, gbestuneprimitivedeﬁ
= Jz| = exp{é(z)+ K}
= = texp{d(2)} exp{K},

puis, on détermine y solution de (5) grace a la relation y = xz.

Exemple : Résoudre 2zyy’ = y? — 22,

Elle est de la forme i/ = f (%) , avec f (%) = % (% — %) Le changement d’inconnue = y/x
conduit a I'équation z + 22’ = § (z — 1). En intégrant, on obtient z = -%5. D’ou

c
y(xr) = +c ‘— — 1|, c est une constante.

X




0.2.3 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle de la forme

v +a(r)y=f(z) (6)

ou f et a sont deux fonctions réelles définies sur un intervalle .J. (6) est dite équation
différentielle non homogene (ou avec second membre). I’équation différentielle

v +a(r)y=0 (7)
est dite équation différentielle homogene (ou sans second membre). (7) est appelée 1’équation
homogene associée a I’équation (6).

a) Résolution de I’équation homogene (7) : Soity +a(z)y =0.Siy #0,ona

dy
— = —a(x)dz
y (z)

et par suite
Infy| = —A(z) + €,

ou ('} € R et A est une primitive de a sur J. D’ou

y(x) = Crexp{—A(x)}, C> = exp{C1} € R".

Remarque : y = 0 est une solution triviale (évidente) de (7).
Finalement
y(x) = Cexp{—A(x)},C eR

est la solution générale de (7).

a) Résolution de I’équation avec second membre (6) : Si y, est la solution générale de (7) et
11 est une solution particuliere de (6), alors y = 1y + y; est la solution générale de (6).

Meéthode de la variation de la constante : Soit y = C'exp{—A(x)} la solution générale de (7).
On fait varier la constante C, et la solution générale de (6) sera : y(z) = C(x) exp{—A(z)}.On a
Yy = C"exp{—A(x)} — Ca(x) exp{—A(z)}. En remplacant y et ¢’ dans (6), on obtient

C'(z) exp{—A(z)} — Ca(z) exp{—A(z)} + a(z)C(z) exp{—A(z)} = f(z)

qui donne
C'(z) = f(z) exp{A(x)},
par conséquent

Cla) = [ fla)exp{A(w)}ds.

Finalement la solution générale de (6) est

y(x) = oxp{—A(x)} / £(x) exp{ A(x)}d.

Exemple : Résoudre 1’équation différentielle



L’équation homogene associée est

Pour y # 0
/
Vo) = @ = dz
y y
= Inlyl = z+K, KeR
= y = (e, 01 eR".

y = 0 est une solution évidente de (E). Finalement, la solution générale de (Ey) est y (x) = ce”,
¢ € R. On fait varier la constante c et la solution générale de (E) seray (z) = c () e”.
Onay' = C'e® 4+ Ce”. Par suite
Yy —y=¢e" = Ce"+Ce" —(Ce* = ¢€°
— ('(x) =1
— (C(z) = x4+ K, KeR
Donc la solution générale de (F) esty(z) =2+ K, K € R.

0.2.4 Equation différentielle de Bernoulli

Soient f, g deux fonctions continues sur un intervalle /. Une équation de la forme

y+f@y+g@)y* =0 (aréel a#0,1) (8)

est dite de Bernoulli.
On écarte les cas a = 0 et & = 1 pour lesquels I’équation est linéaire. La fonction y sera supposée
positive si « est non entier et de plus non nulle si « est négatif.
Pour chercher les solutions de 1’équation différentielle de Bernoulli (éventuellement en écartant la
solution triviale y = 0), on divise par y“ puis on fait le changement de la fonction inconnue
z = y'=*. On aura
/
x
57 + % +g(z) =0
et par conséquent
— 1—
Yy 4 fa)y T+ glx) =0.
Cette derniere équation devient en z (du fait que 2’ = (1 — ) y~ ')

Z/

(@) 2+ g(2) = 0
qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre.

Exemple : Soit 1’équation différentielle de Bernoulli : 3/ 4+ xy + xy* = 0. Elle est de la forme (8)
avec a = 4, f(x) = g(z) = x. En posant z = y~3 pour y # 0, on aura

Résolution de (Fy) :
(By) = £ =3z
— z =Ce.
La méthode de la variation de la constante : z (z) = C' (z) e, par suite

2 =C" (z) e + 3zC(x)e2™



= ('(2) = 3zez®
C(z) = —e2” 4 K.
N =32 3.2 3.2
D’ou z(z) = (—e 2 " +K> e2” = -1+ Ke2™ K € R.
Par conséquent y+(z) =—-1+ Ke%“”g, K € R. C’est a dire
y(z)=¢ o KeR
1+ Kes®*’ '

0.2.5 Equation de Riccati
Une équation différentielle du premier ordre est dite de Riccati si elle est de la forme
v =f@)+g@y+h@)y, ©)

les fonctions f, g, h sont continues dans un intervalle /. Ce type d’équations différentielles n’est
pas toujours résoluble de fagon élémentaire. Mais si une solution particuliere y; pouvait €tre
trouvée, on pourrait alors ramener la résolution de 1’équation de Riccati a celle d’une équation
différentielle linéaire. En effet, en posant y = y; + z, donc ' = ¢} + 2/, on aura

i+ = f@)+g@) n+2)+h@)+z2)’
= f(z)+g(@)y+9g(x)z+h(z)y?
+2h(x)y12 + h (x) 2%

Donc
2 = (2hy, + g) z + h2?

qui est de type Bernoulli. Comme on I’a vu plus haut, en posant v = %, on est ramené a une
équation linéaire. La solution générale est donnée par y = y; + % ou v est la solution générale de

v'+ (g4 2hyr) v+ h = 0.

Exemple : Soit I’équation différentielle de Riccati

Il est aisé de vérifier que y; = x est une solution particuliere de ().
La solution générale est donné par y = x + % ou v est la solution générale de

v 42220+ = 0.

Continuez ! ! Trouver v!!

0.3 Equations différentielles linéaires du second ordre a
coefficients constants
Soient a, b € Ret f : I — R une fonction continue. L’équation différentielle
y' +ay +by = f(v) (10)

est dite équation différentielle du second ordre a coefficients constants avec second membre. On
lui associe I’équation sans second membre

y'+ay +by=0 (11)



Résolution de I’équation homogene (11) : L’équation
P tar+b=0 ... ()

(r € R ou C) est dite équation caractéristique de 1’équation différentielle (11). Il y’a trois cas a
envisager
Premier cas : Si (C') admet deux racines réelles distinctes r; et 75, alors la solution générale de
(11) est de la forme

Yo = 016”” + CQ@TQI

ou (1, C5 sont deux constantes réelles.
Deuxieéme cas : Si (C') admet une racine réelle double r, alors la solution générale de (11) est de
la forme

Yo = (Cl + CQZL“) e

ou (Jq, C5 sont deux constantes réelles.
Troisieme cas : Si (C') admet deux racines complexes conjuguées 1, = 3 + iw et ry =  — iw,
alors la solution générale de (11) est de la forme

yo = (C1 coswz + Cy sinwx) P

ou (1, Cy sont deux constantes réelles.
Un exemple pour chaque cas

Exemple (1)
' +2y —3y=0 ... (1)
L’équation caractéristique
P +2r—3=0
admet deux racines réelles distinctes 7; = 1 et r, = —3. Ainsi, la solution générale de (1) est

yo = Cre® + Coe™*, C1, 0, € R.

Exemple (2)

L’ équation caractéristique
P —dr+4=0

admet la racine réelle double » = 2. Ainsi, la solution générale de (2) est

Yo = (C) + Cyx) e**, C,Cy € R.

Exemple (3)
y' 4y =0 ... 3)
L’équation caractéristique
r4+4=0
admet deux racines complexes conjuguées r; = 2¢ et ro = —2¢. Ainsi, la solution générale de (3)
est
yo = (C}cos2x+ Cysin2z)e™

= (icos2x+ Cysin2zx, C1,Cy € R.

Résolution de I’équation non homogene (10) :
La solution générale de (10) s’écrit sous la forme

Y=Y + W



ou 7 est la solution générale de 1’équation homogene (11) et y; est une solution particuliere de
I’équation avec second membre.
a) Le second membre est la somme de deux termes
Une solution particuliere de
y'+ay 4+ by = fi(z)+ fo ()

est la somme d’une solution particuliere de 1’équation
y't+ay' +by = fi(x)

et d’une solution particuliere de I’équation

y' +ay +by = fo(x).

b) Le second membre est un polynome de degré n
Soit a résoudre

y' +ay +by =P, (z)

ou P, est un polyndme de degré n. On cherche une solution particuliere polyndomiale. On
distingue deux cas :

Premier cas : Si b # 0, on cherche y; sous la forme d’un polynome de degré n.
Deuxieme cas : Sib = 0eta # 0,

Y1 = m@n (l')

avec (),, un polynome de degré n.
Exemple : Soit a résoudre
y' 4+ 2y — 3y =2+ 22+ 1.

Onavyy = C1e® + Coe™*, C1,Cy € R. Comme b = —3 # 0, on cherche une solution particuliere
sous la forme
Y1 = &OIES + Cll.l’z + a2 + as.

En identifiant, on obtient

La solution générale est

y = Cie® + Che 3
1.3 _2,2_ 20, _ 61
3t — 37 ot~ a7

c) Le second membre est de la forme ¢™* (m est une constante)
Dans la recherche d’une solution particuliere 1, il y a lieu de distinguer trois cas selon les valeurs
de m.
Premier cas : m n’est pas une racine de 1’équation caractéristique
On cherche alors une solution particuliere sous la forme
y1 = ke™".
Deuxieme cas : m est une racine simple de 1’équation caractéristique
On cherche alors une solution particuliere sous la forme

Yy = kxe™”.

Troisieme cas : m est une racine double de 1’équation caractéristique
On cherche alors une solution particuliere sous la forme

2 _mx

Y1 = kxe



Exemple (1) : Soit a résoudre
y// - 4y/ +4y — 6233

Onayy = (C) + Cyx) €2, Cy, Cy € R. On cherche 1, sous la forme

Y = kx262$

car 2 est une racine double de I’équation caractéristique. En identifiant, on trouve k = %, donc la
solution générale est

Yg = Yo + 1
= (Cl + ng + %LU2) €2$, Cl, CQ c R.

Exemple (2) : Soit a résoudre
y' — 5y + 6y = 23" + '
On ay, = yo + y1 + y2, O yo est la solution générale de I’équation homogene
y" —5y' + 6y =0,

1 est une solution particulicre de

y' — 5y + 6y = 2>
et y, est une solution particuliere de

y" =5y + 6y = €',

On trouve
yo = C1e2* + Coe®. Oy, Cy € R.

On cherche y; sous la forme y; = k;ze3*. En identifiant, on trouve k; = 2. On cherche 7, sous la
forme 1, = koe**. En identifiant, on trouve k; = % Finalement,

Yg = 01621" + C’Qe?""” + 233'631 + %64x, Cl, CQ e R.
d) Le second membre est de la forme sin mx (ou cos mz, m est une constante)
Dans cette situation, il y a lieu de distinguer deux cas dans la recherche d’une solution
particuliere.
Premier cas : im n’est pas une racine de I’équation caractéristique
On cherche alors une solution particuliere sous la forme

Y1 = k1 cosmx + kg sinmx

et on détermine les constante k; et ko par identification.
Deuxieme cas : im est une racine de 1’équation caractéristique
On cherche alors une solution particuliere sous la forme

y1 = x (k1 cosmx + ko sin mx)

et comme au cas précédent, on détermine les constante k; et ko par identification.
Exemple (1) : Soit a résoudre
y" + 4y = cosx

Ona
Yo = (1 cos2x + Cy sin 2z, 01702 € R.



1 n’est pas une racine de I’équation caractéristique, donc
y1 = kycosx + kysinx.

On trouve k; = £, et ko = 0. Donc, y; = 3 cos z. Finalement,

1
y = Ccos2x + Cysin 2x + gcosx, C1,Cy € R.

Exemple (2) : Soit a résoudre
y" 4+ 9y = sin 3z

On a
Yo = Cpcos3x + Cysin3x, Cp,Cs € R.

31 est une racine de I’équation caractéristique, donc
y1 = x (kycosx + kosinz) .

—I COS 3%

On trouve k| = %1, et ko = 0. Donc, y; = — Finalement,
T cos 3T
y = C}cos3x + Cysin3x — — Ch,C5 € R.

e) Le second membre est de la forme P, (z) e™* (ou P, est un polynome de degré n, m est
une constante)

Premier cas : m n’est pas une racine de 1’équation caractéristique

On cherche alors une solution particuliere sous la forme

y1=Qn (x)e™

ou (), est un polyndme de degré n
Deuxiéme cas : m est une racine de multiplicité k£ (k = 1, 2) de I’équation caractéristique
On cherche alors une solution particuliere sous la forme

y1 = 2"Q, (z) ™

ou (), est un polyndme de degré n.
Exemple : Soit a résoudre
y' =2y +y=(z+2)e".

Onayg = (Cy 4+ Cox) e®, C1,Cy € R. m = 1 est une racine double de I’équation caractéristique,
donc y; = P (z) €” avec Py (x) = ax + b. En identifiant, on trouve a =  etb = 1. D’ol

nh =

Finalement,

1.
Yy = <01+021’+6$3+5U2> ex,Cl,Cg eR
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