Chapitre 1

Notions de logique



Chapitre 2

Ensembles et Applications

2.1 Ensembles
2.1.1 Définitions et notations

Un ensemble E est une collection d’objets tous distincts rassemblés d’apres une pro-
priété commune. Ces objets sont appelés éléments de E. Un élément x appartenant a E,
se note x € E, sinon x € E.

e Certains ensembles auront un nombre fini d’éléments, et seront appelés : ensembles

finis.

e Un ensemble peut-étre écrit :

i) En extension : On donne la liste de ses éléments. Par exemple : E = {0,3,5,9},
E ensemble des étudiants de premiere année MI.
ii) En compréhension : On donne la ou les propriétés qui caractérisent ses éléments.
E = {z| x vérifie la propriété P(zx)}.
e Le nombre d’éléments de E est appelé cardinal de E, on le note par Card(E).

Exemple 2.1. o [Ensemble des entiers naturels N.

e Fnsemble des entiers relatifs 7.

Ensemble des rationnels Q.

Ensemble des nombres réels R.

Ensembles des nombre compleze C.

L’ensemble qui n’a aucun élément, est appelé ensemble vide, on le note ().
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e Tout ensemble de la forme E = {z}, est appelé singleton.

2.1.2 Sous ensembles

On dit que F est un sous ensemble de E et on note F C E, si tout élément de F
appartient a E.
On dit aussi que F est une partie de E. On écrit
FCE<«<=Vz, (x€F)= (z€E).
FZE<= Jz,(z€F)et (z ¢ E).

Exemple 2.2. NCZCcQcCcRcCC
Ensemble des parties d’un ensemble

Soit E un ensemble, on note par P(E), ’ensemble des parties de E. On écrit :

P(E) = {4, AcCE}.
Remarque 2.1. 1. Ae¢ P(E)<= ACE
2. {z} e P(E) <=2 € E < {2} CE.
3. 0 € P(E), (P(E) n’est pas vide méme si E est vide).
4. E € P(E).
Exemple 2.3. P(0) = {0}, P({0,1}) = {0,{0},{1},{0,1}}.

De maniére générale : si Card(E) = n, alors Card(P(E)) = 2". (Démonstration par

récurrence sur n).

Egalité de deux ensembles

Soient E et F deux ensembles.
E=F<«< (ECFetF CE)
E4£F<«<— (EZFouF ¢E)

2.1.3 Opérations sur P(E)

Soit E un ensemble, A, B € P(E). On définit les parties suivantes de E.
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e Complémentaire de A dans E : (gA = {x € E, z ¢ A}.
Réunionde Aet B: AUB={x € E,(x€ A)V (z € B)}.
Intersection de Aet B: ANB={z € E,(x € A) A (x € B)}.
Différence A moins B: A\ B={z € E, (v € A) A (z € B)}.
Différence symétrique de A et B : AAB = (A\ B)U(B\ A).

Ensembles disjoints

Deux ensembles E et F sont disjoints si et seulement si ENF = 0.

2.1.4 Propriétés

Soit E un ensemble et A, B,C € P(E)
1. Cg0 = E, CgE = 0, Cg(CgA) = A.

2. AUB=BUA, AUul=A, AUA=A, AUE=E,
AUB=B<+<= ACB, (AUB)UC=AU(BUC)

3. ANB=BnNA, Anl=0, AnA=A, ANE=A,
ANB=A<= ACB, (AnB)NnC=ANn(BNC), (AnB=AUB)= A=1B
(ANB=ANCet AUB=AUC)= B=C

4. Cg(AUB) =CgANCgB, ANCgA=0, Cg(ANB)=C0gAUCgB, AUCgA=E,
ACB<:>EEBCEEA

5. AU(BNC)=(AUuB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANCOC),
AN(AUB)=AU(ANB)=A

6. CkA=E\A, A\0D=A, A\B=0<= ACB, A\B=ANnCgB=A\(ANB)

7. AAB = BAA, AAN)=A, AAA=0, AAB=(AUB)\(ANB).

Preuve. Montrons la 4°™¢ propriété Cg(A U B) = CgA N CE (il suffit de démontrer la

double inclusion).
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a) Cg(AU B) c CgANCgB?

Soit = € Cg(AU B) reEetx g AUB
rE€EEet (xg Aetx ¢ B)
(xeEetxg A)et (r€x ¢ B)

(ZL‘ € EEA) et (I € EEB)

el

x € Eé N EEB

Soit x € (gkANCgB = (v € CgA)et (v € CgB)
— (x€eEetzg A et (re€EetaxdDB)
= zcEetzg(AUB)

— I € EE(AUB)

Partition d’un ensemble

Soit E un ensemble, Ay, As,..., A, C E constituent une partition de E si et seulement

i=1

Exemple 2.4. Soit E = {1,2,3,4}, Ay = {1}, Ay = {2,3} et A3 = {4} constituent une
partition de E.
Ay ={1,2}, Ay = {3,4} est une autre partition de E.

2.1.5 Produit cartésien de deux ensembles

Définitions

Soit E et F deux ensembles décrits respectivement par 1’élément x et y.
On appelle couple ou doublet, un élément tel que :(z,y) = (2/,y) <= (x =2 ANy =)

ou par négation : (z,y) # (2/,y) <= (x # 2/’ Vy # ). x : est la premiere coordonnée et
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y est la deuxieme coordonée de (z,y).
On appelle produit cartésien de E et F ’ensemble noté par E x F décrit par les couples
(z,y),onx e EetyeF.
ExF={(z,y):zc€Eet yecF}
Remarque 2.2. Soient z € E et y € F alors
(z,y) e ExF, {z,y} € P(EUF), {z,y} ={y z},
(x,y) e ExFet (y,z) € F xE.
Si E =F, on écrit (x,y) € E x E =E?%
Exemple 2.5. R2=R xR = {(z,y) : 2 € R, y € R}.
0,1] x R={(z,y):0<z <1, yeR}.
{1,2} x {0,1,2} = {(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2) }.
Propriétés

Soient E, F, G, H des ensembles.

I.LExF=0< (E=0VF=0).
22 Ex(FNG)=(ExF)n(E x G).

w

Ex (FUG) =(ExF)U(Ex G).

e~

(ACEet BCF)=> Ax BCExF.

ot

(GADExG=FxG)=—E=F
6. EXFxG=(ExF)xG=Ex(FxGQG).
7. (ExG)N(FxH)=(ENF)x (GNH).

Preuve. Démontrons la derniere propriété.

(ExG)NFxH) = {(z,y):(x,y) e ExGet (z,y) € F xH}
= {(z,y):

= {(z.y):
= (ENnF)x (GNH)

(z,

= {(z,y): (€ EAnyeG)et (reFAyecH)}
(reEANzcF)et (ye GAye H)}
(

reENF)et (ye GNH)}
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]

Remarque 2.3. (EUF) x (GUH) = (E x G) U (F x H) n’est pas toujours vraie. Voici un
contre exemple : Soit E = [—1,1], F =[0,2], G=[0,1], H=[0, 2]

OnaEUF =[-1,2], GUH=10,2], ( EUF)x (GUH) = [—1,2] x [0,2] représente le
réctangle abed (voir la figure ci-dessous).

OnaExG=[-1,1] x [0,1] et F x H=[0,2] x [0,2] = [0, 2]*.

D'ou (ExG)U(FxH) C (EUF)x (GUH) mais (EUF)x (GUH) ¢ (ExG)U(F x H).

1
i

d C
0

-1

Y
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2.2 Applications

2.2.1 Définitions

Soient E et F deux ensembles.

Définition 2.1. (Fonction)

On appelle fonction de E dans F toute loi f qui fait correspondre a tout élément x de
E au plus un élément y = f(z) de F.
L’ensemble Dy = {x € E| 3y € F : y = f(x)} est I'ensemble de définition de f.

f f

E —mM»

:/J"/@

f estune fonction f n"estpas une fonction

Définition 2.2. (Application)
On appelle application de E dans F toute loi f qui fait correspondre a chaque élément

x de E un élément unique y = f(z) appartenant a F.

f est une application
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Remarque 2.4. Une fonction f de E dans F est une application sur son domaine de

définition. Par exemple

f: R — R f: R — R
1 est une fonction alors que 1 est une application.
x x

Définition 2.3. o Vx € E, I'élément y € F| y = f(x) (8’1l existe) est appelé image de

x par f;
e Vy € F, tout élément x € E (il peut ne pas exister, il peut en exister un, ou en exister

plus d’un) est appelé antécédent de y par f;
Remarque 2.5. Pour montrer que f : E — F est une application, il faut montrer que :
Vo, o € B xy =20 = fx1) = f(22).

Définition 2.4. (Application identité)

On appelle application identité dans E, I’application notée Idg tel que

Ildg: E — E
r —

AinsiVe € E: f(z) = x.

Définition 2.5. (Graphe d’une application)
Le graphe de I'application f : E — F est la partie de E x F définie par :

G ={(z,y) e ExF|y=f(x)}.

Définition 2.6. (Ensemble des applications)
L’ensemble de toutes les applications de E — F est noté par F(E, F).

Définition 2.7. (Restriction d’une application)

Soit f : E — F une application et A C E.
g: A — F
z — g(z)
telle que g(x) = f(z), Vo € A est appelée restriction de f & A que I'on note fj4.

L’application

f est appelée prolongement de g a E.
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Définition 2.8. (Egalité de deux applications)
Deux applications f,g: E — F sont égales si et seulement si pour tout x € E,

f(z) = g(x). On note alors f = g.

2.2.2 Composition d’applications

Définition 2.9. (Applications composées)
Soient f: E — F et g: F — G deux applications.
L’application h : E — G définie par h(z) = (go f)(z) = g[f(z)] est appelée

application composée de f et g.

E —F —*G

gof T

Exemple 2.6. SiE=F =G =R avec f(z) =sinx et g(z) = 22

o (gof)(z) =glf(z)] =sin’;
o (fog)(z)=flg(x)] =sina®
Remarque 2.6. e En général (fog) # (go f);

e Vf g, h: ho(gof)=(hog)of.

f g h
E—*F—*G —*H
| ho({gof)= (hog)of T

Définition 2.10. (Image directe, image réciproque)

Soit f : E — F une application, A C E, B C F).
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(i) On appelle image directe de A par f et on note f(A) 'ensemble
f(A)={yeF[IzecA:y=f(z)} CF;
(ii) On appelle image réciproque de B par f et on note f~!(B) I'ensemble
f(B)={z €E| f(z) € B} CE.

Exemple 2.7. Soient E = {a,b,c,d} et f: E — E une application définie par :

f({a7 b, C}) = {d7 a, 0}7 f({bv d}) = {a}7 f({a? d}> = {d7 a}
fﬁl({a}) = {b7 d}7 fﬁl({b}) =0 et fﬁl({a’ Cy d}) = {b7 ¢, a, d} = {av b, c, d} =E.

Exemple 2.8. Soit l'application f: R — R définie par f(z) = 2.

Caleulons = (0,1, F(R), £(—1.20) et F(1,2], f([~1 1], F~((3)), F R\ N).
f0,1]) = [f(0), f(1)[=[0,1] (car f est strictement croissante sur [0, 1].

f(R) = Rt = [0,400[, f(] —1,2[) = [0,1[U]1,4] car f est strictement décroissante sur
| — 1,0] et strictement croissante sur [0, 2].

P = fr e Rl —1< 2 <1} = 11, f(1L20=] - vE -1 U [1, V2,
FH3Y = {-V3,v3}.
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2.2.3 Injectivité, surjectivité et bijectivité
Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application.

Définition 2.11. (Injectivité, surjectivité et bijectivité)
f est dite :
e Injective : si toute image y € F admet au plus (1 ou 0) antécédant dans E.
Autrement dit :

Vi, xe € E: f(21) = f(12) = 21 = 9

e Surjective : si pour toute image y € F, il existe au moins un antécédant = € E tel

que y = f(z). (il suffit de résoudre I’équation y = f(x)). Autrement dit :
VyeF,az e E: y= f(x);

e Bijective : si f est injective et f surjective, c.a.d. si pour toute image y € F, il
existe un unique antécédent = € E tel que y = f(z). (Uexistence de x vient de la

surjection et I'unicité de 'injection). Autrement dit :
Vye F,Alz e E: y= f(x).

Remarque 2.7. .
e f:E — F est injective <= V1,20 € E: 21 # 10 = f(21) # f(x2);
e Pour démontrer que f n’est pas injective, il suffit de trouver deux éléments de E
différents qui ont la méme image ;
e A ne pas confondre la définition de I'injection avec la définition d’une application :
Va0 €EE: 21 =19 = f(11) = f(x2).

e f surjective <= f(E) =F.

Exemple 2.9. Reprenons l’exemple de la fonction f définie de {a,b,c,d} — {a,b,c,d}
par : f(a) =d, f(b) =a, f(c)=c, f(d)=a.

o f n'est pas injective car il existe deux éléments b et d de E tel que

b#£d et f(b) = f(d) = a.
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o f nlest pas surjective car : 3 b € E tel que Vx € E: f(z) #b.

Exemple 2.10. Considérons lapplication f définie par :

f: R — R
r — 22

o f nlest pas injective car il existe deuxr éléments de R qui sont —1 et 1 avec —1 # 1
et f(=1)=f(1) =1
o f nlest pas surjective car : 3y €] —00,0[, Vo € R:y # f(z).

Proposition 2.1. Soit f : E — F une application.

1. Pour tout A, BCE
(a) AC B= f(A) C f(B).
(b) F(AUB) = f(A)U [(B).
(c) fFIANB) C f(A)N f(B) avec égalité si f est injective.
2.VA, B CF
(a) A C B = f~Y(A) c [4(B).
(b) f[FHAUB) = fH(A)UfY(B).
(c) fFHANB) = fH(A) N fY(B).
(d) f7 (CFAI) =Cgf'(A").
3 VACE etV BCF.
(a) f71(f(A)) D A avec égalité si f est injective.
(b) f(f~Y(B)) C B avec égalité si f est surjective.

Preuve. 1. Pour tout A, B C E
(a) AC B= f(4) C f(B)
Soit y € f(A) = dr e A:y= f(z)
= drxeB:y= f(z) (carA C B)

= y € f(B).
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(b) f(AUB) = f(A) U f(B)

Soity € f(AUB) = Jrxe€ AUB:y= f(x)

!

dre Aouzx e B:y= f(z)
y € f(A)ouye f(B)
y € f(A)Uf(B).

!

I

D'ott f(AU B) C f(A)U f(B) .

D’autre part,

Soit y € f(A)U f(B) = y€ f(A) ouy € f(B)
= y=f(z1) ouy = f(xz) avec 1 € Aet 25 € B

— Jax € AUB(z =z, ouz = 1x3) tel que y = f(z) € f(AUB).

Donc f(A)U f(B) C f(AU B).
Des deux inclusions précédentes, on déduit que f(A)U f(B) = f(AU B)
(c) F(ANB) C f(A) N f(B)

Soitye f(ANB) = dr € AnB:y= f(x)
— dJreAetxeB:y=f(x)e f(A) ety= f(x) € f(B)

= y € f(A)etye f(B).

Donc f(ANB) C f(A)N f(B). La réciproque est en général fausse comme on peut
le voir dans I’exemple suivant
Exemple 2.11. E = {a,b}, F = {c}, f(a) = f(b) =¢, A= {a} et B ={b}.
fANB)={y=f(x): x€ ANB}=0;
fLA) ={ylFzeA: y=/flz)}={c};
fB)={yl3zeB: y=flx)} ={c};
FA)Nf(B) ={c} # f(ANB) = 0.
2.VA, B CF
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(a) A C B = fY(A)C f(B)

Soit z € f1(A)

(b) fHAUB) = fHA)Uf B

Soit z € f1(A'UB)

Par conséquent, f~1(A'UB") = f~1(A
(c) fFHANB) = fHA)NfHB)

Soit € fH (A NB)

(d) £ (CpA) =Caf'(4)

Soit z € f1 (CFA/>

Dou f~! (CpA’) =Crf1(A").

1111 J

1111

flx)e A
f(z) € B (car A" c B)
re fY(B)

flxye AuB

flxye A ou f(z) e B

ve fHA) ou ye fN(B)
ze AU A

ufi(B).

fzye AnB

flxye A et f(x)eB

ve fHA) et ye fU(B)
re AN A

f(x) € CpA’
flo) ¢ A

v fH(A)
x € Cef (4.
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3. VACEetVBCF
(a) f71(f(A)) D A avec égalité si f est injective

Soit z € A = f(x) € f(A)
— z € [T(f(A)).

Alors A C f71(f(A)) .
Si f est injective, alors f~! (f(A)) C A. En effet,

/

)

— x =2z (car f est injective) => x € A.

Soit € fTHf(A) = f(z) € f(A) = Tz € Atel que f(z) = f(x

Des deux inclusions précédentes, on déduit que A = f~1 (f(A)) si f est injective.

(b) f(f~Y(B)) C B avec égalité si f est surjective.

Soit y € / (f(B)) = 3re [ (By=f)

— f(x)=y€B
Si f surjective B C f (f~*(B)). En effet,

Soitye B = ye€F
— JrcE:y=f(z) (car fsurjective
= z€ fY(B)
= y=f)ef(f(B)

]

Proposition 2.2. La composition de deux applications injectives (respectivement surjec-
tives, respectivement bijectives) est injective (respectivement surjective, respectivement bi-

jective).

Preuve. Soient f :E— Fet g: F — G, alorsgo f: E — G.
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1. f et g injectives = (g o f) injective ?
Soient x1, xo € E: (go f)(x1) = (go f)(xg) = a1 = 227
(g0 f)la) = (go Pw) —> glflar)] = glf(@2)
= f(x1) = f(x2) car g est injective
=—> x; = x9 car f est injective.
Donc (g o f) est injective.
2. f et g surjectives = (g o f) surjective ?
Soit z€ G, 37r € E:z=(go f)(x).
Soit z€ G = dJyeF:z=g(y) car g est surjective
— dJaxeE:y= f(z) car f est surjective
— z2=g(y) = glf(x)] = (g o f)(x).
Donc (g o f) surjective.
3. f et g bijectives => (g o f) bijective ?
f et g bijectives = f injective, ¢ injective, f surjective et g surjective
= (go f) est injective et(g o f) est surjective

= (g o f) est bijective.

Proposition 2.3. Soient f: E — F et g: ¥ — G deuz applications.
1. (go f) injective = [ injective ;
2. (go f) surjective => g surjective.

Preuve. f :E—Fetg:F — G

1. Supposons que (g o f) est injective et montrons que f est injective.
Soit x1, xe € E|f(x1) = f(x2) = g[f(x1)] = g[f(x2)], car g est une application

= (9o f)(x1) = (g0 f)(22)

—> 1 = X9, car (go f) est injective.
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Donc f est une application injective.

2. Supposons que (g o f) est surjective et montrons que g est surjective.
Soit z€ G=3Jz € E|z= (g0 f)(z) = g[f(x)].
Done 3y = f(x) € Flz = g[f(x)] = g(y)-

Par conséquent, g est une application surjective.

2.2.4 Application réciproque

Proposition 2.4. (et définition)(Application réciproque)
Soient E,F deux ensemblle et f : E — F une application.
1. L’application f est bijective si et seulement si il existe une application g : F — E
telle que fog= Idg et go f = Idg.
2. Si f est bijective alors application g est unique et elle est bijective. L’application g

s’appelle la bijection réciproque de f et est notée f~1. De plus (f~1)~! = f.

Preuve. 1. =) Supposons que [ est bijective.
f surjective —=Vy e F,dx e E:y= f(z)
On pose ¢g(y) = x.

gy) =z = [fl9(y)) = f(x) =y, VyEF
= fog=Idp
— fogof=1Idpof en composant & droite par f
= Vz €E, fl(go f)(z)] = f(z)
— Ve eE(gof)(x)=x car f est injective
= go f=Idg

<) Supposons que g existe et montrons que f est bijective.

e La surjection : Soit y € F. On pose z = ¢g(y) € E alors

f(z) = f(g(y)) = Idr(y) = y. Donc f est surjective.
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e L’injectivité : Soient z1,x9 € E : f(z1) = f(x2), montrons que x; = x5

f(x1) = f(x2) = g(f(z1) = g(f(z2)

— I1 = T2.

D’ou f es injective.

2. Si f est bijective alors g est aussi bijective car go f = Idg et fog = Idp. En

appliquant ce qui préceéde, avec ¢ a la place de f on aura, g~! = f.

Montrons que g est unique : Supposons qu’il existe une autre application réciproque

de f, notée h = ho f = Idg et f o h = Idg, en composant a droite par g, on aura

hofog=Ildgog=— h=yg.

D’ou I'unicité de I'application réciproque.

Exemple 2.12. Considérons 'application f définie par

f:[0,1] — [0,1]
r — (z—1)>

Montrons que f est bijective et calculons f=1.

f est injective car

(x1— 1) = (22— 1)

(£1 —1)* = (22 — 1)* =0

Vay, xo € [0,1] : f(x1) = f(22)

T — 2 =0= 21 =129 OU

—

—

- (l‘l—xg ($1+$2—2)_0

— T1+ 2 —2=0=121=22=1
—

Xr1 = To.

[ est surjective car Vy € [0,1],3 = € [0,1] : y = f(z).
En effet,
y=f2)=y=(-1)7? = r—1==%y

— z=1%./y.
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Commex =14+ ,/y¢[0,1]] =2=1-,/ye0,1], doi

0,1 —  [0,1]
r — 1—4/x
Remarque 2.8. 1l ne faut pas confondre I'application réciproque f~! : F — E qui n’existe
que si f est bijective avec I'application f~!: P(F) — P(E) qui existe pour toute appli-

cation. La définition de I'image réciproque ne suppose pas que f soit bijective.

Proposition 2.5. Soient f : E — F et g : F — G deux applications bijectives.

L’application g o f est bijective et sa bijection reciproque est (go f)™' = f1og™t

Preuve. f, g bijective = g o f bijective (voir la preuve de la proposition 2.2).
Montrons que (go f)™' = flog™

Soit h = go f, il faut chercher h™! telle que ho h™' = Idg et h™' o h = Idp.

Idg = (g0 f)o(gof) =go[fol(gof)]

Dottgl=fo(gof)y ' = flogl=f"1ofo(gof)! (en composant & gauche par
f—l

d'ott (go f)~t =(go )"

On vérifie (f~*og Y o(go f) = Idg.

(ftogo(gof) = flo(glog)of
= floldgof
= f_lof:]dE.



