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Corrigé DE L’Exercice1. Calcul des limites : 

∎lim𝑢௡ = lim൫2𝑛ଶ − 2√𝑛 + 1൯ = lim(2𝑛ଶ) = +∞ 

∎lim 𝑢௡ = lim
√𝑛 + 1

𝑛 + 7
= lim

√𝑛

𝑛
= lim

1

√𝑛
= 0 

∎lim𝑢௡ = lim ቆ
3𝑛ଶ + 2𝑛 − 1

5𝑛ଶ − 8
ቇ = lim

3𝑛ଶ

5𝑛ଶ
=

3

5
 

∎ lim𝑢௡ = lim
3௡ + (−1)௡

2(3)௡
= lim ቆ

3௡

2(3)௡
+

(−1)௡

2(3)௡
ቇ =

1

2
lim ቆ

3௡

3௡
+ ൬

−1

3
൰

௡

ቇ =
1

2
(1 + 0) =

1

2
 

∎lim𝑢௡ = lim
√𝑛 − 𝑛 + 1

2√𝑛 + 𝑛 + 2
= lim

−𝑛

𝑛
= −1 

∎lim𝑢௡ = lim
√𝑛ଶ + 1

𝑛 + 1
= lim

√𝑛ଶ + 1

ඥ(𝑛 + 1)ଶ
= lim ඨ

𝑛ଶ + 1

(𝑛 + 1)ଶ
= ඨlim 

𝑛ଶ + 1

𝑛ଶ + 2𝑛 + 1
= ඨlim 

𝑛ଶ

𝑛ଶ
= 1 

∎lim𝑢௡ = lim
√𝑛ଶ + 1 + √𝑛 − √𝑛ଶ − 1

𝑛 + 1
= lim ቆ

√𝑛ଶ + 1

𝑛 + 1
+

√𝑛

𝑛 + 1
−

√𝑛ଶ − 1

𝑛 + 1
ቇ = 1 + 0 − 1 = 0 

∎lim𝑢௡ = lim(−2)௡ N’existe pas. 

∎lim𝑢௡ = lim ൬
2

3
൰

௡

൬
5

4
൰

௡

= lim ൬
2

3

5

4
൰

௡

= lim ൬
10

12
൰

௡

= 0 

Corrigé DE L’Exercice2. On a la suite (𝑢௡) telle que : 𝑢଴ = 1 et ∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑢௡ାଵ =
ସ௨೙

ଷ௨೙ାଷ
. 

1. Le Calcul des termes.  

𝒖𝟏 =
4𝑢଴

3𝑢଴ + 3
=

4

3 + 3
=

4

6
=

2

3
, 𝒖𝟐 =

4𝑢ଵ

3𝑢ଵ + 3
=

4 ቀ
ଶ

ଷ
ቁ

3 ቀ
ଶ

ଷ
ቁ + 3

=

଼

ଷ

5
=

8

15
 

2. Montrons que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢௡ >
ଵ

ଷ
. 

Par récurrence, on a 𝑢଴ = 1, donc 𝑢଴ >
ଵ

ଷ
. De plus pour 𝑢௡ >

ଵ

ଷ
, on a : 

 𝑢௡ାଵ −
ଵ

ଷ
=

ସ௨೙

ଷ௨೙ାଷ
−

ଵ

ଷ
=

ଷ(ସ௨೙)ି(ଷ௨೙ାଷ)

ଷ(ଷ௨೙ାଷ)
=

ଵଶ௨೙ିଷ௨೙ିଷ

ଽ(௨೙ାଵ)
=

ଽ௨೙ିଷ

ଽ(௨೙ାଵ)
=

ଽቀ௨೙ି
భ

య
ቁ

ଽ(௨೙ାଵ)
=

௨೙ି
భ

య

௨೙ାଵ
> 0 ⟺ 𝑢௡ାଵ >

ଵ

ଷ
. 

D’où le résultat.  

3. La monotonie.  

On a 𝑢௡ାଵ − 𝑢௡ =  
ସ௨೙

ଷ௨೙ାଷ
− 𝑢௡ =

ସ௨೙ି௨೙(ଷ௨೙ାଷ)

ଷ௨೙ାଷ
=

ସ௨೙ିଷ௨೙
మ ିଷ௨೙

ଷ௨೙ାଷ
=

௨೙ିଷ௨೙
మ

ଷ௨೙ାଷ
=

ଷ௨೙ቀ
భ

య
ି௨೙ቁ

ଷ௨೙ାଷ
.  
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Comme 𝑢௡ >
ଵ

ଷ
, on a : 𝑢௡ > 0 et ଵ

ଷ
− 𝑢௡ < 0. Et on déduit 𝑢௡ାଵ − 𝑢௡ < 0. Ce qui signifie la suite 

(𝑢௡) est décroissante.  

4. La convergence.  

La suite (𝑢௡) est convergente car elle est décroissante et minorée (𝑢௡ >
ଵ

ଷ
). 

Donc lim 𝑢௡ = 𝑙. Et 𝑙 ≥
ଵ

ଷ
. 

5. La Limite. 

Comme 𝑙 = lim 𝑢௡, 𝑙 vérifie l’équation 𝑙 =
ସ௟

ଷ௟ାଷ
 ou bien 𝑙(3𝑙 + 3) = 4𝑙. Ce qui donne l’équation 

suivante 3𝑙ଶ − 𝑙 = 0. Qu’on peut écrire aussi sous la forme 𝑙(3𝑙 − 1) = 0. Et on a les deux 
solutions 𝑙 = 0, 𝑙 =

ଵ

ଷ
. Et comme 𝑙 ≥

ଵ

ଷ
, on a lim 𝑢௡ =

ଵ

ଷ
. 

Corrigé DE L’Exercice3. On a les deux suites (𝑢௡) et (𝑣௡) telles que : 

𝑢଴ = 2, 𝑣଴ = 1 𝑒𝑡 𝑢௡ାଵ =
𝑢௡ + 𝑣௡

2
, 𝑣௡ାଵ = ඥ𝑢௡𝑣௡ 

1. Le Calcul des termes.  

𝑢ଵ =
𝑢଴ + 𝑣଴

2
=

2 + 1

2
=

3

2
, 𝑣ଵ = ඥ𝑢଴𝑣଴ = √2 

2. Les inégalités.  0 < 𝑣௡ < 𝑢௡ : 

On a 𝑢଴ = 2, 𝑣଴ = 1. Donc 0 < 𝑣଴ < 𝑢଴. Pour 𝑢௡, 𝑣௡telles que 0 < 𝑣௡ < 𝑢௡, on a : 

D’une part, 𝑢௡ାଵ =
௨೙ା௩೙

ଶ
> 0 et 𝑣௡ାଵ = ඥ𝑢௡𝑣௡ > 0 (car 𝑢௡ > 0 et 𝑣௡ > 0 ). 

Et en d’autre part, 

𝑢௡ାଵ − 𝑣௡ାଵ =
௨೙ା௩೙

ଶ
− ඥ𝑢௡𝑣௡ =

௨೙ା௩೙ିଶඥ௨೙௩೙

ଶ
=

൫ඥ௨೙ିඥ௩೙൯
మ

ଶ
. Comme 𝑢௡ > 𝑣௡, on a ඥ𝑢௡ − ඥ𝑣௡ ≠ 0. 

Donc, 𝑢௡ାଵ − 𝑣௡ାଵ > 0 ou bien, 𝑢௡ାଵ > 𝑣௡ାଵ.  

Ce qui nous donne 0 < 𝑣௡ାଵ < 𝑢௡ାଵ. D’où le résultat.  

3. La monotonie. 

On a 𝑢௡ାଵ − 𝑢௡ =
௨೙ା௩೙

ଶ
− 𝑢௡ =

௨೙ା௩೙ିଶ௨೙

ଶ
=

ି௨೙ା௩೙

ଶ
= −

௨೙ି௩೙

ଶ
. Comme 𝑢௡ > 𝑣௡, on a 𝑢௡ − 𝑣௡ > 0. 

Donc, 𝑢௡ାଵ − 𝑢௡ < 0. D’où (𝑢௡) est décroissante. 

On a aussi 𝑣௡ାଵ − 𝑣௡ = ඥ𝑢௡𝑣௡ − 𝑣௡ > ඥ𝑣௡𝑣௡ − 𝑣௡ = 𝑣௡ − 𝑣௡ = 0. D’où (𝑣௡) est croissante. 
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Comme remarque, l’inégalité ci-dessus est déduite en remarquant que ඥ𝑢௡𝑣௡ > ඥ𝑣௡𝑣௡ = 𝑣௡ .  

En effet, on a 𝑢௡ > 𝑣௡ ce qui donne 𝑢௡𝑣௡ > 𝑣௡𝑣௡ = 𝑣௡
ଶ. Et donc ඥ𝑢௡𝑣௡ > ඥ𝑣௡𝑣௡ = ඥ𝑣௡

ଶ = 𝑣௡.(∗) 

4. Les inégalités. 0 < 𝑢௡ − 𝑣௡ <
௨బି௩బ

ଶ೙
 : 

Tout d’abord, on doit vérifier que pour tout 𝑛 ≥ 1 :  

0 < 𝑢௡ − 𝑣௡ <
𝑢௡ିଵ − 𝑣௡ିଵ

2
 

On a d’une part, 𝑣௡ < 𝑢௡ donne 𝑢௡ − 𝑣௡ > 0. 

En d’autre part, 

𝑢௡ − 𝑣௡ =
𝑢௡ିଵ + 𝑣௡ିଵ

2
− ඥ𝑢௡ିଵ𝑣௡ିଵ =

𝑢௡ିଵ + 𝑣௡ିଵ − 2ඥ𝑢௡ିଵ𝑣௡ିଵ

2
 

                <
𝑢௡ିଵ + 𝑣௡ିଵ − 2ඥ𝑣௡ିଵ𝑣௡ିଵ

2
=

𝑢௡ିଵ + 𝑣௡ିଵ − 2𝑣௡ିଵ

2
=

𝑢௡ିଵ − 𝑣௡ିଵ

2
 

Comme précédemment, pour avoir l’inégalité ci-dessus il suffit de remarquer que : 

−2ඥ𝑢௡ିଵ𝑣௡ିଵ < −2ඥ𝑣௡ିଵ𝑣௡ିଵ = −2𝑣௡ିଵ 

En effet, on a de la relation (∗) : 

 ඥ𝑢௡ିଵ𝑣௡ିଵ > ඥ𝑣௡ିଵ𝑣௡ିଵ = 𝑣௡ିଵ. Donc −2ඥ𝑢௡ିଵ𝑣௡ିଵ < −2ඥ𝑣௡ିଵ𝑣௡ିଵ = −2𝑣௡ିଵ. 

Ce qui nous donne,  

𝑢௡ − 𝑣௡ =
𝑢௡ିଵ + 𝑣௡ିଵ − 2ඥ𝑣௡ିଵ𝑣௡ିଵ

2
<

𝑢௡ିଵ + 𝑣௡ିଵ − 2𝑣௡ିଵ

2
=

𝑢௡ିଵ − 𝑣௡ିଵ

2
 

Ainsi on a pour tout 𝑛 ≥ 1, 

0 < 𝑢௡ − 𝑣௡ <
𝑢௡ିଵ − 𝑣௡ିଵ

2
 

Alors, pour 𝑛 − 1 on a l’inégalité  0 < 𝑢௡ିଵ − 𝑣௡ିଵ <
௨೙షమି௩೙షమ

ଶ
. Donc,  

0 < 𝑢௡ − 𝑣௡ <
𝑢௡ିଵ − 𝑣௡ିଵ

2
<

𝑢௡ିଶ − 𝑣௡ିଶ

2ଶ
 

Ce qui nous donne, 

0 < 𝑢௡ − 𝑣௡ <
𝑢௡ିଶ − 𝑣௡ିଶ

2ଶ
 

De même, pour 𝑛 − 2 on a l’inégalité  0 < 𝑢௡ିଶ − 𝑣௡ିଶ <
௨೙షయି௩೙షయ

ଶ
. Donc, 
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0 < 𝑢௡ − 𝑣௡ <
𝑢௡ିଶ − 𝑣௡ିଶ

2ଶ
<

𝑢௡ିଷ − 𝑣௡ିଷ

2ଷ
 

Ce qui nous donne, 

0 < 𝑢௡ − 𝑣௡ <
𝑢௡ିଷ − 𝑣௡ିଷ

2ଷ
 

Et par induction, on déduit pour 𝑛 − 𝑘, 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 − 1 :  

0 < 𝑢௡ − 𝑣௡ <
𝑢௡ି(௞ାଵ) − 𝑣௡ି(௞ାଵ)

2௞ାଵ
 

En particulier si 𝑘 = 𝑛 − 1, on a : 

0 < 𝑢௡ − 𝑣௡ <
𝑢଴ − 𝑣଴

2௡
  

5. Déduction de la limite.  

En posant 𝑆௡ = 0, 𝑇௡ =
௨బି௩బ

ଶ೙
 et 𝑊௡ = 𝑢௡ − 𝑣௡. Ainsi, on a : 

൜
𝑆௡ < 𝑊௡ < 𝑇௡       

lim𝑆௡ = lim𝑇௡ = 0
 

Et d’après le théorème d’encadrement, on déduit lim𝑊௡ = lim(𝑢௡ − 𝑣௡) = 0. 

6. La convergence.  

D’après ce qui précèdent les suites (𝑢௡) et (𝑣௡) sont adjacentes, donc sont convergentes.  

7. Conclusion.  

Comme (𝑢௡) et (𝑣௡) sont adjacentes, alors lim𝑢௡ = lim𝑣௡. 

Corrigé DE L’Exercice4. On a les deux suites (𝑢௡) et (𝑣௡) telles que : 

൜
𝑢଴ = 0
𝑢ଵ = 1

 et pour tout 𝑛 ∈ ℕ, ቊ
𝑢௡ାଵ =

ଵ

ଷ
(4𝑢௡ − 𝑢௡ିଵ)

𝑣௡ାଵ = 𝑢௡ାଵ − 𝑢௡         
 

1. (𝑣௡) Est géométrique.  

On a 𝑣௡ାଵ = 𝑢௡ାଵ − 𝑢௡, donc 𝑣௡ = 𝑢௡ − 𝑢௡ିଵ. 

De plus, 𝑣௡ାଵ = 𝑢௡ାଵ − 𝑢௡ =
ଵ

ଷ
(4𝑢௡ − 𝑢௡ିଵ) − 𝑢௡ =

ସ௨೙ି௨೙షభିଷ௨೙

ଷ
=

௨೙ି௨೙షభ

ଷ
=

ଵ

ଷ
𝑣௡. D’où (𝑣௡) est une 

suite géométrique de raison 𝑞 =
ଵ

ଷ
 et de premier terme 𝑣ଵ = 𝑢ଵ − 𝑢଴ = 1. 

2. La somme.  

On a 𝑆 = 𝑣ଵ + 𝑣ଶ + ⋯ + 𝑣௡ = 𝑣ଵ
  ଵି௤೙

ଵି௤
=

  ଵିቀ
భ

య
ቁ

೙

ଵି
భ

య

=
ଷ

ଶ
ቀ 1 − ቀ

ଵ

ଷ
ቁ

௡

ቁ. 
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3. La limite.  

On a  𝑆 = 𝑣ଵ + 𝑣ଶ + ⋯ + 𝑣௡ = (𝑢ଵ − 𝑢଴) + (𝑢ଶ − 𝑢ଵ) + (𝑢ଷ − 𝑢ଶ) + ⋯ + (𝑢௡ − 𝑢௡ିଵ) 

               = 𝑢௡ − 𝑢଴ =
ଷ

ଶ
ቀ 1 − ቀ

ଵ

ଷ
ቁ

௡

ቁ. 

Donc 𝑢௡ = 𝑢଴ +
ଷ

ଶ
ቀ 1 − ቀ

ଵ

ଷ
ቁ

௡

ቁ =
ଷ

ଶ
ቀ 1 − ቀ

ଵ

ଷ
ቁ

௡

ቁ. D’où lim𝑢௡ = lim ቆ
ଷ

ଶ
ቀ 1 − ቀ

ଵ

ଷ
ቁ

௡

ቁቇ =
ଷ

ଶ
. 


