Chapitre 1

Résolution des systémes linéaires

On note My(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre N. Soit A € My(R) une matrice
inversible, et b € R", on a comme objectif de résoudre le systéme linéaire Ax = b, c’est a dire
de trouver x solution de :

N
{:F ®)
r=>

Comme A est inversible, il existe un unique vecteur € RY solution de (P). Nous allons
étudier dans les deux chapitres suivants des méthodes de calcul de ce vecteur = : la premiére
partie de ce chapitre sera consacrée aux méthodes “directes" et la deuxiéme aux méthodes “ité-
ratives". Nous aborderons ensuite en troisiéme partie les méthodes de résolution de problémes
aux valeurs propres.

Un des points essentiels dans l’efficacité des méthodes envisagées concerne la taille des
systémes a résoudre. Entre 1980 et 2000, la taille de la mémoire des ordinateurs a augmenté
de facon drastique. La taille des systémes qu’on peut résoudre sur ordinateur a donc également
augmenté.

Le développement des méthodes de résolution de systémes linéaires est liée a I’évolution des
machines informatiques. Un grand nombre de recherches sont d’ailleurs en cours pour profiter
au mieux de 'architecture des machines (méthodes de décomposition en sous domaines pour
profiter des architectures paralléles, par exemple).

Dans la suite de ce chapitre, nous verrons deux types de méthodes pour résoudre les systémes
linéaires : les méthodes directes et les méthodes itératives. Pour faciliter la compréhension de
leur étude, nous commencons par quelques rappels d’algebre linéaire.

1.1 Quelques rappels d’algébre linéaire

1.1.1 Norme induite

Définition 1.1.1 (Norme matricielle, norme induite) On note My (R) l’espace vectoriel
(sur R) des matrices carrées d’ordre N .
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1. On appelle norme matricielle sur My (R) une norme ||.||sur My(R) t.q.
IAB| < |AII|BIIl, VA, B € My(R)

2. On considére My (R) muni d’une norme ||.||. On appelle norme matricielle induite (ou
norme induite) sur My (R) par la norme ||.||, encore notée ||.||, la norme sur My (R) définie par :

[All = sup {[[Az[|; = € R", ||z]| =1} ,VA € My(R)

Proposition 1 Soit My(R) muni d’une norme induite ||.|. Alors pour toute matrice A €
My (R), on a :

1| Axf| < [[A] ||=]], V& € R,

2. ||All = max {||Az[|; [lz]| =1, z € R"},

3. ||A| = max{”Ax”' r € R™\ {0}}

llzll 2

4. ||.|| est une norme matricielle.

Proposition 2 Soit A = (a; ;) € My(R)

et My(R) de la norme induite correspondante, notée

i, je{1,...,N
1. On munit R™ de la norme ||.

aussi ||.|| . Alors

loo

N
Al = max a;. i
Al = a3 o
2. On munit R"™ de la norme ||.||, et Mn(R) de la norme induite correspondante, notée aussi
.1, Alors

N
[Ally = max > a;

]E{l 7777 N} ’L:1

3. On munit R"™ de la norme ||.||, et My (R) de la norme induite correspondante, notée aussi
.1, Alors

1Al = (p (A*4))?

1.1.3 Matrices diagonalisables

Définition 1.1.3 (Matrice diagonalisable) Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n. On
dit que A est diagonalisable dans R si il existe une base (91, ..., P,) et des réels Ay, ..., N\, (pas
forcément distincts) tels que A®; = A®; pour i = 1,...,n. Les réels A1, ..., \, sont les valeurs
propres de A, et les vecteurs @+, ..., P,, sont les vecteurs propres associés.

Lemme 1.1.3 Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n, diagonalisable dans R. Alors

A = Pdiag (M, ..., \y) PV,

ou P est la matrice dont les vecteurs colonnes sont égauzr aux vecteurs ®q, ..., P,.
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Lemme 1.1.4 Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie : dimE = n, n € N*, muni
d’un produit scalaire i.e. d’une application

ExFE — R,
(r,y) — <=xz,y>pg
qui vérifie :
Vee E,.<z,x>p>0et<z,2>p=0&2=0,
V(z,y) € B, < 2,y >p=< 9, >,
Yy € E, Uapplication de E dans R, définie par v —< x,y >g est linéaire.

Ce produit scalaire induit une norme sur E, ||z|| = /< z,7 >g.

Soit T' une application linéaire de E dans E. On suppose que T est symétrique, c.d.d. que
<T(x),y >g=<z,T(y) >g, V(x,y) € E2. Alors il existe une base orthonormée (fi...f,) de E
(c.a.d. telle que (f;, fi)p = 6ij) et (M, ..., \n) € R™ tels que T'(f;) = \i fi pour tout i € {1...n}.

Conséquence immédiate : Dans le cas ou £ = R", le produit scalaire canonique de
= (x1,.,on) et y = (y1,..., yn)" est défini par < z,y >p= -y = S, vy Si A € My(R)
est une matrice symétrique, alors I'application 7' définie de £ dans E par : T(x) = Ax est
linéaire, et : < T'(x),y >= Az-y = x-Aly = x-Ay =< 2, T(y) >. Donc T est linéaire symétrique.
Par le lemme précédent, il existe (fi,..., fv) et (Ai,..., A\n) € RY tels que T'f; = Af; = \ifi
Vie{l,..,N}et fi.f; = 0ij, V(i,j) € {1,..., N}

Interprétation algébrique : Il existe une matrice de passage P de (e, ...,ey) base ca-
nonique dans (f1,..., fx) dont la premiére colonne de P est constituée des coordonnées de f;
dans (e1,...,en). On a : Pe; = fi. On a alors P~1APe; = P7Af; = P Y(\ifs) = Nies =
diag (A1, ..., AN) €;, ou diag (A1, ..., A\y) désigne la matrice diagonale de coefficients diagonaux
A1, ..., Axy On a donc :

-1 _ Ai 0 —
P AP—[O )\N]—D.
De plus P est orthogonale, i.e. P~! = P!, En effet,

PtPeZ-~ej = Pei-Pej =< fi,fj >= (SZJVZ,J € {1N},

et donc (P'Pe; —¢;)-¢; =0Vj € {1..N} Vi € {1,..N}. On en déduit P'Pe; = e; pour tout
i=1,..N,
i.e. PP = PP' = Id.
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1.2.1 Meéthode de Gauss

Soit Az = b ou A est une matrice (n x n), non singuliére (det (A) # 0 < A non singuliére).
Principe :
* Transformation de la matrice A en une matrice triangulaire supérieure .

on construit {A : b} et :

{A : b} — transformation — lA’ : b’} une matrice triangulaire supérieure .ze :

! ! ! b/
aiy  aip v A, by i g o0 i Oy
921 929 cee aogn bg 0 Qoo - Aoy b2

—
! i
an1 an2 U Ann bn 0 0 s Apn bn

1] — o

* Puis, on résout le systéme A’z = b (dont la solution est exactement la solution du systéme
Az =b)
ETAPES : On pose A = AW et b = bV,
1¢7¢ étape :
* Si agll) # 0, on fait les affectations suivantes
e La ligne L; est maintenue ie : Lf) — Lgl)

@
epour i =2,n ; LZ@) — L§2) —%'Lgl)
On obtient alors : B
1 1 1 1 2 2 2 2
N T K S
As;  Qgy  *tc Ay, by 0 Usy *** Ay, by
. . . H . .
NORHO BN 0 0 - a P

ou :
2 1
agj) = agj) J (:)l,n
2 1) aYf 1 —
a’z('j) _ag_]) - aﬁ) ’ gj) ’ 1=2,n y J = 17n
et
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* Si aﬁ) = 0, on cherche une ligne L},l) avec 2 < p < n telle que a](gll) = 0. Puis on permute

les lignes Lgl)et LS) pour obtenir

Av—b = Ay — ) s POAD, = POKD)
o P est la matrice de permutation des lignes Lgl)et L;,l).P(l) est elle meme la matrice

identité dans laquelle on permute la premiére ligne et la P¢"¢ ligne.

~(1)
Dans ce cas au lieu de la matrice A on considére la matrice : A = PMAD dont on
notera encore les éléments par agjl-) et on lui applique des transformations analogues a celles

correspondantes au cas aﬁ) # 0 ,étudié plus haut.
keme étape :
* a,(!;;) = 0 : On permute les lignes est une ligne d’indice p avec k + 1 < p < n, telle que :
ag,? # 0. Et dela
AR — k) s plE) A(R)  — PRIp(R)
ol P* est la matrice de permutation des lignes L,(f) et L;k). P* est la matrice identité ot on

permute la k"¢ et la P"¢ ligne.
~ (k) ~(k)
On considére alors : A = P®AK et b = P®AF  Aprés transformation on obtient

AFHD ot pE+D) gyec :

) _ 0 T i —Tn

ai] ij " J=Ln
ag ™ = o) — ) i=F+Ln; j=Tn
et
bz(k+1) _ bz(‘k) i = L—k
(k)
b = —ts b i =k + 1
kk
et ceci en faisant les affectations suivantes :
( Lngrl) . Lgk)
Lo
ngk:—i-l) . L}(ﬂk)
(k)
Lgk—H) - Lgk) - Z?Iﬁ) ’ Ll(ck)v 7i =k+ 17 n
\ kk
Résolution de A’z =¥’ :
On pose
R
{A’ : b'} _ [AW) : b(”)} I
0 RONE
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Et dela
Ar =b — AWz =p®

= APy =p®?

s Ay — po)

— Az=V
d’ou (Résolution par remontée)
1 ’ / /
o1 = g (0 = a0 — - = Gy T0)
_ 1 / !
Tp-1= 7 (bt = A1 9Tn)

( On détermine z,, , puis x,_1 , etc. jusqu’a obtention de x.)

Remarque 1.2.1 1. La méthode de Gauss nécessite %n?’ opérations pour un systéme d’ordre

n.
2. Elle permet de calculer det (A) puisque det (A) = (—1)’ kljlag};) ot j est le nombre de

permulations.
Exemples 1 Soit a résoudre le systéme :

2$1+3J]2—I3:5
(1) 41‘2 + 41‘2 — 3[13‘3 =3
—2%’1 + 3[52 — I3 = 1

Le systéme (1) s’écrit encore : Ax = b avec

2 3 -1 5 1
A= 4 4 -3 b= 3 et r= | w3
-2 3 -1 1 T3

1¢7¢ étape :
V=240
* ayy #

2] 3 -1 5 2 3 -1 5

4 4 -3 3| —| 0 -2 -1 -7
-2 3 -1 1 0 6 -2 6

[ A(l);bu)} . { A(z);b@)}

10
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2¢me étape :
wal) =240
2 3 -1 5 1 0 0 1
0 1 -7 | —f0 10 2
0 6 -2 6 0O 01 3
{ A@) b(z)} . { A®) b(?’)}
Résolution de A’z =1’ :
Posons {A’ Db } . On a alors :
2 3 -1 T 5}
Ar =V «<— 0 -2 -1 e | = =7
0 0 -5 T3 —15
2x1 4+ 319 —x3 =25 r1 =1
< —2x9 + 23 =—T7 < Tog = 2

—5I3:12 I3:3
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