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Exercice n°1 : Domaine (ensemble) de définition Dy = E des fonctions f: E — F suivantes :
1. x— % est définiesi x — 2 # 0 ce qui signifie que x # 2 d’ou Dy = R — {2};
2. x+— % est définie six > 0 et vx — 2 # 0 c’est-a-dire vx # 2 cela nous donne x #
4 d’ou Dy = R, — {4};
3. x> %e‘xz est définiesix # 0 ,donc Dy = R — {0};

x2

In(x)
le domaine Dy = R} — {1} =]0,1[ U |1, +oo].

4, x+— est définie six > 0 et In(x) # 0. La deuxieme condition nous donne x # 1, par la suite

Exercice n°2 :

Soit les fonctions f:x — x%2 + 2; g: x H%eth:x r—>\/§,etsoith =R,Dy = R —{-1} et

D, = R, = [0, +oo[ les domaines respectifs des fonctions f, g et h.

Les fonctions f + g , g.h sont définies respectivement sur les domines D,y = Df N Dy = R — {—1} et

Dgp = Dy 0 Dy, = [0, +oo[ par:

2xVx

x+1

f+90):=f()+g(x) =x"+2 +% et (gh)(x): = g(x). h(x) =

f fOO) _ x*+2
La fonction N est donnée par ( ) (x) = o - T définie sur le domine D¢ N Dy, a condition que

h(x) # 0 par conséquent Dy = R} = ]0, +ool.
h

La fonction h o g est donnée par (ho g)(x) = h(g(x)) h( +1) = /% définie donc pour x € Dj a

condition que I'élément g(x) € Dy, ; cette derniére s’écritx—f1 > 0 cela implique que Dy, = |—%,—1[ U

[0, +oo.
De méme (g o h)(x) = g(h(x)) g(\/_) —deflme sur Dgop = {x € Dy, tel que h(x) € D } Dy,.

Exercice n°3:
e Ces fonctions sont données comme somme, produit, quotient et composée de fonctions usuelles,
donc elles sont dérivables sur leur domaine de définition :

!

(3x5)’ = 15x%: (_4_ x) = 3 — 1; (

(ie_xz), _ (l), e_xz n (e_xz)li _ —ie_xz n (_Zx)e_xz 1_ (1+2x2) e_xz;

x x x2 x2

z_x)’ _ @' e+D)-(x+D)'2x 2
x+1/) (x+1)2 T (x+1)2

=1



Département :E.B(LMD).SECSG Corrigé de la série de TD n°2 sur les fonctions
Université de BEJAIA. d’une variable réelle
Toutes les sections de 1"¢ année.

(ﬂ)f_@ﬁmm4mmxﬂ_x@m@q>

In(x) (In(x))? T (In(x))?

e I"équation de la tangente en x = 0 a pour équation:y = f'(0)(x — 0) + f(0) ot f'(0) = —1
et f(0) =0,doncy = —x.

2x

Exercice n°4 : Soit f la fonction définie sur I'intervalle [1, 3] par f(x) = —

* La monotoniede f:

la fonction rationnelle f est dérivable sur son domaine de définition Dy, en particulier sur

2
(x+1)2

> 0 sur [1,3] c’est-a-dire que f est strictement croissante dans [1,3].

Et f'(x) =

* L’ensemble des images de f sur l'intervalle [1,3] :

Critére : L’image d’un intervalle I = [a, b] par une fonction continue est un intervalle ] = [a, B] ol
a est le minimum des images sur I et [ est le maximum.

La fonction rationnelle f est continue surD; et donc sur l'intervalle I = [1,3], d’apres le critére
précédent, I'image de I par f est I'intervalle ] = [a,Bloua = f(1) =1etf =f(3) = %carf est

strictement croissante dans [1,3], donc f([1,3]) =] = [1,%].

 Vérifions que la fonction f~! telle que f~1(x) = szx est la réciproque de f :
Ona:f:1 — J et f~1 une autre fonction telle que f~1(x) = % définie sur J  Dp-1.

De la méme fagon (en utilisant le critére), on peut vérifier que I'image de J par f 1 est I'intervalle I
c’est-a-dire que f~1:] — I est considérée comme une fonction de J a valeurs dans I.

Cela signifie aussi que les composées f "1 o f et f o f~1 sont définies.

Calculons maintenant (f ™1 o f)(x) surl et (f o f~1)(x) surJ:

x €L (o)) = (f) = f1 () =2 =3 = Ex =
€l (fof W= W) = f(55) = FE=F = A xE=x

Finalement les deux composées envoient I’élément x en x lui-méme, ce qui signifie que f ! est la
réciproque de f.
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« Branches infinies de la fonction f: x — —— sur D¢ = ]—00,—1[ U ]-1, +oo].
x+1

limy 1o f(x) = limy 40 27)6 = 2, donc f admet une asymptote horizontale d’équation y = 2.

. -1 . )l :
lim,,_;+ f(x) = 5z = 10, dans ce cas f admet une asymptote verticale d’équation x = —1.

1

x%—
x3

Exercice n°5 : la fonction f est définie sur R* par: f(x) =

1. Dérivée, signe et extremums de f :

Calcul de la premiére dérivée f' : La fonction rationnelle f est dérivable sur son domaine de
définition Dy = R". Et

2xx3-3x%(x2-1)  —x*+3x%2

HOEE

—x2+3
x6 x4

Le signe de la premiére dérivée : le numérateur de la dérivée s’écrit

—x2+3=—(x—V3)(x +V3)

La dérivée s’annule pour les valeurs x = v/3 et x = —/3, par la suite f' est positive sur 'ensemble
] —V/3, 0[ U ]O,\/§[ et est négative sur ]—00, —\/§[ U ]\/§, +00[.
X —00 - \/§ 0 \/§ +o0
f'(x) - | + + | -

Les extremums de f :

Du signe de la premiére dérivée, on peut déduire les extremums de la fonction f de la fagon
suivante : f' est nulle pour x = V3 et elle change de signe aux cotés de cette valeur, donc

f(\/g) = 29—\/5 est un maximum local de f puisque f' est positive a gauche et négative a droite de
V3.

. e 243
f' est nulle pour x = —V/3 et elle change de signe aux cétés de cette valeur, donc f(—V3) = — %—

est un a minimum local de f puisque f' est négative a gauche et positive a droite de —/3.

2. Deuxiéme dérivée, sighe, concavité, convexité et points d’inflexion :

Calcul de la deuxiéme dérivée f"' : La fonction rationnelle f' est dérivable sur son domaine de
définition Dy = R". Et
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—x2+3)' _ 2(x*-6)

x4

e = (

x5

Le signe de la deuxiéme dérivée :

Le numérateur de la dérivée seconde s’écrit 2(x? — 6) = 2(x — V6)(x + V6)

La dérivée seconde s’annule pour les valeurs x = V6 et x = —/6 et le signe de f'"" dépend du
signe de (x - \/g)(x + \/6) et de x puisque le dénominateur x°> = x.x* d’ou le tableau de
signe suivant :

x —o0  —+/6 0 V6 +o0
x5 - - + +
CVOEIve)| + | - = .
f"(0) - + - +

Les intervalles ou f est concave, convexe :

La fonction f est convexe sur les intervalles [—v6,0[ et [v/6, +o| et concave sur | —o0, —V/6],

]0,Ve.

Les points d’inflexion : Selon le changement de signe de f'' aux cotés des valeurs —/6 et\6,

la fonction f a deux points d’inflexion 4 = (—\/E,f(—\/g)) etB = (\/E,f(\/g))
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