REDUCTION D’ENDOMORPHISMES

— si A n'est pas valeur propre, £y = {0}.
— si A est valeur propre, dim E, > 1.

Proposition 9 — Soient Ay,..., )\, des scalaires distincts deux a deux. Alors les sous-
espaces propres Ey ..., E) sont en somme directe.

Démonstration : on prouve le résultat par récurrence surp. Sip =1, il n'y a rien a montrer.
Supposons que les espaces E, ..., E, soient en somme directe et montrons que les
espaces Ey,, ..., Ey , Ey ,, sont aussi en somme directe.

Pour cela, il suffit de montrer que (E», +---+ Ex )N E,,,, = {0}.
Soitz € (Ex, +---+ Ex)NE\,,,. Ona f(z) = Apaz carz € Ey

p+1"

On a donc également f(z) = Ayt + -~ + Ay, On déduit de ces deux calculs que
0= (M — Ape1)T1 4 -+ (Ap — Aps1 )z,
Les espaces E,, ..., E,, sont en somme directe donc
pourk e {1,....,p}, (Ax — Aps1)ar = 0.
Comme les \; sont deux a deux distincts, on en déduit que x = 0. L

. Corollaire 10 — L'endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si E' est somme
directe de ses sous-espaces propres.

Sion note A, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de f, on a

Corollaire 11 — L'endomorphisme [ est diagonalisable si et seulement si
dimE = dimE) +---+dimE,_.

Proposition 12 — Soit f € .Z(F) et A\ une valeur propre de multiplicité a. Alors

Démonstration : supposons dim E\ > « + 1. Soient uy, ..., uq1 des vecteurs propres

lineairement indépendants de E,. Complétons cette famille en une base 9 de . On a

A 0

d'ots Pr(X) = Dét|[(A~ X)as1| DEB—~ X Imo1) = (A= X)* "1 Dé(B — X I,,_,1).
A serait donc valeur propre de multiplicité strictement supérieure a «v. Absurde U

Des propositions précédentes, on déduit le

Théoreme 13 — Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimension finie.
L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si les deux propo-
sitions suivantes sont vérifiees :

)
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1) P5(X) est scindé dans K, ce qui veut dire que
Pi(X) = (»-l}n(X Y (X - Ap)e

avec Ay, ..., A, scalaires et ay + - - - + oy = .
2} Pour chague valeur propre A de multiplicité a, on a dim B\ = a.

Corollaire 14 - Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension n. Si f admet
n valeurs propres distinctes deux 3 deux, alors f est diagonalisable.

4. Applications de la diagonalisation

4.1. Calcul de la puissance d'une matrice

Si A est diagonalisable, il existe P ¢ GL,(K) telle que P"1AP = D soit diagonale. Alors
A=PDP1et
A¥ = PD*P~1 pour tout k € N.

La matrice A est alors inversible si, et seulement si, D est inversible et A=1 — PD-1p-1,
La formule précédente se généralise alors 3 k € Z.

Remarque - Si A est la matrice d'un endomorphisme f dans la base By, alors P est la
matrice de passage de la base 3, 3 une base B de vecteurs propres de A. La matrice P est
obtenue en mettant les coordonnées dans la base By des vecteurs propres de A en colonnes.
(Db Pordre des vecteurs propres dans la. base 13 dépend Vordre des valeurs de la diagonale de D). et

réciproquement. )

4.2, Suites récurrentes lindaires

Soient a et b deux réels donnés non simultanément nuls. Une suite récurrente linéaire d'ordre
2 vérifie la relation
Un = QUp—1 + by o, ug et u; donnés.

Matriciellement, ceci peut s'écrire :

Uy, _fa b Up-1\ _[a b net uy
Uyl o 1 0 Uy - 1 0 Ug
On est donc ramené 3 un calcul de puissance de matrice.

Soit (ag, ay,. .., ai—1) k réels donnés non tous nuls. Une suite récurrente linéaire d’ordre k

vérifie la relation
k—1

Uy e = E AUy o, {uO,...,Uk_.l} dOﬂﬂéS.

On écrit cette égalité sous forme matricielle et on est encore ramené a un calcul de puissance
de matrice d'ordre k.

4.3. Systémes de suites récurrentes
lllustrons cela par un exemple :

deéterminer les trois suites (un), (vn) et (w,) définies par 1 = Lvyy=wy=0et

Upp1 = 2Uy, + S,
Uyt = 3u,, — 4v, + 12wu
Wn+1 = Up ~ 20U, + 5w,
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