CHAPITRE V. Systémes linéaires a plusieurs degrés de liberté.

5.1 Degrés de libertés

Les variables indépendantes nécessaires a la description d’un systéme en mouvement sont
appelées degrés de liberté. S’il y a N variables indépendantes ¢;, on écrit N équations de
Lagrange:
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5.2 Systémes libres & deux degrés de libertés

5.2.1 Equations du mouvement _ . Iﬁ m K) m, kz
Soit le systéme libre ci-contre. Les deux variables indépen- M ﬁm““m
L [N

dantes sont z; et z,. ky est appelé élément de couplage.

2 2
T= %ml T 1+ %mg T 2. U= %klm% + %ko ((L‘l — 1'2)2 + %kz.’ﬁ% )S. )S
. 2 2
Le Lagrangien est: £ =T-U = imyz,+imozy—Lkia?—Lko (z1 — 22)* — L koad.
Les deux équations de Lagrange s’écrivent: (Pour D=0, F=0 : Systéme non amorti et non forcé.)

d(oc) oL _,

dt 01, Oy N ml‘fﬂil + (k1 + ko) z1 — koxa = 0. (5.1)
i % _%_0 m2$2+(k0+k2)1’2—]€01’1:0.
dt 8$2 0xo B
5.2.2 Modes propres (normaux)
En mode normale (ou propre) la solution de (5.1) est
x1 = Aj cos (wt + ¢y) . (5.2)
x9 = Ag cos (Wt + ¢5) . ’

Ay, Ay, ¢, dépendent des conditions initiales. Pour trouver w, utilisons la représentation
complexe:

x1 = Ajcos (wt+ @) — z; = A, e
Tg = Ay cos (wt + ¢y) — 2y = Ayl

(5.1) devient

k1 + ko ko
2 _ —
+ o~ Ay m1A2 0. { (~w?+a) A, — bA, =0, (5:3)
_ — (2 — :
—k0A1+(—w2+kO+k2>A2:0. cA; + (—w? +d) A, =0.
ma ma

Pour que (5.3) soit vrai sans que 4, et A, soient tous les deux nuls, il faut que son déter-
minant caractéristique soit nul:

—w?+a —b

A(w):‘ —c —w?+d

-0

Ceci nous donne ’équation caractéristique:

[ w' = (a+ d)w? + (ad — bc) = 0. |

F. HAMMAD http://exerev.yolasite.com - http://sites.google.com/site/exerev



Les deux solutions réelles et positives w; et wy de cette équation sont appelées pulsations
propres ou normales. La plus petite est appelée la fondamentale, 'autre est appelée
I’harmonique.

Ay —wi+d ~0

e Premier mode propre: Pour w = wy, le systéme (5.3) implique que
A1) c
ml(l) = Al(l) COS ((.L)lt + QS) .

La vibration est dite en phase car la solution (5.2) s’écrit dans ce cas
v p (5.2) To(1) = Ag(1) cos (wit + ¢).

. . T A —wi+d
e Deuxiéme mode propre: Pour w = ws, le systéme (5.3) implique que A1(2) = w2c+ < 0.
Az ()
T1(2) = Aq(2) cos (wat + ¢).
To(9) = —Ag(g) cos (wat + ).

Dans le cas général, le systéme vibre dans une superposition de ces deux modes propres.

La vibration est dite en opposition de phase car (5.2) s’écrit {

5.3 Systémes forcés a deux degrés de libertés

5.3.1 Equations du mouvement a, F a,
Soit le systéme forcé ci-contre. ﬁ]ﬂ K) %
Le Lagrangien est : WAL L

e T )
Les deux équations de Lagrange s’écrivent: (Avec D = 1oy ;t21+%042 &y et F = Fycos 0t.)

2
afoc\ or_ oo,
dt 811 O0z1 8x1 N { mlil + (kl + ko) xr1 + Oé1.’i‘1 — koxo = Fy cos .

2 2
_ _ 1 1 1 2 1 2 1 2
L=T-U=gmyz1+5m2 22— 5kix] — 5ko (21 — 22)" — 5k223.

. . 5.4
d oL\ oL 9D mats + (ko + k2) 2 + asxs — koxy = 0. 54
dt O Oxs O
5.3.2 Résonance et antirésonance (Avec D=0 et F # 0 : Systéme forcé mais non amorti.)
La solution permanente de (5.4) est
I :A1 COS (Qt+¢1) (5 5)
X9 = Ascos (Qt + ¢5) . ’

Ay, Ay, ¢4, ¢, dépendent de la pulsation d’excitation Q et de F,. Pour trouver A,, A,, utilisons
la représentation complexe:

F(t) = FycosQt — F(t) = Fpel™
x1 = Aycos (U + ¢)) — x, = A1edF0) = A eI
Ty = Agcos (U + ¢y) — xy = Aged (Qt+d2) — AQGth

(5.4) devient lorsque D = 0:

k14 ko ko Iy
. . P+ A - —=A, = —.
mizy + (k1 + ko) 21 — kozy = Fpel® N + m T2 (5.6)
m2§2—|—(k0+k2)g2—/€0§1=0 ,QZJFM A ,EA =0.
mo =2 mgil
OC&S ou: mi =mg =m et kozklzkgzk.
PR 2w3 — Q2|
r 1= — 5 .
k . _ 02 2 2 _ 10 m 2 _02)2 _, 4
En posant —=w3, (5.6) devient (=9 +2w5) A —wid, m = (205 92) “ol I5.7)
m (9% +2w?) Ay — w3A, = 0. A, = o wo .
™ (2wf - 0)* - wi
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D’apres (5.7)

Q = wo = Qg1 (appelée premiére pulsation de résonance.)

e A, = Ay = oo lorsque ou

Q = V3w = Qr» (appelée deuxiéme pulsation de résonance.)

e A; =0 lorsque Q = 2wy = Q4. (appelée pulsation d’antirésonance.)

A

A,
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5.3.3 Impédance d’entrée et de transfert (Avec D #0 et F #0 : Systéme amorti et forcé.)

En électricité, I'impédance est définie par Z= =. Par analogie, on définie 'impédance mé-
3

canique par Z=

F . . F .
o est appelée impédance d’entrée. | Z; = o est appelée
1 2

E. Zp =

v v v,
impédance de transfert. Pour les trouver on utilise encore la représentation complexe:

F(t) — E(t) = Foel*™.

T — x, = A, Ty — xy = Ayed,
. v . v
v, = jQz, =>g1=j712. yg=39£2=>£2=j722-
i1Zjle~ iQZjQQ?
(5.6) devient
. ki ko ko
{m1i1+(k1+ko)$1+a1i1koiEg—F N ]Qm1+ﬁ+ﬁ+al Ql_EQQ_E.
5 — - . ko ko ko
maXoy + (]CO + k2)£2 + 2Ty kogl 0 ]Qm2 4 .779 4 E + an vy — jﬁﬂl =0
En posant | jQm +ﬂ+a =Z,, jQOm +ﬁ+a =Z @:Z on obtient
J 1 i 1=21, J 2 i 2 = £2; i £0
(Z21+20)u — Zpuy = F. ( Z ) ( 202, )
= F=(2,+2)— =20 oy, =(2,+-20=2
{ (2o + 2p) vy — Zgvy = 0. - ==z, +Z = =z, + 2, “
. , , F Z.2
e L’impédance d’entréeest 2, = = = 2, + =222 =2z +2,//2,.
Uy gg +§0
v F Z.12,
e L’impédance de transfert est Z, = = Zi+ 25+ =
Yo =0
my < Ly, mg «— Lo,
A Taide de I’analogie de Maxwell, a1 «—— Ry, ag «—— Ro,
ko «— 1/Co, k1 «— 1/C1, ky «— 1/C4,

on conclut que:

Z, += impédance(L;) + condensateur(C;) + résistance(R,).
Z, < impédance(Ls) + condensateur(Cy) + résistance(R,).
Z, <= condensateur(Cy).

D’ot le circuit électrique équivalent suivant:
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