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Introduction

En analyse numeérique, et pour un probléme posé (P), on étudie toutes les méthodes de résolution
de (P), au moyen du calcul arithmétique. L’étude peut englober aussi bien les conditions d’existence
et d’unicité de la solution du probléme (P), et aussi les performances et l'efficacité du procédé choisi
(précision, convergence, stabilité, rapidité,. .. ).

Ordinateur et analyse numérique

Les calculatrices et les ordinateurs nous permettent de faire beaucoup d’opérations et ce trés
rapidement. Mais pour que les machines soient capables de faire ces calculs, il faut les programmer.
C’est I'objet essentiel de ’analyse numérique qui s’est développée avec 'apparition des ordinateurs.
Les caractéristiques des ordinateurs (fidélité, rapidité, précision,...ect) ont permis d’améliorer plu-
sieurs méthodes numérique connues, et ont facilité la création d’algorithmes relatifs a des problémes
difficilement maitrisés par I’homme jusque-la.

Mais faire beaucoup d’opérations ne veut pas dire faire n’importe quoi : les méthodes ont un
cotit (nombre d’opérations arithmétiques élémentaires), lié d’une part au temps de calcul, et d’autre
part & la capacité de mémoire nécessaire pour stocker les données et les résultats. D’oul I’étude de la
complexité (efficacité) d’un algorithme.

Complexité d’un algorithme

Soit (P) un probléme & N variables. On dit d’un algorithme, relatif & une méthode de résolution
de (P), qu’il est de complexité exponentielle si le coit f(N) nécessaire a sa résolution croit comme :
NI NN oN( ot a>1),...etc. On écrit simplement :

J(N) = O(NY), f(N) = O(N™), f(N)=0(a"),...ete.
D’autre part, un algorithme est de complexité polyndémiale si
F(N) = O(N), f(N) = O(N?), f(N) = O(N?) 3 >0,...etc.

L’intérét, en analyse numérique, est -entre autres objectifs- de mettre au point des algorithmes de
complexité polynomiale.
En général, afin de choisir le meilleur algorithme possible, il faut choisir 1’algorithme :

1. le moins cofiteux possible en place mémoire,
2. le moins coiiteux possible en temps de calcul : ¢’est & dire celui qui a de complexité polynoémiale.
3. le plus stable possible : c’est a dire le moins sensible aux erreurs d’arrondi,

4. le plus précis possible : c¢’est a dire celui qui permet d’estimer 'erreur.

vil



viii INTRODUCTION

Ce cours est dispensé depuis 2009 aux étudiants de 2°¢ année licence mathématiques de I'univer-
sité Abderrahmane Mira de Béjaia. Il a pour objectif de présenter aux étudiants une variété d’outils
numériques (algorithmes) permettant la résolution effective d’un certain nombre de problémes. Les
chapitres de ce cours sont illustrés par des exemples d’applications, et une série d’exercices est pro-
posée a la fin de chacun d’entre eux. La plupart de ces exercices étaient proposés lors des séances de
travaux dirigés ou des épreuves de moyenne durée.

Ce cours se compose de neuf chapitres. Il est divisé en deux parties couvrant le programme des
modules d’analyse numérique I et analyse numérique II destinés aux étudiants de 2°™¢ année licence
mathématiques. Particuliérement, ce cours traite les sujets suivants :

— Notions sur les erreurs,

— Interpolation et approximation polynomiale,

— Intégration et dérivation numériques,

— Résolution des systémes linéaires,

— Résolution des équations non linéaires,

— Calcul des valeurs et vecteurs propres,

— Résolution des équations différentielles ordinaires.

Enfin merci de me communiquer toute erreur éventuelle dans le fond ou dans la forme de ce premier
essal.
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Chapitre 1

Notions sur les erreurs

1.1 Introduction

En général, la résolution des problémes scientifiques passe par une représentation mathématique
des phénoménes mis en jeu. Ces phénomeénes sont en général compliqués et multiples. Pour les
représenter, on est amené a négliger certains paramétres et & simplifier d’autres. Méme avec ces
simplifications, les équations obtenues sont souvent insolubles par les méthodes analytiques connues.
Par exemple, on ne sait pas trouver analytiquement, la solution des équations a° + 32* + 72 + 8 =
0, z=¢e7 sinx+e* =0,...etc.

C’est ici que I'analyse numérique se distingue des autres champs plus classiques des mathéma-
tiques. En effet, pour un probléme donné, il est possible d’utiliser différents algorithmes de résolution.
Ces algorithmes dépendent de certains paramétres qui influent sur la précision du résultat. De plus,
on utilise en cours de calcul des approximations plus ou moins précises. Par exemple, on peut rem-
placer une dérivée par une différence finie de facon a transformer une équation différentielle en une
équation algébrique. Le résultat final et son degré de précision dépendent des choix que I'on fait.

Une partie importante de ’analyse numérique consiste donc a contenir les effets des erreurs ainsi
introduites, qui proviennent de trois sources principales :

— les erreurs de modélisation ;

— les erreurs de représentation sur ordinateur;

— les erreurs de troncature.

Ce chapitre traite principalement des erreurs numériques. La premiére source d’erreurs dans
les calculs faits par un ordinateur provient d’abord des erreurs d’arrondi sur les données, puis des
opérations effectuées sur les donnés. Il devrait donc permettre au lecteur de mieux gérer les erreurs
au sein des processus numériques afin d’étre en mesure de mieux interpréter les résultats.

1.2 Erreurs absolue et relative

dans N :1,3,9;
Nombres exacts { dans Q: 2,1 1
dans R : /5, 7, e.

Soit  un nombre exact et x* une valeur approchée de x, on écrit

z~z* ou =~z

e Si x* > x, x* est dite valeur approchée par exceés.
e Six* <z, x* est dite valeur approchée par défaut.
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Ezxemples : % ~ 0,6666, ™ ~ 3,14, /5 ~ 2,23, sont des approximations par défaut mais e ~ 2, 72
est une approximation par exces.

1.2.1 Erreur absolue

Définition 1.1. On appelle erreur absolue du nombre approché x* de x la quantité réelle positive,
notée A(x), définie par
Ax) = |z —z*].

Commentazire : Plus l'erreur absolue est petite, plus x* est précis.

Exemple 1.1. Pour la valeur exacte v = 3, la valeur approchée x7 = 0.666667 est 1000 fois plus
précise que la valeur approchée x5 = 0.667. En effet, nous avons :

Ay(x) = |z —aj| =3 - 0.666667| =[5 — G| = 5107°,
Ay(z) = |z—a3| =15 — 0667|_|-—667|_§10—3.

108

1.2.2 Erreur relative

Définition 1.2. On appelle erreur relative du nombre approché x* de x la quantité réelle positive,
notée r(x), définie par
x—x Az
oy =l AW

| |z]

Commentaire : Uerreur relative est souvent exprimée en pourcentage (précision relative) par :

r% = r(z) x 100

Exemple 1.2. Pour les valeurs exactes x = % ety = 1—15 on considere les valeurs approchées x* = 0.67

et y* = 0.07, respectivement. Les erreurs absolues correspondantes sont :

Alx) = |z—a*| =3 —0.67 = [253 = 51072,
Aly) = |ly—vy*| = |% —0.07| = |1?g 1(1)85 = 110’2.
Les erreurs relatives correspondantes sont :
r(r) = = 88 =05 x 1072 = 0.5%,
r(y) = =88 =5 1072 = 5%,

Ainsi, bien que les erreurs absolues soient égales, x* est une approrimation 10 fois plus précise pour
x que y* lest pour y.

1.2.3 Majorants des erreurs absolue et relative

Si la valeur exacte est connue on peut déterminer les erreurs absolue et relative. Mais dans la
majorité des cas, elle ne ’est pas. Les erreurs absolue et relative deviennent alors inconnues, et pour
les estimer on introduit la notion de majorant de I'erreur absolue et de I’erreur relative.

Définition 1.3. On appelle majorant de erreur absolue d’une valeur approchée x* de x tout nombre
réel positif noté Ax vérifiant :

Alzr) = |z — 2| < Ax

ou de maniere équivalente : v* — Ax < v < 2" + Ax, et on écrit :

r=2x"+Ax quiveut dire : x € [z* — Ax,z" + Ax]
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Remarque 1.1. 1. Plus Ax est petit, plus approximation x* est précise. D’ot, en pratique, on
prend le plus petit Ax possible.

2. Comme x ~ x*, en pratique on prend 71, ~ | qui est un magjorant de l’erreur relative de x*

et on écrit x = x* + |2*| 7,

3. A défaut de Uerreur absolue (I’erreur relative) effective, Az (r,) est appelé par abus de langage,
erreur absolue (erreur relative) de z*.

1.3 Représentation décimale des nombres approchés

On sait que tout nombre réel positif x peut étre représenté sous la forme d’une représentation
décimale de développement limité ou illimité :

T = ap10™ 4 @y 110" 4 L Ay 10T

avec a; € {0,1,2,...,9} pour i # m et a, # 0 ou m est le rang supérieur de x (la plus grande
puissance de 10 ).

Exemple 1.3. 5406, 3080 = 5.10° 4+ 4.10% + 0.10" + 6.10° + 3.10~' + 0.10% + 8.10~% + 0.10~*
7 = 3.14159265358... = 3.10° + 1.10' + 410>+ 1.107* +5.107* 4+ ... +5.107"° + 8107 + ...
8 =210"+210°+6.10" 4+ 6.1072 +6.107* + 6.10~* + ....

Remarque 1.2. Dans la pratique, les nombres utilisés x ont des représentations décimales limitées
(car, en général, ce sont des nombres approchés).

i. Tous les chiffres conservés a; s’appellent chiffres significatifs du nombre approché x.

ii. Certains des a; peuvent étre nuls.

1.3.1 Chiffre significatif (c.s)

Définition 1.4. On appelle chiffre significatif d’un nombre approché, tout chiffre dans sa représen-
tation décimale différent de zéro; et un zéro s’il se trouve entre deux chiffres significatifs, ou s’il
constitue un chiffre conservé.

Exemple 1.4. Une approzimation a 6 décimales de 0.00301045 est :

0.003. 0 1.0
NN~

o @ 6
(1) : Ne sont pas significatifs car ils ne servent qu’a indiquer les rangs des autres chiffres.
(2) : Etant placé entre les chiffres significatifs let 3, zéro est lui méme un chiffre significatif.
(3) : Ce zéro traduit le fait que le nombre approché a conservé la décimale 107°
est un chiffre significatif.

Exemple 1.5. Les valeurs approchées x* = 0.0301009 , 400357 ont 6 chiffres significatifs (6 c.s.).

Remarque 1.3. 1. On ne peut pas connaitre le nombre de chiffres significatifs de x = 45800
donné sous cette forme. Pour savoir, il faut soit sa représentation décimale, ou encore -d’une
facon équivalente- connaitre I’écriture sous la forme (p,q) x 10°. En effet;
r=mx;=4,58 x 10* (z; a 3 c.s. ) ou encore x = x5 = 4,5800 x 10* (29 a 5 c.5. ).
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2. Sur un ordinateur, les nombres sont représentés en virgule flottante comme suit :
soit x un réel non nul, en virgule flottante x s’écrit sous la forme :

T = j:O.al...aN.bE,
avec b € N est la base, a = 0.a;...ay que ['on appelle la mantisse, 0 < a; < b,a; # 0, F € Z,

lexposant compris entre deux entiers m et M(—m < E < M) et N € N le nombre de chiffres
significatifs.

1.3.2 Chiffre significatif exact (c.s.e)

Soit 2 un nombre exact, x* une valeur approchée de = dont sa représentation décimale (prise de
gauche a droite) est :

-1 a1 _ k
¥ = \am/l()m + A1 10" 4 L A1 107 gy, 0m" .+ agl0% a,, #0, k € Z.
1¢erc.s gemee g nemec g rang du(n+1)pmecs

Définition 1.5. (importante) On dit que les n premiers chiffres significatifs d’un nombre x* sont
exacts si Uerreur absolue de ce nombre ne dépasse pas la moitié du rang du n®™® chiffre significatif.
c’est a dire

1
Az <= 10m "
2
Proposition 1.1. Si un nombre approché posséde n c.s. exacts alors :
ry < 5.107".

Exercice 1.1. Donner une borne supérieure de ’erreur absolue et estimer erreur relative, si tous
les chiffres significatifs des nombres approchés suivants sont exacts.

1 = 0,0019, x9 = 99,200, x3 = —34508, x4, = 0,000805.

Propriétés
a. Si un chiffre significatif est exact, tous les chiffres a sa gauche sont exacts.

b. Si un chiffre n’est pas exact, tous ceux a sa droite ne les sont pas.
Exemple 1.6. Soit x = 35.97 et * = 36.00, ici m = 1 car * = 3.10" +6.10° +0.10~* 4 0.10~2.

Az = |v — 2% =0,03=10,3.10"" < 0,5.107".

— 1=-1 . . 4 4
Alors { 2 _TlH_ = n = 3. Donc, x* est une approximation de x avec trois chiffres

significatifs exacts.

Remarque 1.4. La notion de chiffre significatif exact est purement mathématique, elle ne veut pas
dire que les n premiers c.s. de x* coincident avec les n premiers c.s. de x; ['exemple ci-dessus [illustre
bien.
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1.4 Troncature et arrondissement d’un nombre

% Pour approximer 7 = 3.141592653589...., on peut considérer la valeur approchée 3.14 ou encore
3.14159, etc... et cela selon le besoin. Dans le premier cas on a tronqué ( couper en éliminant une
partie ) le nombre 7 aprés 2 décimales. Dans le second cas on I’a tronqué aprés 5 décimales.

% Une méthode habituelle pour tronquer un nombre pour ne garder qu'un nombre fini de chiffres
significatifs est ’arrondi :

Reégle d’arrondissement :

Pour arrondir un nombre jusqu’a n chiffres significatifs, il faut éliminer les chiffres & droite du
n®me chiffre significatif conservé si on se trouve aprés la virgule, sinon on remplace par des zéros :

1. Sile (n+ 1) chiffre significatif est > 5, on augmente le ni®™¢ chiffre de 1.
2. Sile (n+ 1) chiffre significatif est < 5, les chiffres retenus restent inchangés.

3. Sile (n+1)"" chiffre significatif est 5, alors deux cas sont possibles :

i) Tous les chiffres rejetés, situés aprés le (n + l)iém6 c.s., sont des zéros : On applique la régle
du chiffre pair, i.e. : le n*™¢ chiffre reste inchangé s’il est pair. On lui ajoute 1 sl est
impair.

)zeme

ii) Parmi les chiffres rejetés, situés apres le (n + 1 c.s., il existe au moins un qui soit non

nul : On ajoute 1 au n’*™¢ chiffre.
Remarque 1.5.
1. On narrondit que le résultat final, jamais les résultats intermédiaires.
2. Un résultat final n’a jamais plus de précision que la précision des données.

3. Un nombre correctement arrondi ne posséde que des chiffres significatifs exacts.

Définition 1.6. On appelle la borne supérieure de erreur d’arrondi du nombre approché le nombre
noté Ny, vérifiant
Agrr < 0,5 x 10m "L,

apres arrondissement de la valeur approchée de x on aura

r=ux,.,. £ [Ax+ Ay

arr

En général, on prend Az ~ A,,... Par suite

r =z +2Ax,

arr

ot x),. est le nombre approché arronds.

2Azx est l'erreur absolue d’arronds.

Exercice 1.2. Arrondir les nombres suivants a 4 c.s.e. et indiquer l'erreur absolue d’arrondi : 1 =
33,789, xy = 0,00489001, z3 = 199993,99, x4 = 0,0346750060, x5 = 89765,5000, et zg =
9,007500.

1.5 Propagation des erreurs
Soient x et y deux quantités exactes , x* et y* des approximations de = et y, respectivement,

Ax et Ay des erreurs absolues sur x et y respectivement, 7, et r, des erreurs relatives sur x et y
respectivement.



1.5.1 Erreurs d’une addition

Erreur absolue : A, = Az + Ay.

Az + A
Ay max (7, ry)

Erreur relative : r,,, = ———
: +y ‘ * x| —
¥ + y*|

Démonstration. Supposons que z*,y* € R7. Nous avons

rr—Ar<zr<zr'4+Axr et y" —Ay<y<y" + Ay. Donc

(" +y") —(Ar+Ay) <z +y < (2" +y°) + (Az + Ay)
c’est a dire (Ax 4+ Ay) est 'erreur absolue de x 4+ y, d’ou A(z + y) = Az + Ay.

b)
_ Azxz+Ay
Tegqy = *+y*
Az z* + Ay  y*
x* x*+y* y* x*+y*

= TI.)\1+Ty.A2, ()\1:$>0, )\2:$>Oet /\1+>\2:1)

IN

max(ry, ry). A1 + max(ry, 7). Ao

IA

(A1 + A2) max(ry, ry) < max(ry, 7).

=1

1.5.2 Erreurs d’une soustraction

Erreur absolue : A,_, = Az + Ay.

_ Ar+ Ay < T+ yr

P P max (7, 7y)

Erreur relative : r,_,

Démonstration. Exercice.
Remarque 1.6. La soustraction est l'opération qui fait perdre le plus de précision.

Exemple 1.7. Soient x* = 255 et y* = 250 avec r, =1, = 0,1% = 1073.
Question : r(_y) ="
Nous avons d’abord : A, = x*.r, = 0,255, Ay =y*.r, = 0,250.

et puis ¥ — y* =5 avec une erreur relative :

Ax—y) Ar+ Ay

e R L

T@—y) =

CHAPITRE 1. NOTIONS SUR LES ERREURS

On remarque que x* et y* sont 101 fois plus précis pour x ety (respectivement) que x* —y* l'est pour

x —.



1.5. PROPAGATION DES ERREURS

1.5.3 Erreurs d’une multiplication

Erreur absolue : A,, = |2*| Ay + |y*| Az.
Erreur relative : r,, =7, + 1,
Démonstration. Supposons que x*,y* € R7. Nous avons
r—Ar<z<z'+Axr et y' —Ay<y<y + Ay
a) En supposant 2* — Az > 0 et y* — Ay > 0, on aura
(z* = Az)(y* — Ay) < zy < (2" + Az)(y" + Ay).
Si on néglige I'erreur de second ordre AzAy, on obtient
'yt — [ Ay 4+ yrAx] < zy < 2¥y" — [2F Ay + yTAx).
b)

T(zy) =

A(ry)  a*Ay+y'Ar  Ax N Ay

1.5.4 Erreurs d’une division

A A
Erreur absolue : A% = il y|+|2]y | x.

Erreur relative : r= =1, +r,.
Y

Démonstration. Exercice.

1.5.5 Erreurs d’une puissance

Erreur relative : r,n = nr,.
Erreur absolue : A, = n|(x*)" | Ax.

Démonstration. Exercice.



10 CHAPITRE 1. NOTIONS SUR LES ERREURS

1.6 Exercices

Exercice 1.3. Soit H la hauteur d’un barrage. Sa valeur mesurée h est 74,260m. Si [’erreur relative
commise sur h est de 0,3, trouver a,b tels que a < H < b.

Exercice 1.4. Avec combien de c.s.e. faut-il calculer eV? pour que ’erreur relative ne dépasse pas
1%?

Exercice 1.5. On désire approcher I = fog f(t)dt, oun f(t) = t> et p € N*, par la surface S du
triangle de sommets A(0,0), B(i,O), C(%,f(%)). Déterminer la valeur minimale de p pour que

Uerreur absolue d’approzimation ne dépasse pas € = 1072 puis ¢ = 1074,
Exercice 1.6. On considere [’équation
2® — 1634z +2 = 0. (1.1)
1. Résoudre 'équation (1.1) en effectuant les calculs avec N = 10 chiffres significatifs. (Utiliser le
discriminant)
2. Commenter le résultat obtenu et proposer une autre méthode de calcul pour contourner le pro-
bleme posé.
Exercice 1.7. Soient les trows nombres réels :

z=8,22 y=0,00317 z=0,00432.

1. Représenter les nombres x,y et z avec virgule flottante.
2. En effectuant les calculs avec N = 3 c.s, calculer la somme x +y + z en faisant :
i) (z+y)+z
ii) o+ (y + 2).
3. Commenter les résultats obtenus. Conclure.
Exercice 1.8.

On veut caleuler la surface d’un disque S = mR? ot R = 2,3400, 7 = 3,1416.
En admettant que tous les chiffres de R et w sont exacts.

1. Estimer les erreurs absolue et relative de S.

2. Calculer S en arrondissant au nombre de chiffres significatifs exacts.

Exercice 1.9. Soit l’approzimation Af(x) ~ |df (z)]
1. Montrer que Aln(z) = £Z.
2. En déduire l'erreur relative d’une puissance u = x" est telle que 6, = nod,.
3. Déterminer Uerreur absolue et lerreur relative de la racine éniéme v = {/x.
4. Soient x = 22,123002 et y = 1,252468 ou tous les c.s. sont exacts.
Calculer ln(%) en déduire la valeur de 6/% arrondir au dernier c.s.e.
Exercice 1.10. Soit T la période des petites oscillations du pendule qui est donnée par
T = 27T\/g ot | est la longueur du pendule et g la gravité. Supposons que les mesures faites sur T et

L ont donné les résultats suivants :
T=T"+AT =1,9364+0,002s etl=101"tAl=92,954+0,10 cm

1. Calculer la gravité g en arrondissant au dernier chiffre significatif exact.

2. Donner l’erreur relative sur g en pourcentage.



Chapitre 2

Interpolation polynomiale

2.1 Position du probléme d’interpolation

Soient (z;,4;), @ = 0,...,n, (n+ 1) couples de valeurs réelles. Des telles valeurs peuvent étre le
résultat de mesures effectuées expérimentalement. Le but du probléme d’interpolation est de déter-
miner une fonction F' -appartenant & une certaine classe- qui passe par les points (x;, ;) donnés,
c’est a dire

F(z;))=v;,1=0,...,n.

Les points (x;,y;) sont appelés les points d’interpolation.

Exemple 2.1. En physique, on mesure expérimentalement la température d’un objet qui refroidit au
cours du temps. On obtient une suite de valeurs a différents temps t;. On cherche alors a tracer la
courbe de refroidissement la plus proche possible des points mesurés, et ainsi a estimer des valeurs
de la fonction en des points non mesurés.

Les fonctions les plus faciles & évaluer numériquement sont les polynomes. Il est donc important
de savoir approximer une fonction arbitraire par des polynoémes.
L’interpolation polynomiale consiste a chercher la fonction F' sous forme d’un polynéme. C’est a ce
cas qu’on va s’intéresser dans ce chapitre.

FEziste-t-il un polynome P tel que P(x;) =y;, i =0,...,n?

Proposition 2.1. Si les xi sont tous distincts alors il existe un unique polynome P, de degré inférieur
ou égal a n vérifiant
Pn(ﬂfi) = Y, 2:0,,n

Démonstration. On peut écrire le polynome P, comme suit :
Po(z) = apx™ + a1zt + ...+ ay.

Du fait que P,(z;) = v;, i = 0,n, les coefficients a;, i = 0, n vérifient le systéme :

¢ —1
apry + oy + .o ta, = Yo
apx? + a4 ta, =

(S)

n n—1 _
[ QoZ,, T 1T, "+ ...+ An = Yn,

11
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(S) est un systéme linéaire de déterminant

U N |
-1
A S |
n
A= = H (; — ) (2.1)
S L 0
! T, 1

(c’est le déterminant de Vandermonde). On a A # 0, car les z;, sont tous distincts. Donge, le systéme
(S) admet une et une seule solution (ag, ay,...,a,), d’out le polynéme d’interpolation existe et il est
unique. ]

Exercice 2.1. Soient la fonction f(x) = z* — 223 + x. Parmi les polynomes suivants quel est celui

qui wnterpole [ aux points d’abscisses xo = —1,x1 =0 et 19 = 2 :
P(z)=22"—2*—2, DPr)=2>+1+1,
P3(z) = x* — 3, Py(z) = 2* — .

Remarque 2.1. Dans le cas général, on montre que la résolution du systéme plein (S), permettant
le caleul des coefficients du polynéme d’interpolation, nécessite un nombre d’opérations en O(n®). On
utilisera plutot d’autres méthodes, moins cotteuses en nombre d’opérations, dés que n devient grand.
Par exemple, lutilisation des polynémes de Lagrange, présentée ci-dessous, nécessite un nombre
d’opérations en O(n?) (voir la section 2.6).

2.2 Interpolation de Lagrange

e Résolvons d’abord le probléme partiel suivant :
Construire un polynéme L; = L;(x) de degré n tel que

1, s j=1
Li(z;) = 6;; = ’ 1=0 n fixé
j ij . e .
0, sij#1
Le polynéme L; s’annule en xg, 1, ...,2;_1, Tit1,--., Ty, il s’écrit alors sous la forme :

LI(LU) = KZ<I’ — 130) Ce (IL' — 371'71)(37 — I‘i+1> e (.CZZ — xn), Kz = Cte.
Donc,

pour r = x; : Lz(x]) = Oa (] = Ov_ny j 7é Z)a

pour x =x;: Lj(x;)=1= Kij(x; —x0)...(x; — zi_1)(x; — x41) ... (1, — x,) = 1,
d’ou la valeur de K;

1
R = ) e @ o) (@ — )
pone (6= 20)... (2 — i)t — aisr) .. (¢ — )
(1) = r—xg).. \ T —Zi—1)\& —Ljy1) ...\ —Tp
Li(x) (i —x0) . (1 — xi1) (2 — wip1) .. (5 — )
(

Pour chaque i = 0,n, L; est appelé polynome élémentaire de Lagrange au point x;.
Remarquons que deg(L;) = n.
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Proposition 2.2. Les polyndomes Lg, L1, ..., L, forment une base de [’espace vectoriel P,,.

Démonstration. La famille {Lg, L, ..., L,} est composée de (n + 1) éléments. Pour montrer qu’elle
forme une base de P,,, qui est de dimension (n+1), il faut et il suffit d’établir que les Li, i = 0, n sont
linéairement indépendants. Etant donné n + 1 scalaires o;, i = 0, 7.

Si > «a;Li(x) = 0, alors en particulier Y o Li(z;) = > a;6;; = 0, pour tout j = 0, n.
i= i=0 i=0
Dou,ap=a1=...=a, =0. ]

e Passant a la résolution du probléme général qui consiste a former P, vérifiant les conditions
indiquées plus haut. Ce polynome est de la forme :

= ui Li(x)
=0
On a bien
L. deg(P,) < n,
2. Pn(x]) = ZO‘%LZ(%) = Zoyzézj = yja j = 0, 1, .o, n

Par unicité, le polynéme P, est le polynéome cherché. Il s’appelle le polynéme d’interpolation de
Lagrange' qui interpole les points (z;,1;),i =0,...,n

Exemple 2.2. Déterminer le polyndome d’interpolation P3 de la fonction f dont on connait les valeurs
sutvantes :

T 0|13

[

Sous la forme de Lagrange, ce polynome s’écrit

3

Py(z) = Y f(x;)Li(z) = Lo(x) + 3L (x) + 5Ls(x)

i=0

ou (z—=1)(z—22)(z—x3)

(a:) - = XOO))(; ;)E(z) = lo(z —3)(x — 4),
z—xg)(x—x1)(x—T 1
(l‘) - (1’3 :BOO)(.’E:; xll)(mgfi'g) = ﬁx(x - 1)(56 - 3)

Done, Py(z) = —35(x — 1)(z — 3)(z — 4) + 1z(z — 3)(z — 4) + Sx(z — 1)(z — 3).

Remarque 2.2. 1. La formule de Lagrange est intéressante du point de vue numérique, car elle ne
dépend que des abscisses x;, i = 0,1,...,n. Soit a calculer plusieurs polynomes d’interpolation
ot les abscisses correspondant a ces polynémes restent fixés (il n’y a que les points y;, i =
0,1,...,n qui changent). Les polynomes L;, i = 0,1,...,n sont calculés une fois pour toute et

servent ensuite pour tous les polynomes.
2. La méthode d’interpolation de Lagrange présente deuzr inconvénients majeurs :

i) L’erreur d’approzimation peut ne pas diminuer si on augmente le nombre de points d’inter-
polation (voir TP).

! Joseph-Louis Lagrange, francais né en Italie, 1736-1813
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ii) La méthode n'est pas récurrente : connaissant P, le polynome d’interpolation de Lagrange
de degré au plus n en les points (x;,y;), © = 0,n, si on rajoule le point d’interpolation
(Tng1, Ynt1), il existe un unique polynome P, de degré au plus n+ 1. 1l est impossible de
déduire P11 a partir de P, car dans la méthode de Lagrange, l'introduction d’un nouveau
point x,.1 nécessite un nouveau calcul de tous les polynémes L; de Lagrange auz points
x,,1=0,1,...,n+ 1.

Il est intéressant de mettre P, sous une forme récurrente qui permet de compléter les valeurs
déja obtenues sans refaire tous les calculs. On arrive donc au polynéme d’interpolation de Newton.

2.3 Interpolation de Newton

L’interpolation de Newton? utilise les différences divisées ou finies de f aux points donnés.

2.3.1 Différences divisées

Définition 2.1. Soient xo,z1,...,2,, (n+ 1) points (abscisses) distincts de [a,b] et [ une fonction
réelle définie sur [a,b] connue uniquement en x; donnés. On définit les différences divisées d’ordres
successifs 0,1,2,...,n par :

ordre0 : 6%z = fl@),
ordrel : Olx;, ] = W
Oxiy1,Tipo]—d[xi,x;
ordre2 - §2 [xi’ Tit1, $i+2] — [Tit1 Tx:;]_x[ix Tit1]
(1)
F iy, @iy k] =0 Mmooy
\ ordrek : 8wy, iy, .. 1] = (i1 x;’i_% (@i @il
La derniére relation est appelée la différence divisée d’ordre k (k= 0,1,2,...,n) de la fonction f
€N Tj, Tit1y -y Titk-
Remarque 2.3. Comme 0[a,b] = % = 0[b,al, la différence divisée de n’importe quel ordre est

indépendante de la position des points (abscisses) sur lesquels elle est prise.

Calcul des différences divisées

Pour calculer la différence divisée d’ordre n de la fonction f aux points zg,...,x, on forme le
tableau suivant, en appliquant les formules (I) colonne aprés colonne.

w | f(z) | DDI DD? DD3 DDn

zo | f(zo)

w1 | f(z1) | 0xo, 2]

zy | f(z2) | 071, 7] 52[%, X1, T

z3 | f(x3) | O[xa,x3] 0%y, xg, T3] 63[xo, 1, T2, T3

Tn | f(xn) | 0lTn 1, 2n] O3 [Tn o, Tn 1, 2n] PTn_s, . Tp) oo o 0T, Ty, Ty

2Sir Isaac Newton, anglais, 1643-1727
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2.3.2 Polyndéme d’interpolation de Newton

Théoréme 2.1. Soient f: [a,b] — R et xg,z1,...,%,, (n+1) points distincts de [a,b], le polynome
d’interpolation de f auz points x; i = 0,n peut étre mis sous la forme :

P,(x) = f(xo)+ 0[zo, x1](z — xo) + 6*[wo, 21, 22| (x — o) (x — 1)

+. w2, xn (@ — xo) (= 21) (2 — ),
ou encore i .
Py(x) = f(zo) + Y 0'[x0, 21, ..., ) [ [ (2 — ;). (2.2)
i=1 =0

Remarque 2.4. On peut définir P, par la relation de récurrence :

Py(a) = f(ao), B

P,(x) = Py_1(x) + 0"[x0, 21, . . ., ] I:I()(x —x;), n> 1.

Démonstration. Soit x € [a,b]. D’aprés la définition des différence divisées on peut écrire :

o = L) = a0
r — g
alors,
f(z) = f(xo) + 8[zo, 2](x — x0),
puis
6*[zo, 21, x) = 6%[21, T, 7] = 5[‘%0’&2 : i[f(%xl]
d’o1,

f(x) = f(x0) + 6[z0, 1] (7 — 30) + 8?[0, 71, 2] (T — 20) (T — T1).

En continuant ainsi on obtient la formule des différences divisées, on aura donc

f(ﬂf) = f(x(]) -+ (5[1‘0, Il](ﬂf — 13()) -+ (52[]}0, Ty, ZL’Q](LE — Io)(x — l’l)
+. o+ Mxe, x, . x ) —x0) (T —21) (T — )
+0"  zg, 21, T, 2] (X — o) (T — 1) . (T — Ty).

n

Si on pose P,(x) = f(xo) + d[xo, z1](x — xo) + > 0'[w0, 1, . . ., ] llz[l(x — ),
: =

i=1
et E(x) = 0" zo,21,...,Tn, x](x — 20)(x — 1) ... (¥ — T,), alors

f(x) = P,(x) + E(x).
Montrons que P, est le polynome d’interpolation de f en z;, i = 0, n.
i) deg(P,) <n (évident)
ii) f(z;) = Pu(x;) + E(z;) avec E(z;) =0, ¢ = 0,n, donc P,(x;) = f(z;)i = 0,n.
]

Remarque 2.5. 1. L’expression (2.4) s’appelle polynéome d’interpolation de Newton de f aux
points (abscisses) x;, i = 0,n.

2. L’expression de P, est aussi valable si les points x;, i = 0,n ne sont pas ordonnés.
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3. Si on rajoute un point d’interpolation x,.1 supplémentaire, le polynéme d’interpolation de f

auz points x;, 1 = 0,n + 1 est donné par :
Poii(x) = Pu(z) + 0" oo, 21, o, T, Ty ) (0 — 20) (0 — 1) ... (2 — ).
Exemple 2.3. 1. Déterminer P le polynéme d’interpolation de la fonction passant par les points

(0,1),(1,2),(2,9), (3,28).

2. En déduire Py le polynome d’interpolation passant par les points (0,1),(1,2),(2,9),(3,28) et
(5, 54).

Solution : On a 4 points, donc deg(Ps) < 3. Posons x; =i, i = 0,4

Py(z) = f(zo) +d[zo, 11](z — x0) + 62[zo, 1, To)( — x0) (T — 1)
+  83xo, 21, T2, 13| (T — 20) (T — 1) (T — 23).

Le calcul des différences divisées se fait comme suit :

z; Flz) DD1 DD2 DD3

zog=0| f(zg) =1

T = 1 f(.Tl) =2 (5[1’0,%1] =1

To = 2 f(ZEQ) =9 5[1’1,1'2] =7 (52[1’0,1‘1,1’2] =3

T3 = 3 f(Ig,) = 28 (5[1’2,{133] =19 0 [l‘l,l'z,l’g] =6 (53[1'0,ZE1,I2,$3] =1
On obtient, Ps(x) =14+ x4+ 3z(z — 1) +a(x — 1)(z — 2).

et
Py(z) = Ps(x)+ 6 wo, 1, 22, 23, 4] (. — 70) (T — 21) (2 — 22) (7 — 73)

= Py(z) — 2x(z —1)(z — 2)(z — 3).

2.3.3 Cas particulier : points équidistants
On considére (n + 1) points d’interpolation (x;,;)i = 0,n ou les x; sont équidistants, soit h la

distance entre deux points consécutifs x;,, ;.11 (h est appelé pas d’interpolation).

Différences finies (non divisées) progressives
alordre 1: Af(z) = f(x+ h) — f(x), alors
Af(zi) = f(wi) = f(z3), i =0,n—T.
alordre k>1: AFf(z)=A(A*1f)(z), alors
A f(zi) = A f(win) = A f (), i = 0,0 — k.

Table des différences finies progressives

;Exz)) Af() A*f() A°f() A" f(.)
P | Af(ro)

fwa) | Af(a) A f (ao) ‘

f(xs) | Af(xz) A f(2:) A® f (o)

Fn) | Af ) Af(wns) A (@) o A"F(z)
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Proposition 2.3. Pour tout i = 0,...,n, les égalités suivantes sont valables :
1. Af(x;) = f(xigr) — f(z), i=0,...,n— 1.
2. N f(x;) = f(zige) — 2f (1) + f(z), i=0,...,n— 2,
3. N3 f(x;) = f(wins) — 3f(wia2) + 3f (wi1) — f(x3), i =0,...,n— 3.
4. En général, les différences finies progressives satisfont la relation

k

AFfa) = (=1 CLf(wieh—y), k=0,...,n, i=0,....n—k

=0

Démonstration. Exercice. O

Relation entre les différences finies progressives et les différences divisées

Lemme 2.1.

A f ()

1hi = 09[@i, i1, - Tiyg], j=1,m, i=0,n— 1.

Démonstration. On montre cette relation, pour ¢ = 0, par récurrence :
Pour j =1: {[xg, 1] = flay)=fwo) _ Af(wo),

T1—x0 h
j _ AJf(z0) i+1 _ AT f(zo)
Supposons que ¢ [zg, 1, ..., T, = =7 et montrons que I zo, ..., xj] = GIDiRT On a
G4+1 ' ¥V m,mo.,zii1] =0 [0,72,...,75]
1) [xo,x17$2,..-7$]+1] - Zj 110 .
_ 1 AJf(z1) A f(wo)
T (+hh j'hi ' hi
_ AVf(z1)=A f(xo)
o GHD)TRITT
_ AT (@) |
= Grniwt
O
Formule de Newton progressive
Prenons les points d’interpolation dans 'ordre xg, x4, ..., x,.

D’apreés la formule de Newton avec les différences divisées et le lemme 2.1, le polyndéme d’interpolation
de Newton progressif s’écrit :

X 2 I
Pu(z) = flzo) + 2 (g — o) + 200 (1 — ) (2 — 1)

+...—|—%(x—xo)(x—xl)...(x—xn_l),
ou encore sous la forme de récurrence
{ Po(x) = f(o),

Po(z) = Pp_1(z) + 2@ (p — )@ —21) ... (3 — 2p_1), n > 1.

nlh™

Exemple 2.4. Déterminer le polynéme d’interpolation de Newton progressif associé a la fonction f
passant par les points (0,1),(1,2),(2,9), (3,28).

Solution : Posons x; =1,1=0,1,2,3. Remarquons que les points donnés sont équidistants avec
le pas d’interpolation h = 1, alors sous la forme de Newton progressive, le polyndéme d’interpolation
de f est donné par :
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z 2f(x 3f(x
Py(z) = f(xg) + W(x —x9) + AQ{fEQO) (x — xo)(x — 1) + AS{}ESO) (x

Le calcul des différences finies progressives se fait comme suit :

—x0)(z — 1) (T — x2).

f(:) Af() A*f() A%f() A" f(.)
f(l‘o) =1

flza) =9 | Af(x1) =7 A?f(xz) = 6

Flos) =28 | Af(aa) =19 AM(m) =12 A%f(z) =6

Do, Py(x)=1+x+3z(x—1)+z(x—1)(z—2).

Proposition 2.4. Posons x = xq + th, le polynome de Newton progressif s’écrit :

. “tt—=1)... (t—k+1
Bt) = flan) + 3 W O Dy,
k=1 ’
Démonstration. Exercice. O

Différences finies (non divisées) régressives
Vf(zx) = f(z)— f(z — h), alors

Vf(z:i) = f(zi) = f(zi1), i =1,n.
VEf(z) = V(VF1f)(x), alors

a lordre 1 :

alordre k > 1 :

VEf(2) = VR () = VI f(22), @ = K, n.

Table des différences finies régressives

flxi) | V() V2I() Vef() Vi)

f (o)

f(x1) | Vf(z1)

f(za) | Vf(x2) sz(%)

f(xs) | Vf(xs) V2 f(x3) V2 f(x3)

Fa) | V@) V) V() e e V()
Proposition 2.5. Pour tout i = 0,...,n, les égalités suivantes sont valables :

2. V2 f(x;) = fwi) = 2f (wia) + f(wia), i =2,. ..
3. v3f(.73'2) = f(l’l) - 3f($l_1) + 3]6(371_2) - f(xi_g), 1= 3, c.

, 1.

4. En général, les différences finies progressives satisfont la relation

k

VEf() =) (=1 CLf (wickey), k=0,...n, i=k,... 0

J=0
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Démonstration. Exercice. O

Le lemme suivant donne la relation entre les différences finies (non divisées) régressives et les
différences divisées :

Lemme 2.2.

ij(ﬂﬂz‘ﬂ‘)

]'hj :5j[xi7xi+17”'axi+j]7 j:17n7 Z:07n_1
Formule de Newton régressive
Prenons les points d’interpolation dans 'ordre x,,,x,_1, ..., Zo.
D’apreés la formule de Newton et le lemme 2.2, en remplacant les différences divisées par les dif-
férences non divisées régressives et les points {xg,z1,...,2,} par {z,, T 1,...,20}, le polynéme

d’interpolation de Newton régressif s’écrit :

Tn 2 In
Po(x) = flan) + Y5 @ —a) + T (r — ) (@ — 201)
+...+ vn{}(ﬁ")(:ﬁ — ) (x — xpq) .. (T — 29).

ou encore sous la forme récurrente

(Ao -ta:
Pu(z) = Poy(z) + S0 (2 — ) (2 — 2y ppn), 1< k<.
Exemple 2.5. On considere la méme fonction donnée dans 'exemple 2./. Déterminer le polynome
d’interpolation de la fonction f en x3 = 3,20 = 2,21 = 1,29 = 0 sous la forme de Newton régressive.
Solution : Ce polynome s’écrit :

2 3
Py(e) = flan) + LD o)+ I 0o 0+ T o ) — ).
Le calcul des différences finies progressives se fait comme suit :
f(z:) Vi) Vaf() Vef() Vv f()
f(zo) =1
flz)=2 | Vf(z1) =1
f(x2) = 9 Vf(ze) =17 V2 f(x2) =6

Do, Pi(z)=28+19(z —3)+6(z—3)(x—2)+ (x —3)(z —2)(z — 1).

Proposition 2.6. Posons v = x, + th, le polynéme de Newton régressif s’écrit :

B :f(ﬁn)+zt(t+1)...lggt+k—1) —_—

k=1

Démonstration. Exercice. O
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2.4 Erreur d’interpolation

Dans la pratique, I'interpolation polynomiale sert a remplacer une fonction f qui est soit inconnue,
soit trop compliquée, par une fonction plus simple, en 'occurrence un polynéme. On dit que 'on
approxime f par le polynéme d’interpolation P,.

Comme c’est le cas dans de nombreuses méthodes d’analyse numérique, il est fondamental d’étu-
dier I'erreur d’approximation. Naturellement, sauf cas particulier, I’expression de 'erreur ne permet
pas son calcul exact ; elle peut cependant étre trés utile pour en calculer une majoration.

L’erreur d’interpolation E(x) = f(x) — P,(z), x € [a,b] (a <z < ... <z, <b), en utilisant les
différences divisées, quelle que soit la formule de P, puisqu’il est unique est donnée par :

E(z) = 0" ag, 21, ..., 2, ) (2 — 20) (2 — 1) ... (7 — 1,). (2.3)

Cette formule générale peut étre modifiée lorsque la fonction f est (n+ 1) fois continument dérivable
sur U'intervalle [a, b], qui est le plus petit intervalle contenant les z;, i = 0,n, f € C""([a, b]).

Théoréme 2.2. Si f € C™([a,b]), (n + 1) fois dérivables sur ]a,b]. Alors
n+1 n
Va € [a,0],3¢ =¢(2) € [a,b]/ E(x) n+1 TP 1_10 T — )

Démonstration. Soit x # x;, sinon E(x) = f(x) — P,(z) = 0.
D’apreés (2.3), il suffit de montrer que

Fo(e)
Vo €lob], 3¢ = () € [a,bl) 0 w0, m, o wn 2] = T
On considére sur [a, b] le fonction g définie par :
g(t) = f(t) 1_[15—56Z )0 wo, 21, . ., 2, ).
1=0
La fonction g s’annule pour ¢ € {zg, z1,...,z}, donc g € C""!([a,b]) et s’annule au moins en (n + 2)

a, b)) et s’annule au moins en (n+ 1)
a,b] avec 0 < k < n+1, et pour

points dans [a, b]. Alors, d’aprés le théoréme de Rolle?, ¢’ € C™(
points dans [a,b], ¢*) a au moins (n — k + 2) racines dans
kE=n+1, gV a au moins une racine dans [a, b].

Notons par £ cette racine de ¢+, on a

{ g€ =0,

——

g("“)(t) = f(”“)(t) —0—(n+ D!16" 1 zg, 1, ..., Tn, 7],

car

mn+1
Tt =0, (deg(P) < n),
n 1 a (] (=) a1 4Qu ()
.1:[0(13 —x;) ="+ Qu(t) = e = - = (n+ 1),
donc fV(E) — (n 4+ D)6 wg, 21, ..., 2,, 2] = 0, dou
(n+1)
n+1 o f (5) .
) [xo,xl,...,xn,x]——(n+1)!

3Michel Rolle, francais, 1652-1719
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Conséquences : Si f"*1) est continue sur [a, b], alors

(n+1) (¢ -
L |B@)] = S5 1w - )l < 2 T = ) o My = mase [£0(0).
En effet ; une fonctlon continue sur un Compact est bornée est atteint ses bornes.

2. Si f est un polynome de degré < n, alors f"*V(z) = 0 = E(z) = 0, V2 € [a,b] donc,
P,(z) = f(x), Vz € [a,b].

]

Remarque 2.6. (Remarques importantes)

| ()
1. L’erreur est composée de deux termes, le terme W qut dépend du choix des points x; et
le terme m[aob(] |fOHO(#)] lié a la régularité de f.
t€la,
2. Estimation grossiére : | f(z) — P, (z)] < 1= i £ 0,V € [a,b].

En conclusion, plus f est réquliére, moménl+ érreur est grande.

3. Dans la pratique, f est rarement connue, et quand elle ’est, son appartenance o C™"1([a,b])
n’est pas toujours réalisée, et a fortiori si le nombre (n + 1) de points (v;,y;);—g, est grand!.

4. Pour x donné, &, est souvent difficile a trouver.

5. Dans les conditions "idéales" (f € C™""'([a,b]) et & connu) minimiser |E(x)| revient a faire
de méme pour ﬁ(m — ;)
de x (donc r’épa;“?zpes -de préférence- de part et d’autre de x).

, alors on a intérét o considérer des abscisses x;, i = 0,n proches

6. Pratiquement, on peul montrer qu’il existe un choix optimal des points x; qui permel de mini-
miser Uerreur d’approximation. Ce choiz optimal est de prendre pour points d’interpolation les
zéros d’un certain polynome de Tchebychev (voir section 2.7).

2.5 Interpolation de Gauss
Soient (2n + 1) points équidistants
Tpy T (n=1)y -+, L1, L0, T1,...,Tp_1, Tp tels que h =z — x5, Vi

Différences finies (non divisées) centrales

On définit les différences finies centrales par :
alordre1: df(x)=f(z+5%)— flz—1), alors

5f(2ss) = fa2) = flx)). . =0.m.

alordre k> 1: &6 f(x) =6(6F1f)(x), alors

5 flaiss) = 8L fw) = 8 (wy), 40 = O
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Table des différences finies centrales

;Exi)) of() 0 f(.) °f() off() ... a*f()
P o) | 6 (@ 2g)

f(@_ny2) | 0f(z *2*;*3) 0 f (2 -nt1)

f(z=2)

flamy) | 0f(zs)

[ (o) 0f(x=1) 0 f(x_1)

fa1) 0f(xy1) 0% f (o) 0°f(x_1)

f(x2) 0f(xs3) 0% f (1) 0*f(xr) 0 f(wo)) ... ... 67" f(0))
f(.xan)

f(@n1) | 0f(x2ns) 0% f (2n-1)

Le lemme suivant donne la relation entre les trois différences finies (non divisées) :
Lemme 2.3. A/ f(z;) = V' f(2i4;) = f(x,.5), j=1n, i=—-nn—1
2

Démonstration. exercice.

Formule de Gauss progressive

Le 1¢" pas étant progressif. c’est a dire, en prenant les points d’interpolation dans 'ordre :
Lo, T1, T—1, L2, T-25---,Tpn; T—np-

Le polynoéme d’interpolation s’écrit :

df(xy) 2 f(n
Pu(z) = f(zo) + —=2(x — w) + TR (2 — o) (2 — 1)

53f(r%)
+ ng—xo)(a:—xl)(a:—x,l)
+ ot G (@ — @) (@ — a)(w — @) (@ — @),

Formule de Gauss régressive

Le 1¢" pas étant progressif. c’est a dire, en prenant les points d’interpolation dans 'ordre :
Lo, To1, L1, L—2, L25---,L—n; Tp.
Le polynoéme d’interpolation s’écrit :

df(z_1) 2 f(p
Pa) = f(wo) + —5(z — z0) + S (@ — 20) (@ — 2)
f(x_1)
Tf(x —xzo)(x —z_1)(x — x7)

2n T
+...+ <(52n)f!(h202 (x—zo)(x—z_1)(x—21) ... (T —T_p).
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Remarque 2.7. Soit une table des points (x;)ien+. Afin d’avoir une bonne approzimation de f en
T € [min z;, max x;],

1. la formule de Newton progressive est adaptée au début de la table,
2. la formule de Newton régressive est adaptée a la fin de la table,

3. les formules de Gauss sont adaptées au milieu de la table.

Exemple 2.6. Exercice 2.9

2.6 Evaluation des polyndémes

2.6.1 Cas d’un polyndéme quelconque

Il est important de pouvoir évaluer des polynémes rapidement et de la fagon la plus stable possible.
Pour évaluer un polynéme de la forme :

P(z) = ap2™ + ap12™ '+ ...+ a1x + ag,

n

5(n 4 1) multiplications et n

chaque terme a;z? nécessite j multiplications. Donc, en tout on a
additions.

On peut diminuer le nombre d’opérations en stockant le terme 27! de sorte que pour calculer
a;x?, il suffit de multiplier 27! par z puis par a;.

D’otu 2 multiplications pour chaque mondme & partir de asz?, on aura donc, 2n — 1 multiplications
et n additions.

On peut encore diminuer ce coiit, en utilisant le schéma d’Horner, qui regroupe les termes de P

de la facon suivante :
P('T) = (anmn_l + anflxn_2 + ...+ ax + al)x “+ ag

= (anz" 2+ ap_ 12" 3+ ...+ a3z + as)x + a1)x + ag
= (..((apx+ap1)x+apo)r+ ...+ a)x+ ap.

Ce qui donne I’algorithme de récurrence d’Horner :
To(z) = a,
Ti(x) = To(z)r+ an—
T(x) : Ti1(x)r 4+ a,_p pour k=1...n,

2.6.2 Cas d’un polyndéme d’interpolation de Newton

Soit P le polynome d’interpolation de Newton de f aux points z;, i = 0, n.

P(z) = f(zo)+ 0[zo, z1](z — xo) + 6*[wo, 21, Ta](x — 20)(x — 1)
+. .+ 0w, ) (r = x0) (2 —21) (2 — )
= (..(6"[xo, s xn)(® —xp1) + " Hao, . s Tna]) (0 — 259)

+ ...+ d[xo, 1)) (x — o) + f(20).
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Ce qui donne 'algorithme d’Horner :

To(z) = 0"[xzo,...,x,]

Ti(x) = (v — 2o 1)Ti(x)+ 6" ao, ..., Ty ]
To(@) = (2 — 20 ) Tor(®) + 6" o, 2ns] pour k=1,....n,
T.(z) = P(x).

2.6.3 Cas d’un polyndéme d’interpolation de Lagrange

Neville* et Aitken® ont proposé un algorithme récurrent de calcul du polynoéme d’interpolation
de Lagrange sur n points a partir d’une expression portant sur (n — 1) points.
Soit P le polyndéme d’interpolation de Lagrange de f aux points x;, i = 0, n.

- \ " (- ay)
P(z)=>_ f(z;) Li(x), ot Li(x)= [] Ay
- . C (Iz - J?j)
1=0 J=0,j7#i
Le calcul d’'un des polynomes élémentaires de Lagrange de degré n nécessite :
2(n — 1) multiplications, 2n additions et une division.

Donc pour évaluer le polyndéme P, les opérations nécessaires sont :
(n + 1) polynémes élémentaires de Lagrange, (n + 1) multiplications et n additions. D’ou,

Cott=(2n — 1)(n + 1) (mulitplications)+ (2n(n + 1) + n) (additions) +(n + 1)(divisions).

On peut diminuer de moitié ce coiit en utilisant I'algorithme de Neville-Aitken suivant :

P, = f(x;) pour j=0,...,n,

L _ (@i—o)P @) (z—2)Piji1(2) . . - s
Pij(z) = T pour i=0,....,n—1 et j7=0,...,n—i—1,
Pn,O(x) — P(ZL‘)

2.7 Complément du cours

2.7.1 Interpolation d’Hermite

Soient f : [a,b] — R une fonction dérivable sur [a, b] et xg, x1,...,z,, (n+ 1) points distincts de
[a,b]. On pose y; = f(z;), zi = f'(z;), i =0,1,...,n. Afin d’améliorer l'interpolation de Lagrange,
on propose de déterminer 'unique polynéme P, de degré inférieur ou égal & 2n + 1 qui vérifie

Ponii(z;) =y et Py, q(x;) =2, Vie{0,1,...,n}, (2.4)

il s’agit de l'interpolation dite de Hermite.

4Eric Harold Neville, 1989-1961
®Alexander Craig Aitken, 1895-1967
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1. On considére les polynomes H; et K;, i1 =0,1,...,n définis par :
Hi(x) = Li(2) [1 = 2Li(w) (z — z;)], Ki(x) = Li(2) (2 — @),

o Liw)= [I &=

p—
j=0,3i 5

a) Montrer que
i) deg(H;) = deg(K;) =2n+1, Vi€ {0,1,...,n}.

.. 1, si j=uq; o
11) Hz(l’3> = { 0 Sljj#l KZ<I']> :0, VZ,] € {0,1,...,71}.
.. 1, si j=u; o
ii)  K(z;) = { 0 Sij:]#i Hi(z;) =0, Vi,j€{0,1,...,n}.
b) En déduire que
Popia() =Y lyiHi(z) + 2 Ki(x)] (2.5)

=0

est un polynome de degré inférieur ou égal a 2n + 1 vérifiant (2.4).

c) Montrer que Py, 1 donné dans (2.5) est le seul polynoéme de Py, 1 qui satisfait (2.4).

2. On pose f € C*"*1([a,b]), dérivable (2n + 2) fois sur |a, b[. Montrer que Vx € [a,b], 3¢ €]a, b]

tel que
f(2n+2 n
E(x) = f(z) — Popsi(x) = sl g T —x;)
Indication : pour tout = € [a, b] avec © # x;, i = 0,...,n, on définit la fonction ¢ — 1(t) par

U(t) = f(t) = Ponsa(t) — % Ho(t — ;)%
=0 K3 1=

3. Application numérique : Soit f(z) = 7, = € [0,1].

i) Déterminer le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux points o = 0 et x; = 1.
ii) Déterminer le polynéme d’interpolation d’Hermite de f aux points xg = 0 et 27 = 1.

iii) En déduire deux valeurs approchées de f (%) Comparer les résultats obtenus et conclure.

1. On considére les polynoémes H; et K;, 1 =0,1,...,n définis par :

Hi(w) = [Li(2)]* [1 = 2Li(w) (@ — )], Ki(z) = [Li(@)]* (2 — 22),

ol

a) Pour tout i € {0,1,...,n}, on a deg(L;) =n et L;(z;) = { (1)’ : ].];Z.Z; Alors
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{ Hiw) = [La(w) 2 [1 — 2Ll (@) (o — )] = [La(ar)]2 = 1,
Hilay) = (L) [L = 2L1{:)(; — 21)] = 0, sij #i.

{ H(;) = 2L () Li(:) [1 = 2L5 (i) (w5 — )] — 2L () [Li(x)]* = 0,
i(x5) = Li(a;) Lia;) [L = 2L (w) (25 — @3)] — 2L (w) [La(;)]? = 0, sij #1i.

{ Ki(x;) = [Li(;)]* (2 — 2;) = 0,
(7;) = [Li(z))PP (v —2:) =0, sij#i.

~ —

{K;< 1) = 2L)(2;) L) (s — ) + [Lilw)]2 = [L()]? = 1,
K(a;) = 2L)(a;) Lilay) (@) — w2) + [Li(a)) 2 = 0, sij #1i.

b) Posons Pni1(x) = 3 [yiHi(z) + 2;K;(z)] . D’apres la question précédente, on aura
i) deg(Pani1) <
i) Popyi(z)) =

=0
+ 1, Cclest évident car (deg(H;) = deg(K;) = 2n + 1),
> Willi(ws) + ziKi(wy)] = y;Hj(25) = y;, V5 €{0,1,...,n},

3@M3M@

i) Py, (25) = 20 iHi(2;) + 2:0(x5)] = 2 Kj(x;) = 2, Vj € {0,1,...,n}.
i=0
c) On suppose qu’il existe un autre polynome de degré au plus 2n + 1, noté Qg,1, vérifiant
Qont1(zi) =yi et Qb q(xi) =2z, Vi€ {0,1,...,n}.
Posons Ry, 1 = Popy1 — Qoni1, On obtient

Roni1(25) = Popg1 () — Qansa(z;) =0, 1€ {0,1,...,n}
R/2n+1(xi) = P2In+1(xl) - Q/2n+1('rl) = 07 (NS {07 17 cee 7n}7
donc {zg, ..., x,} sont des racines doubles de Ry, 1. Dot Ry, est un polynome de degré

au plus 2n + 1 posséde au moins 2n + 2 racines , ce qui signifie que R est le polynéme nul.
ce qui implique que ()o,+1 coincide avec Py, 1.
2. On pose f € C*"*1([a,b]), dérivable (2n + 2) fois sur Ja, b[. Montrer que Vx € [a,b], 3¢ €]a, b]
tel que

(2n+2) n
B(w) = £(0) = Panss(o) = TS o = i

Remarquons que E(z;) =0, Vi € {0,1,...,n}.
On considére sur [a, b] avec x # z;, i = 0,...,n, la fonction 1) définie par :

f(z) = Ponya(2) Tt — w02
[[(x—=z)* =0

=0

w(t) = f(t) - P2n+1(t) -

La fonction 1 s’annule pour t € {xg, z1, ..., Ty, 2}, donc ¥ € C?""2([a,b]) et s’annule au moins
(n + 2) fois dans [a,b]. Alors, d’aprés le théoréme de Rolle a au moins (n + 1) racines dans
|a, b[ différentes de xq, 1, ..., x,. De plus on ¢'(x;) =0, Vi € {0,1,...,n}, donc ¢’ a au moins
(2n + 2) racines dans |a, b[. En appliquant le théoréme de Rolle (2n + 2) fois a la fonction 9
sur [a, b], on trouve 1®"*2) a au moins une racine ¢ = £(z) €la, b].
Par suite on aura

ver(e) =0

YR () = fm () — 0 — LO=Peena (9, 4 9)1,
[I (z—i)
i=0
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car
o L Penisl®) — (0 (deg(Pynyr) < 21+ 1),

dt2n+2
o][(t —z;)? =212 + Sy, 1(t), avec Sony1 € Popys.

D;)fl, V€ la,b], 3 €a,bl:

(2n+2) n
B(x) = f(2) — Ponya(z) = f—@,) [T~

(2n+2)! 24
3. Application numérique : Soit [a,b] = [0,1],20 = 0, 21 = 1(n = 1) et f(z) = 1, f'(2) =
2 alors yo = f(0) =1, s = f(1) = &, 20 = f(0) = 0 et z = f'(1) = —4. De plus
Lo(z )—1—x Li(z) =x et Ly(x) = —1, L’l(x)zl
i) Sous la forme de Lagrange P; s’écrit :
1 r—1 1 1
Pi(x) —Lo(x)+§L1(x) = +§$— —§x+1.

ii) Sous la forme de Hermite, Py s’écrit : Py(z) = Ho(z) + 3 Hi(z) — $K1(z), on
Ho(z) = [Lo(z)]*(1 — 2L (w0) (2 — x0)) = 22° — 32° + 1,

Hy(z) = [Li(2)*(1 — 2L (z1) (2 — 21)) = —22° + 322,
Ki(z) = [Li(2))]*(z — 1) = 2° — 22
D’o1, .

Py(z) = 5:173 — 22+ 1

iii) On a % € [0, 1], d’ou les deux approximations de f(%)

1 1 3 1 1 4 3
f(§) ~ P1(§) = avec |f(§) - P1(§)| = |g - Z' =0,05
« 1 1. 13 1., 4 13
—:P——— =) =|-——=|=0,0125 < 0.05.
F(5) = Paly) = 12 avee [£(3) = Pi(3)| = |5 — 1] = 0,0125 <
Donc, la approximation la plus précise de f(é) est celle obtenue par 'interpolation de
Hermite.

2.7.2 Meilleur choix de points d’interpolation et polynémes de Tcheby-
chev

Contrairement aux interpolations précédentes dans lesquelles I'utilisateur peut choisir sa subdi-
vision, 'interpolation de Tchebychev impose une subdivision {xg,z1,...,x,} de I'intervalle d’inter-
polation [a, b] en des points appelés points de Tchebychev .

Afin de déterminer, pour n donné, la subdivision {zg, z1, ..., x,} de [a, b] pour laquelle la quantité

L= m[a>l§] |(x — zo)(z — x1) ... (x — z,)| soit minimale,
re|a
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On propose d’étudier les polynémes de Tchebychev définis pour tout n € N par :

T,: [-1,1] — R
r —— T,(x) = cos(narccosx)

1. a) Montrer que pour tout x € [—1, 1], T,, satisfont la relation de récurrence :
Toi1(x) = 22T, (x) — Th—1(x), n > 1.
Indication : poser x = cosf et utiliser la relation

cos((n + 1)8) + cos((n — 1)0) = 2 cos 0 cos né.

b) Déterminer les trois premiers termes de la suite (7},)p.

¢) En déduire que T;, est un polynome de degré n dont le coefficient de z™ est 2771,
2. Montrer que :

i) |T,.(z)| <1 pour tout z € [—1,1].

ii) T,,(cos(2)) = (—1)* pour k=0,1,...,n.

iii) 7, (cos(ZET)) =0 pour k=1,...,n— 1.
3. Montrer que pour tout polynome Q de degré n dont le coefficient de 2™ est 2"~! on a

max |Q(x)| > max} T (x)| = 1.

z€[—1,1] ze[-1,1
4. a) Soit {Zo,...,Z,} une subdivision de l'intervalle [—1,1]. Montrer que n[lax] |(x — Zo)(x —
ze[—1,1
Z1)...(r — Z,)| est minimal si et seulement si
(x —Zo)(x —T1) ... (x —Zp) = 27" Ti1(2).
b) En déduire que, pour n donné, la subdivision {Zy,...,Z,} pour laquelle
n[lax] |(x — Zo)(x — Z1) ... (x — )| soit minimal est
ze[—1,1
_ (2k+ D)7
T = cos(———), k=0,...,n.
g ( 2(n + 1) )
5. Quels subdivision {x, ..., z,} faut-il choisir si 'intervalle d’interpolation est l'intervalle [a, b]?
Commenter 'erreur d’interpolation.
Indication : utiliser le changement de variable z; = “TH’ + “be T

Pour tout n € N, on définit les polynémes de Tchebychev par :

T,: [-1,1] — R
r +—— T,(x) = cos(narccos )
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1. a) Posons x = cos @, alors arccosz = 6 ce qui implique que T,,(z) = cos(nf), Yn € N. D’autre
part, les formules d’addition des fonctions trigonométriques donnent :

cos((n + 1)8) + cos((n — 1)) = 2 cos 6 cos(nh).
On en déduit que pour tout z € [—1,1] et n € N*

Thi1(x) = cos((n+1)0)
= 2cosfcos(nb) — cos((n — 1))
= 22T,(z) — Th-1(x).

b)
To(z) = cos(0) =1,
T (z) = cos(arccos x) = z,
To(z) = 22Ty (z) — To(z) = 22* — 1.

c) Le degré de T, et le coefficient de 2™ s’obtiennent par récurrence.
2. Montrer que :
i) |T,.(z)| = |cos(narccosz)| < 1 pour tout z € [—1,1].
ii) 7, (cos(®%)) = cos(narccos(cos(®2))) = cos(kr) = (—=1)*, k=0,1,...,

C’est a dire T, atteint son extremum sur Uintervalle [—1, 1] aux (n + 1) points

k
yk:COS<—Tr), k=0,1,...,n.
n

pour lesquels il prend alternativement les valeurs 1 et —1.

iii) T, (cos(ZET)) = cos(n arccos(cos(ZET))) = cos(BEEVT) =0, k=0,...,n — 1.
Constatons que pour k =0,...,n—1, (zk;;l)ﬂ € [0, 7]. C’est a dire T,, s’annule exactement

n fois sur U'intervalle [—1, 1] en les points

(2k+ 1)m

2, = cos( 5
n

), k=0,...,n—1.

3. Raisonnons par ’absurde, supposons qu’il existe un polynome () de degré n dont le coefficient
de 2" est 271 différent de T}, tel que

Jax Q)| < max | To(x)| = 1.

Considérons le polynome R = T,, — Q). C’est un polynome de degré (n-1). De plus
R(cos(®T)) = Q(cos(%r)) — Ty(cos(%F))

n n

Q(COS(%)) — 1, sik est pair; 0 .
Q(cos(E™)) + 1, si k est impair, =

Comme |Q(z)| < 1,Vz € [—1,1], alors R(cos(*X)) prend alternativement le signe (+)ou(-
). On en déduit que la fonction R s’annule au moins une fois dans chacun des intervalles
[cos(£2), cos((]€+1 ),k =0,...,n— 1. Ainsi R posséde n racines dans [—1,1]. Or R est un
polynome de degré (n — 1). Ceci n’est possible que si R = 0, donc () = T,,. Contradiction.
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4. a) Prenons Q(z) = 2"(x — Zo)(x — 1) ...(x — Tp), on a @ est un polynéme de degré n + 1
dont le coefficient de 2! est 27, ce qui entraine, d’aprés la question précédente, que

max |2"(z — Zo)(z — Z1) ... (T — x,)| > max |[T,41(x)]|.
we[-1,1] ze[-1,1]

Donc, pour que H[lalxl] |(z — Zo)(x — 1) ... (x — &y)| soit minimal if faut et il suffit de
xe|—1,
prendre 2"(z — Zo)(z — Z1) ... (x — Tp) = Ty1(z). Clest & dire

(x —To)(x—T1) ... (x —Zp) = 27" Tpi1(2). (2.6)

b) De (2.6) on en déduit que, pour n donné, Ty, ..., Z, sont les (n+1) racines de polynéme de
Tchebychev T,,,1 et d’aprés la question (2.d) ces racines sont données par :

_ 2k +1)m
= ———), k=0,...
5. Pour se ramener & un intervalle [a, b] quelconque, on utilise le changement de variable suivant

a+b+a—b_
Tr.
2 g Tk

T =

D’ou pour que la quantité L = m[a)g |(x —x0)(x —x1) ... (x — x,)| soit minimale, il faut et il
rE|a

suffit de prendre
a+b b—a (2k+1)m

SR R Ty

On obtient la majoration suivante le I'erreur d’interpolation de la fonction f € C"*V([a,b])
par le polynéme P,

Ty = ), k=0,...,n.

7(@) = Pu)] < L [F(0), € b
T (n 4 1)1220H1 telad) ’ T

C’est la meilleure majoration globale que I’on puisse obtenir. En effet ; soit M, ; = m[aif} | F D (1)),
t€la,

pour tout = € [a,b] on a

|f(x) = P(z)|

i=
Mi41 ( . + _b—ajo

fRascy H —2i), € €la, b
)

IN

(n+1)! T
],Vfﬁl( (2 (@ = ) = To) . (P (r — ) — T),
= Gy = T0) .- (y = Tl oty = F(r — %) € [-1,1]

Mn _ n n
e T )
n a\n+1 7’1
(n—i—Jlr)l( 2 ) +2

b—ayn
b

2
2

IN
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2.8 Conclusion

En fait, les méthodes d’interpolation polynomiale présentées dans ce cours (Lagrange, Newton,
Hermite®) sont assez peu utilisées dans la pratique. D’abord, il est difficile d’interpoler avec des poly-
nomes de degré trés élevé : on voit alors apparaitre un phénoméne d’effets de bord dit phénoméne de
Runge’. Runge a montré en 1901 que quand le nombre de points d’interpolation croit indéfiniment,
le polynome d’interpolation ne converge pas toujours vers la fonction interpolée en tous points. La
divergence s’observe aux bords de 'intervalle (la convergence n’est pas uniforme). On peut avoir une
convergence uniforme, en choisissant judicieusement les points d’interpolation (racines d’un certain
polynéome de Tchebychev®).

Néanmoins, ces méthodes d’interpolation ont un intérét pour construire des formules de quadra-
ture pour l'intégration numérique et des schémas pour résoudre des équations différentielles.

L’interpolation en utilisant des polynémes de degré élevé introduit aussi une grande sensibilité aux
erreurs. On préfére alors faire de I'interpolation par morceaux : c’est a dire découper I'intevalle
sur lequel on veut interpoler en petits intervalles et interpoler sur chacun des ces petits intervalles
avec des polynémes de degré moindre. c¢’est la méthode des splines, la méthode d’interpolation la
plus utilisée en pratique.

6Charles Hermite, francais, 1822-1901
"Carle David Tolmé Runge, allemand, 1856-1927
8Pafnuty Lvovich Chebyshev, russe, 1821-1894
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2.9 Exercices

Exercice 2.2. Soient xg,21,...,x, (n+1) points distincts.
1. Montrer que, si f € P, (P, est l’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n) alors
le polynome d’interpolation de f aux points x; (i = 0,1,...,n) est f lui méme.
2. En déduire que, pour tout x réel, on a :
a.> Li(x)=1 b. Y aFLi(z) =2* (0<k <n)
i=0 i=0
n 1, st i1=y;
. . k . — < < y J— ? )
c g;)(xZ x)*Li(x) =00 (0<k<mn) ot 0 { 0 siiti
Exercice 2.3.
1. Soient xg, x1,...,T, (n+1) points réels distincts et F,G deux fonctions définies en ces points.
On considére P et Q les polynomes d’interpolations de F et G ( respectivement ) auz points

LoyL1ye-wyp.
a. Montrer que P+ Q est le polynome d’interpolation de F' 4+ G aux points xg, 1, ..., T,.

b. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que PQ) soit le polynome d’interpolation
de FG aux points xg,x1,...,Ty.

2. Soit la fonction f donnée par la table suivante :

flz) | 1

a. Déterminer le polynome d’interpolation de Newton de f aux points x; (i = 0,1,2,3).

1
8|1

Lo NI
Sy I

b. En déduire le polynome d’interpolation de la fonction g définie par g(x) = xf(x) + 2% auz
points x; (i =0,1,2,3).

Exercice 2.4. 1. Soit la fonction réelle f définie par :
f(l‘) — (ZE3 _ 1:2 _ 2x)e—x4+6z3—1112+6z

a. Déterminer le polynome d’interpolation de Newton de f auz points 0,1,2,3 en utilisant la
formule de Newton progressive.

b. Pouvait-on prévoir ce résultat ?

X 0112 8
flz) | -110]1]-2
a. Déterminer le polynome d’interpolation de g aux points 0,1,2 :

1. sous la forme de Lagrange 1. sous la forme de Newton

2. Soit g la fonction réelle donnée par la table suivante :

b. En déduire le polynéme d’interpolation de g aux points 0,1,2 et 3.

3. a. Déduire des questions précédentes, le polynéme d’interpolation de la fonction
F = f+ g aux points 0,1,2 et 3.

b. En utilisant [’algorithme de Horner, calculer une valeur approchée de F(%)

c. Lstimer le résultat obtenu, sachant que max] |[F® ()] < 1.

)

Exercice 2.5. On considére une fonction impaire f connue auz points

To=—-2,21=—1, 29=1 et x3=2.
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1. Calculer les polynéomes de Lagrange L;(i = 0,1,2,3) en ces points.
2. Calculer Ls(x) — Lo(x) et Lao(x) — Li(x). En déduire une expression du polynome d’interpolation
P de la fonction f aux points xq, x1,x9, 3 Sous la forme :
P(z) = R(z)f(1) + S() f(2)
ot R et S sont deux polynémes a déterminer.

3. Montrer que P est également le polynome d’interpolation de f auz points —2, —1, 0, 1, 2.

4. Pour f(x) = sin Jx, en déduire une approzimation de f(%) ainsi que l'erreur absolue commise.

Exercice 2.6.

1. Soient f : [—a,a] — R une fonction, a € R et xg,x1,...,2, des points de [—a,a] tels que :
O<zpg<a1<... <2, <.
Montrer que le polyndome d’interpolation de f aux points —x,,...,—x1, —Tg, Lo, L1,..., T, €St

pair si [ est paire.

2. Soit  f(x) = ==, x € [—4,4]. Déterminer le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux

o \w|+11’ .
points =3, —1, —5, 5, 1, 3.

Exercice 2.7. On considére la fonction [ définie par f(x) = sin(nzx), z € [—1,1].
1. Détermaner le polynome d’interpolation de f, noté Py, aux points —1, —%
2. Déterminer le polyndome d’interpolation de f, noté QQ9, aux points —%, %, )
3. Soit le polynéme P(x) = 3[(z + 1)Q2(x) — (z — 1) Pa(x)].
a) Montrer que P est le polynome d’interpolation de f auz points —1, —%, %7 1.
b) Peut-on affirmer que P est le polynome d’interpolation de f aux points —1, —%, 0,s,17

4. Calculer Py(3),Q2(3) et P(3) puis comparer les résultats obtenus.

Exercice 2.8. On considére la fonction f(z) = % et on se donne les points
1 3
ro=0,11==, 2=1, v3=—.
0 1= 50 22 375

Les valeurs de f en x; sont résumées dans le tableau suivant :

z | 0 [1/2]1]3/2
Fa) |12 2 [8] 32

1. Déterminer le polynome d’interpolation de f sous forme de Newton aux points x;, 1 = 0,1,2, 3,
en utilisant les différences finies.

1
2. En déduire une valeur approchée de 2. (Indication : V2 = 1673

Exercice 2.9. On donne la table des valeurs de la fonction f définie par f(x) = cos(mx) :

T, | 4| —L]-3[-2[-2]=2[-1]-
Fay 110 [-1]0 |10 |-

0
1

o [~
o |y
Do el
[\

3
13
101

S ooy

S NI

S NI

En interpolant par un polynéme de degré inférieur ou égal a 4 et en utilisant les formules appropriées,
calculer des valeurs approchées de :
. T . 97 127 _ 197
i) cos—, i) cos—, iii) cos—, vi) cos——-
10 10 5 5
Estimer Uerreur absolue commise dans chacun des cas.
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Exercice 2.10. Soit la fonction [ donnée par :

|8 -2[-1]0[1] 2]3
Fa) 1 [0 [-1]2]1]-2]0

1. a) Déterminer le polynoéme d’interpolation de Lagrange P de f aux points —1,0, 1.

V3T
b) Montrer que Vaz € [-1,1] |E(x)| < M;

ot, E(x) est Uerreur d’interpolation et M = sup |f®(z)].
z€[—1,1]

c) Calculer f(%) en arrondissant au dernier c.s.e, sachant que M < 1071
2. a) Déterminer le polynome d’interpolation @) de degré 4, qui permet de calculer une bonne

valeur approchée de f(%)

b) Calculer cette valeur approchée par 'algorithme d’ Horner.

Exercice 2.11. On considére la fonction f définie par : f(x) = cos(mx?), x € [-1,1].
Dans toute la suite, les expressions seront calculées en fonction de /2.
1. Soit P le polynome d’interpolation de f auz points —1, —%, %, 1.
a) Donner le degré exact de P.
b) Faire la table des différences divisées en ces points.

c) Magjorer dans [—1,1] Uerreur d’interpolation E(zx) = f(x) — P(x) en fonction de

M= sup |f®(z)], k a préciser (on ne calculera pas M ).
ze[—1,1]

2. Soit Q) le polynome d’interpolation de f aux points —1, —%, 0, %, 1.
Montrer que () s’écrit sous la forme

Q(z) = P(x) + H(x)
ou H est un polynome a calculer.

Exercice 2.12. Soit la fonction définie par f(x) =+x +1, v € [0,1].

1. Déterminer le polynome d’interpolation de Newton P vérifiant :

Calculer P(0.1) et P(0.9). Comparer aux valeurs ezactes.

2. Déterminer le polynome d’interpolation d’Hermaite Q) vérifiant :

Q) = £(0), Q(3) = (). Q1) = F(1)
Q) = 0, Q(5) = F'(3), Q) = f(1).

Calculer P(0.1) et P(0.9). Comparer auzx valeurs ezactes.



Chapitre 3

Approximation au sens des moindres carrés

3.1 Définitions

Définition 3.1. Soit E un espace vectoriel réel.
1. L’application
<.,.>> ExFE — R
(r,y) — <uz,y>
est appelée produit scalaire sur E si elle vérifie :
i) <z,2>>0,VzekE,
ii) <z,2>=0<= 2 =0p,
iii) < z,y >=<y,z >, Vo,y € E,
vi) <z,ay+pBz>=a<y,x>+f<xz,z> Vr,yz€FE, a R

2. L’application
I:-E — Ry

ro— |zl =v<zr>
est appelée norme sur E associée au produit scalaire < .,. > .
3. Un espace vectoriel réel muni par un produit scalaire est dit préhilbertien sur R.

4. Un espace préhilbertien complet pour la norme associée a ce produit scalaire est dit espace de
Hzlbert.

5. Soit {@o, 1, .., ¢n} une base de E.
a) La famille {po, ¢1,...,on} est appelée base orthogonale de E si

< i >=0VYi j=0,n eti].
b) La famille {¢o, p1,...,9n} est appelée base orthonormée de E si

_ 0, sii#g;
< i, ;j >_{1’ Sii:j.

Exemple 3.1. 1. Soit E=R", x = (z1,...,2,), ¥y = (y1,-..,yn) € E.
L’application
<., ,.>R"XR*" — R

(z,y) +— <z,y>= Zl%yz

35
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définit un produit scalaire sur R™ et la norme associée a ce produit scalaire est définie par :
1
n 2
r=+<z,r>= (fo) .
i=1
2. Soit E = C([a,b]), f, g€ E.

L’application

<. .> O(a,b]) x C(ja,b) — R
(2,y) — < f,g>= [ f(z)g(x)dz

définit un produit scalaire sur C(la,b]) et la norme associée & ce produit scalaire est définie
par :

[N

v = VEETS = (/abf@c)?dx)

8. La famille {1,z,1(32® — 1)} est une base orthonormée de Py pour le produit scalaire défini par

< fig>= / fa)gla) de

3.2 Position du probléme

Soit E un espace vectoriel réel tel que P, C E, f € E, ou P, est 'espace des polyndémes de degré
inférieur ou égal a n. L’approximation polynomiale au sens des moindres carrés consiste a déterminer
le polynéme P* € P,, qui vérifie

If = Pl = min [|f = PJ.

P* est appelé meilleur approximant au sens des moindres carrés de f dans P,.

3.2.1 Existence et unicité de la meilleure approximation au s.m.c.

Théoréme 3.1. (Théoréme de la projection) Soient E un espace de Hilbert et F' C E un conveze
fermé non vide. Alors,

VfEE 3y eF: ||f— v =minllf — v,
De plus, ¥* est caractérisé par :
<f—vY*"p>=0 V¢ e F.
Dans notre cas : F = P, et dim(P,) = n+ 1 < oo, alors d’'une part, F' est convexe, et d’autre

part, F' est complet et donc il est fermé. Donc, le meilleur approximant au sens des moindres carrés
de f dans PP, existe et il est unique.
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3.2.2 Détermination de la meilleure approximation au s.m.c.

Soit {¢o, ¥1,- .., s} une base de P,,, f € E.

PGPan:Zajgpj, (ZjG]R.

J=0

n
P eP, = P = ZQZS%, a;, € R.
k=0
D’aprés le théoréme de la projection P* vérifiant

<f-P,P>=0 VPeP,

= < f—-P > ajp;>=0Va eR,j=0,...,n
=0
= Y a; <f—PlLp;>=0Va;€R,j=0,...,n
7=0
— <f—-PLp;>=0Vj=0,...,n
= <P Lpi>=<f,p;> Vji=0,...,n
= <Y apr e >=<f,p;> Vj=0,...,n
7=0
a; < pp,p; >=< f,p; >
20 < PP fr e

7=0,...,n.

C’est un systéme linéaire de (n+ 1) équations a (n+ 1) inconnues. On développe ce systéme, on aura
le systéme matriciel :

<9007900> <9017900> <§0n7300> azk) <f7900>
<o, 01> < QrLpr > e s < Pp, o1 > aj < f,p1>
<PoyPn > < PLER > i e < Pp,pp > ay < f,on >

Remarquons que ce systéme admet une et une seule solution car P* existe et il est unique.

Remarque 3.1. 1. Si la famille {pg, ¢1,...,¢n} forme une base orthogonale de P,, on obtient
le systeme diagonal

< o, Po > 0 0 ag < [0 >
0 <@QLer> o e 0 ay < f,1>
0 0 e e < O, P > ay < f,on >
D’o,
* < f7 P > < fu Pr >
a/k: — 2 kZO,,n
< @k, Pk > ook
2. Sila famille {o, ¢1,...,¢n} forme une base orthonormale de P,, on trouve immédiatement

ap, =< f,or > k=0,...,n.
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3.2.3 Erreur d’approximation

N
If =Pl =\ [IIF12 =D ai < foon >
1=0

En effef;
If =P = <f-Pf-P>
= <f-Pf>—-<f—-P P>
= < f,f>—-<f, P>
N
= ||f||2—20a2<f,s0k > -
Cas particulier : si la base {¢g, @1, ..., ¢} est orthonormale, on obtient

N
1f =Pl = | I =D a2
=0

3.2.4 Algorithme de Gram-Schmidt

Soit F' un espace de dimension finie. En partant d’une base quelconque de F', notée {¢o, ©1, - .-, ¥n},
on peut déterminer a la fois une base orthonormée de F', notée {ug,uy,...,u,}, et une autre base
orthonormée, notée {hg, hy,...,h,}, a'aide de l'algorithme de Gram-Schmidt suivant :

( U N .
ho = fuepy O U0 = o;

o

hy = o o0 ur = @1— < @1, ho > ho;

hy = szll’ ol Uy = pa— < g, ho > ho— < p2,h1 > hy;
k—1

he = T, o0 g =9p — >0 < @y hun > i, 1< k<
m=0

n—1
hy = T2 OU Un = P — > < Ony b > by
\ ) m=0

3.3 Application au cas discret

Soient E = C([a,b]), x¢,x1,...,2x (N + 1) points distincts de Uintervalle [a,b]. Soit f € E
connue seulement aux points x;, ¢ = 0,..., N. On définit sur E le produit scalaire

N
<g,h>= Zwig(x,-)h(xi), Vg,h e C([a,b])) ol w; sont des poids.

1=0

w; sont des nombres positifs non nuls a la fois. En pratique, on prend des poids égaux.
La norme associée a ce produit scalaire est définie par :

2

lgll = (Zw (g(xi))2> , Vg € C([a,b])).
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Posons oi(r) = 2%, k=0,...,n. Dans la base canonique de P, la meilleure approximation au sens

des moindres carrés P* de f s’écrit

P*(z)=aj+ajz+...+a,z",

ou (aj,af,...,a’) est 'unique solution du systéme matriciel :
N N N o N
dowi Wi e Y winy 0 > wif(w:)
i=0 i=0 i=0 i=0
N N N a N
Wi T Y W w; T3t ! ST wixg f(xy)
i=0 i=0 i=0 i=0
N N N N
> Wiy Z%’CB?H e Y wadt * dowixy f(x)
i=0 i=0 i=0 ap i=0

3.4 Application au cas continu

Soient F = C([a,b]) muni du produit scalaire

b
< g,h>= / w(x)g(x)h(z)dr Yg,h € E  ou w est une fonction poids.

w: [a,b] — R, s’annule un nombre fini de fois sur [a, b]. En pratique, on prend w = 1.
La norme associée a ce produit scalaire est définie par :

2

lgll = (Zw(ﬁ) (g(x))2> , Vg € C([a, 0])).

Posons pi(r) = 2, k=0,...,n. Dans la base canonique de P, la meilleure approximation au sens

des moindres carrés P*, d’'une fonction f € F, s’écrit

P*(z)=aj+ajz+...+a,z",

ou (ag,ai,...,a’) est 'unique solution du systéme matriciel :
b b b
d d ce e nd
[, w(z)dx [ w(z)zde [, w(z) 2™ dx . f;w(x) f(x) da
fabw(x)xdx fabw(x) r?de oo - fabw(x) 2" dx .

& [P w(@)x f(z)de

a a

fbw(:c.) " dx f;w(x) %”“a:dx fbw(a:). 2" dx . I
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3.5 Exercices

Exercice 3.1.

1. Sotent les points xo = —1, 21 = _%,IQ =0,23 = %,m =1.
Trouver le polynome P* € Py qui réalise le minimum suivant :
4

. 1
min )
PelPy 4 1+ z

=0 ¢

(Jzi] = P(x))’

ot Py est 'ensemble des polyndémes de degé< 2.

Exercice 3.2. A
Soient f(x) =|z| et <g,h>=)> g(x;)h(x;), Vg, h € C(]-1,1,R) ou
i=0
— 1, 3 = 0, 2=t eta =1
Lo = y L1 = 2,5E2—,$3—2€9€4—-

1. Déterminer le polynome P de Py qui réalise la meilleure approximation de f au sens des moindres

Carrés.
2. Vérifier que Q(x) = gxz — §x4 est le polynome d’interpolation de f auz points z;, i = 0, 4.
3. Dans un méme repére, tracer les graphes de f, P et Q sur [—1,1]. Commenter.

Exercice 3.3. On considére l'ensemble E = C(|—1,1]) muni du produit scalaire

1
< f,g>= 3 f(z)g(z) dz.

Soit Py l’ensemble des polynomes de degré <1 et f € F.

1. Trouver en fonction de f, le polynome Pi(x) = a+ bz qui réalise la meilleure approrimation au
sens des moindres carrés de f dans IPy.

2. Montrer que Py peut se mettre sous la forme :

Pi(z) = %/_1(1 T 320) £(£) dt.

3. Trouver Py pour f(z) = —x3 — 2x. Tracer les graphes de f et P;.

4. Fvaluer Uerreur et faire sa représentation graphique.

Exercice 3.4. On cherche le polynéme Py(x) = ag + a1x + asx? qui minimise ’expression
1
dx
z) — Py(2))? ———
1. On considere les polynémes orthogonauz, donnés par la relation
To(x) =1, Ti(z) =z, The1 = 22T, (x) — Tho1, n > 1;

Calculer T5, T3, Ty.

2. On prend f(z) = 22° + 2.
Déterminer Py dans la base {11, T3, T3} et déduire les valeurs de ag,a; et as.

3. Fuvaluer Uerreur commase.



Chapitre 4

Intégration numérique

4.1 Position du probléme

On veut évaluer l'intégrale d’une fonction f sur un intervalle [a,b]. Si l'on connait sa primitive
F, alors

b
/ f@)dz = F(b) — F(a) oi F' = f.
Mais dans de nombreux cas, F ne peut pas étre connue.

Exemple 4.1. fbsmxd f e dx f V1 —ksinzdx, f ﬁ

La plupart des fonctions qui interviennent dans les problémes physiques sont des fonctions soit
trop compliquées pour étre intégrées, soit seulement données par une table de valeurs. Nous cherchons
donc une valeur approchée a laide de sommes finies, qu’on appellera une formule de quadrature :

:/ f(x)dx:[n(f)zzoéif(ﬂfi);

ot les x;, 1 =0,...,n sont appelés points d’intégration et les o;, i = 0,...,n potds de la formule
de quadrature.

Définition 4.1. Une formule de quadrature est dite exacte sur un ensemble V si

VeV, R(f)=1(f) = I.(f) = 0.

Définition 4.2. Une formule de quadrature est dite de degré de précision n si elle est exacte pour
zF k=0,...,n et non exacte pour "

41
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4.2 Formules de Newton-Cotes

4.2.1 Meéthode des trapézes

Pour évaluer numériquement I(f) = fabf(x)dx, on divise lintervalle borné [a,b] en n parties

[0, 1], [x1, 22|, .., [Xn_1, x| de méme longueur h = b_T“ et on considere les points d’intégration

rg=a,xr1 =29+ h,...,x; =x0+ih (1 =0,n),z, =0.

Sin=1, xg =a,r; = b, on obtient

[ 1o = ES @ + )

C’est la formule simple des trapézes sur Uintervalle [a, b].
L’aire I(f) comprise entre [a,b] et le graphe de f peut étre approchée par la somme des aires des n
trapezes induits par les points xg, T, ..., Tp.

Sur chaque intervalle [x;,x;1], 0<i<n-—1:

/Ii+1 f(z)dzx ~ M(f(l}) + f(7i41)).

. 2
Donc
1) = J! fyde = [7 f@)de+ [ f@)de+ .+ [ ()
= z;) f;“ f(z)dx
~ ’—;g(f(:rz) + f(zis1))
= B(f(wo) + 2f (1) + 2f (x) + oo + 2 (2n1) + f(22)).
D’ou

L) = [ s =3

fla) + 23w+ 1))

C’est la formule des trapéze composite sur l'intervalle |a, b].
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Exemple 4.2. Soit f(z) = 2% a=0,b=1, on prend n = 3 subdivisions.
Donch=%2 =1 xO:a:O,xlzé,xQ:%x;},:b:l avec

n 3
yozf(%):07y1=f(5€1):%>y2:f(x2):§etyszf(ﬂﬁ?»):l-
v, h 19
I(f)=|[ = dil?ﬁf:%(f):E(yo+291+292+y3)25—4207351
0

Erreur d’approximation : I(f) = fl 2?dr = ~ 0,333, dou,

1
0 3
, 0,351-0,333
Uerreur relative ~ % = 5,4%.

Par contre, sin = 6, l'erreur relative ~ 1,5%.
On remarque numériquement que l’erreur a été divisée-approximativement-par 4 lorsque n a dou-
blé (den =3 an=6), Uerreur dépend donc de h.

Recherche de erreur d’approzimation si f € C?([a,b])

Rappel 1 : Sig:[0,a] — R dérivable sur |0, a[, alors on peut écrire :

Rappel 2 : (le théoréeme de la moyenne) Soit f, g : [a,b] — R continues, si g a un signe constant
sur [a,b], alors 3 € |a, b] tel que :

/f@WMh#®/g®w

Rappel 3 : (théoréeme des valeurs intermédiaires) Soit f : [a,b] — R continue de max M et
minm. Alors, Vy € [m, M|, 3z € [a,b]/f(x) = y.
Posons

Rzuﬂ—huwa/f@Mw—%Puw+2§yw»+ﬂ%>

avec x; = xo +ih (h = b_T“) i=0,1,...,n.
Considérons d’abord Ry erreur commise sur le 1°" Uintervalle [z, z1]

Ro= [ f@)de = S + f@)) = [ S de = S(F )+ S+ 1),

[ étant donnée, on remarque que Ry dépend seulement de h, donc Ry = Ry(h).
Dérivons Ry une fois on obtient

RA(R) = (a0 + )  f(w0)) — 5 f'(ao + ).

DN | —

Notons, en passant, que R1(0) = R}(0) = 0.
Dérivons R}, ceci est permis car f € C*([a,b]), on aura

RY(R) = —5 f"(xo + ).
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Du rappel 1, on a
R;<h):Rg(o>+/ Rt / Ly +1)d
0

et du rappel 2, pour g(t) =t >0Vt € [0,h],3E* € [0,h] et donc 3& € [xg, 20+ h] :

" h
R;(h):——f (261)/0 tdt,

alors Ry (h) = —h;f”(fl) avec & € [xo, x1], mais (du rappel 1) :

h " 1 h ) h3 .
Rl(h):Rl(O)—l—/O R’l(t)dt:—¥/o t dt:—1—2f (&),

Ry(h) est Uerreur d’approximation sur lintervalle [xo, x1], auquel appartient ;.
D’ou lerreur totale :

ZR = f”(&) + (&) + o+ [1(6)) 0i & € [r i) i=0n 1.
Réécrivons R(h), en mulipliant et divisant par n :

n h3 Z f//(gl) nh3

Z_ TR

ot m est la moyenne arithmétique des f"(&)i=1,...n. Comme & € [a,b] Vi=0,n—1 et f" est
continue sur [a,b]; alors d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, 3€ € [a,b] :

m= f"(&); dou :

nh? nh?

R(b) = " () = ()| < ",
ot My = Hl[a}b(] |f"(€)]. Comme h = @, on obtient finalement
t€la
(b—a)’
< .
) < 2,

Ceci implique que la formule des trapézes est exacte si f est un polynome de degré inférieur ou égal
a 1. De plus, cette formule est de degré de précision égal a 1. En effet;
pour f(z)=2* n=1,290=a, 11 =0, on a

—a
2

b $3 b —a
I(f)—/ 2’ dr = [ﬂ —bT (a® + b+ ab) # L(f) =

a

(a2 + b2) .

Remarque 4.1. Cette borne d’erreur confirme notre observation sur l’ezemple donné précédemment ;
en effet sin est doublé, Uerreur est alors divisée par 4 (approzimativement!!). Mais le cumul d’erreurs
d’arrondi (dies au calcul numérique) fait que I'on n’atteint pas la valeur exacte de I(f) lorsque n est
de plus en plus grand.

Exercice 4.1. (exercice d’illustration) Reprendre 'exercice précédent avec un nombre des points
(i, y;) i =0,...,n, de plus en plus grand et observer la convergence de IL,(f) vers I(f).
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4.2.2 Méthode de Simpson

Dans le cadre de celte méthode, on interpole chaque trois points (x;,y;), (Tiv1, Yis1), (Tive, Yis2)
par un polynéme de degré inférieur ou égal a 2. Comme trois points induisent deuzr subdivisions, le
nombre n de subdivisions doit étre pris pair (n = 2m).

On peut prendre le polynome d’interpolation de Lagrange ou celui de Newton. Considérons le polynome
d’interpolation de Newton qui passe par les points (xo,yo), (x1,21) et (T2,y2), notons le Py(x). Il
s’écrit sous la forme :

Y1 — Yo
h

Y2 — 21 + Yo
2h2

Py(z) = yo + (@ — o) + (x — 20)(x — x1).

Donc comme f(x) ~ Py(x) Va € [xg, 23], on a

9 p) h
[ t@de= [P de = S+ an + ).
xo xo
C’est la premiére formule de Simpson' simple sur lintervalle [xg, 3]. D’ ot

D f@yde = [2 f@)de+ [2 f(x)de+ .+ [0 f(z)de

12

%(yo + 4y + o) + %(?/2 +4ys +ya) + ..+ %(me—2 + 4yom—1 + Yom)

|
Wl

Yo + Yomen + 2(Y2 + ya + ... + Y2m—2) + 4(v1 + Y3 + Y2m—-1)]

= Moty +2 > vui+d > wil

i pair i impair

Donc,

b h h—
:/a f(x)dxﬁfn(f)Zg(yo+yn:2m+22yi+4 > yi> ot h = na-

i pair i impair

C’est la premiére de Simpson composite sur l'intervalle [a, b].
Application a U'exemple précédent, avec n = 4 :
f(z) =22 a=0,b=1h=1/4, d’apres la formule de Simpson

! h 1 5 1 1
[ Frde = 1) = St vt 2t ) = 5 (051434 3) =2 =100
0

Recherche de Uerreur d’approxzimation si f € C*(|a,b])

En sutvant une démarche quasi-analogue au cas de la méthode des trapézes, on tire que :

n h°

A& efa,bl, R(h)=I(f) - 1I.(f) = —ﬁf '(©). (4.1)

Par consequent,

(b—a) My, ou My = maX|f(4)( t)].

|R(h>| = |I(f> - In(f)| < 180n4 t€(a,b]

!Thomas Simpson, anglais, 1710-1761
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Ceci implique que la formule de Stmpson est exacte si f est un polynome de degré inférieur ou égal

a 8. De plus, cette formule est de degré de précision égal a 3. En effet;
4 __ atb

pour f(z) =2, n=2, xo=a, x, =4 et 1 =">:

b 1" b—a
](f):/x“dx:[g] == (b* + ab® + a®b® + a’b 4 a*)

a

alors que

b— b\* b—
L(f) = a <a4+4 <%) +b4> — Ta (56" + 4ab® + 6a*b* + 4a®b + 5a”) .

On voit clairement que I(f) # L(f).

Remarque 4.2. Sin a doublé, Uerreur est divisée par 16 (approzimativement), donc la présente
méthode est plus performante que celle des trapeézes.

Exercice 4.2. Notons par Ry = Ry(h) Uerreur commise sur la subdivision [xg,xs] ou encore sur
[$1 —h,l‘1+h] .

Ry(h) = /xih f(z)de — g (f(xy —h)+4f(x1) ++f(z1+h)).

En utilisant, les rappels 1, 2 et 3, démontrer 'inégalité (4.1).
Proposition 4.1. Le degré de précision des formules de Newton-Cétes* a (n+1) points est
{ n, st n est impair;
n+1, sin est pair.
L’erreur dans les formules de Newton-Cotes & (n+ 1) points est en

hnt2 sin est impair; b—a
{ : pair; o ,

h"t3,  sin est pair, n

Remarque 4.3. 1. On peut démonter que si le degré de précision est p alors lerreur est en hP™2
et réciproquement. Comme le deqré de précision est facile a évaluer, il est possible d’avoir une
1dée de erreur.

2. On peut construire des formules de Newton-Cétes qui ne comportent pas les bornes d’intégration
comme points de la formule de quadrature.
Par exemple, pour intégrer la fonction 3£

=L entre 0 et 1 on peut utiliser :
La formule du point milieu : fabf(:c) dz ~ (b—a)f ().

La formule variante des trapézes : f;f(m) dx ~ @ [fa+5%) +f(b—5%)].

3
La formule variante de Simpson : fabf(x) dr ~ (b;a) [3f (“251’) +2f (b_T“) +3f (5“T+b)] .

2Roger Cotes, anglais, 1682-1716
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4.3 Formules de Gauss

On se pose la question suivante : comment choisir au mieux les points d’intégration x; pour que
la formule de quadrature soit de degré de précision le plus élevé possible ¢ Le probléme revient donc a
trouver a la fois les poids ozgn),z' =0,...,n et les points x;,1 = 0,...,n de la formule de quadrature :

b n
/ f@)dr~ S ol ()
a 1=0

On a donc 2n + 2 inconnues a déterminer!
On cherche alors une formule de quadrature exacte sur Po,iq, ce qui donne les 2n + 2 équations :

b n
/xkd:n:Zagn)xf, k=0,...,2n+ 1.
@ i=0

Remarque 4.4. Le degré de précision de la formule proposée peut-il étre 2n + 27
La réponse est non. En effet; soit le polynome de degré 2n + 2,

Q(z) = (x —x0)*(x —21)%. .. (. — 2)*.

Ce polynome est strictement positif (si x # x;,1=0,...,n) donc f: Q(zx)dx > 0,
alors que agn)Q(xi) = 0.

=0

Théoréme 4.1. Les formules de type Gauss® sont stables et convergentes pour toute fonction conti-
nue.

Remarque 4.5. 1. Stable signifie les poids intervenant dans la formule de quadrature sont stric-
tement positifs.

2. Convergente signifie liril > agn)f(xi) = fab f(z)dx.
T =0
3. Les formules de type Gauss sont souvent utiles pour les intégrales impropres convergentes.

Exemple 4.3. Soit la formule de quadrature a 2 points :

/_1f(x) dr = agf(zo) + oy f(x1) + R(f).

Détermanons les poids g, aq et les points dintégration xo et x1 pour que la formule proposée soit
exacte sur P3. Les quatre équations sont les sutvantes :

f=1, R(f)=0 < [ 1de=2=ay+a,
flx) =z, R(f)=0 <:>f_11xdx:O:a0xo+a1xl,
flw)=2 R(f)=0 <= [ wd12=2= 0z} + a3,
fx)=2% R(f) =0 <= [' xdr=0= o} +az.

D’ou,
Qoo = — 1Ty,
2 _ 2y
apry(xy —xg) = 0.

De la derniere équation on tire :

3Carl Friedrich Gauss, allemand, 1777-1855
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~ soit oy =0, ap =2 et 7o = 0 ce qui est impossible puisque aprd + aa? = %,

- soit x1 =0, ag =0 ou xg = 0 ce qui est impossible,

— so0it x1 = —xq et dans ce cas, on obtient ag = a1 =1 et x% =
D’ou la formule de quadrature :

1
3

1 1

71f(l")df€=f(——) f(\/§)+R(f)-

V3

Remarque 4.6. Il existe des formules de type Gauss ou les extrémités de l'intervalle sont des points
d’intégration :

Formule de Gauss-Radau de degré de précision 2 :

[ #@de =510+ 31G)+ RU).

Formule de Gauss-Labatto de degré de précision 3 :

4

fa)dz = 31(=1)+ 30)+ 3/ + AU

Formule de Gauss-Labatto de degré de précision 5 :

5 1 D 1

[ #@yde = =D+ 22+ 51 —2) + 50 + R

4.4 Complément du cours

Ezxercice :

On se donne une fonction continue f : [a,b] X [¢,d] — R. Approcher par la méthode des trapézes

I(f) :/ab/cdf(x,y)dydx.

Supposons que I(f) peut étre écrit sous la forme

f(f)z/ab (/jf(a:,;;)@) dr.

Posons g(x) = fcdf(x,y) dy et divisons, par analogie au cas d’une seule variable, l'intervalle [a, b]

en n parties égales et Uintervalle [c,d] en m parties égales. Ceci induit deuzx pas de discrétisation

h:b_T“etk:%, alors

b h n—1
I(f) =/ glz)dr =~ 3 (g(a) +2) g(x) +g(b)> : (4.2)

i=1
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D’autre part, on applique la formule des trapézes pour approcher g(x) = fcd f(z,y) dy avec x constante
et y variable, on obtient

o) = (f(zc,c) +23" Jloy) + f(x,d>> . (1.3

En substituant (4.3) dans (4.2), on aura

1) = 4500 +2 S few)+ fla.a)
2% 40 +25 S + S d)
0.0 +2% f0) + 10.0)
= Hlf(e0) + flo.d) + 5.0+ 10,0+ 2(5 fo)+ 5 0)
AT Jee)+  Sad) +4' T 0 S )
= i})ﬂiaijf(%yj)

ou
xi:a“—iha T,=0b 1= ) Ty yj:C—Fj/{i, ym:d J=0,m

Qoo = App = Omp = Opm =

hk

aij:hk, 2:1,n—1j:1,m—1

Remarque 4.7. Ce procédé peut étre adapté au calcul numérique d’intégrales triples ou multiples.

4.5 Conclusion

1. Les formules des trapézes et de Simpson sont les plus utilisées et souvent sous leurs formes
composites.

2. Les formules de Gauss sont néanmoins plus précises et peuvent de la méme fagon étre composées.

3. L’intégration numérique est aussi tres utile pour calculer numeériquement des intégrales doubles :

/ab/cdf(a:,y)d:cdy.
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4.6 Exercices

Exercice 4.3. Calculer Arctg(3) par les méthodes d’intégration des trapézes et de Simpson pour
n=>=6. .
Indication : Arctg(z) = [

0

dt
1+4+¢2

Exercice 4.4. On lance une fusée verticalement du sol et l'on mesure pendant les premiéres 80
secondes accéleration vy :

t (ens) 0 10 20 30 40 50 60 70 80
y(enm/s®) | 80| 81.63 | 85.44 | 35.47 | 37.75 | 40.85 | 48.29 | 46.70 | 50.67

Calculer la vitesse V' de la fusée a linstant t = 80s, par la méthode des trapézes puis par Simpson.

Exercice 4.5.

1. Déterminer le nombre de subdivisions nécessaires de Uintervalle d’intégration [—m, 7| pour éva-
luer ¢ 0.5 x 1073 pres, par la méthode de Simpson, Uintégrale

i
/ cosx dx-
—T

2. Déterminer le nombre de subdivisions nécessaires des intervalles d’intégration pour évaluer a
0,5 x 1079 pres, par la méthode des trapézes les intégrales :

Y [t dw
V) e W inz
0 e o l+sinx

1. Construire un polynéme P qui passe par les points (0,0), (1,0) et (—1,2).

Exercice 4.6.

2. Prendre n subdivisions sur [0, 1] et approcher fol P(z)dx par la méthode :
a) Des trapézes (n = 3); évaluer ensuite Uerreur relative commise.
b) De Simpson (n = 30).
Exercice 4.7. Soit f une fonction continue donnée sur l'intervalle [—1,1]. Notons par P le polynome
de degré deux qui interpole f en les points —1,0 et 1.
1. Ezprimer f_ll P(t)dt en fonction de f(—1), f(0) et f(1).
2. Vérifier que l'expression obtenue coincide avec une formule d’intégration numérique dont on
donnera le nom et la valeur du pas de discrétisation.

Exercice 4.8. Soit f une fonction réelle continue et définie sur lintervalle [a,b]. On pose h = b’T“
pourn =3, xg = a, v3 = b, x; = 1o+ ih (i = 0,3). On considére la formule de quadrature :

1(f) = / F(t)dt = af (1) + Bf (x).

1. Déterminer les deux coefficients o et 3 sachant que la méthode est exacte sur IPy.

2. Généraliser ’écriture précédente au cas ot n = 3m.

3. Bvaluer l'erreur relative commise en utilisant cette méthode pour approcher ](M) sur [1,2] en

x
prenant n = 3 subdivisions.
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Exercice 4.9. Soit la formule d’intégration numérique suivante :

! 1 2
[ #@ris = o+ o) + s G + arv)] + RO,
0
1. Déterminer a,b,c et d de sorte que R(f) = 0 quelle que soit f appartenant & l'espace vectoriel
des polynomes de deqgré inférieur ou égal a 3.
2. Trouver p le degré de précision de la formule proposée.

3. En admettant que Uerreur d’approximation soit de la forme :

R(f) = Kf*™(g), ¢€o0,1],
détermaner la constante K.

Exercice 4.10.

1. Déterminer le polynome d’interpolation de Lagrange P d’une fonction [ construite sur les
points :

11
) 3737

2. Par intégration du polynome obtenu, en déduire la formule d’intégration approchée suivante :

—1 1.

[ #@ydem 11D+ 13)+ 30G) + 1.

3. En déduire la formule d’intégration approchée sur Uintervalle |a, b].

Indication : utiliser le changement de variable y = aTJ“b + b_T“x

4. Application : Calculer, a Uaide de la formule de quadrature proposée, les intégrales

1 3
/ e’ dx, / e’ dx.
-1 -5

Calculer I’ erreur commise dans chaque cas.

Exercice 4.11. (Méthode du point mileu)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Afin d’approcher son intégrale sur |a,b] en (n = 2m)
parties égales de longueur h. On pose xo = a, x,, = bx; = xo +ih, y; = f(x;) (i = 0,n).

La méthode proposée consiste a remplacer, pour (i = 0,2,4,....,n — 2), intégrale f;”z f(x)dx par
Uaire du rectangle de cotés f(x;1q1) et (xiro — ;). '

1. Trouver les (n+ 1) coefficients réels (a; = a;(h)) tels que

n

I:/ f(x)dx:Zaiyi =V (h)

=0

2. Si f est suffisamment continiment dérivable, déterminer l'expression de 'erreur d’intégration
R(h) =1—-V(h)
3. Dans quel(s)cas la méthode est-elle exacte ?

4. Trowver lim R(h) quand h tend vers 0.
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5. Quel est le nombre minimal de subdivisions a effectuer sur Uintervalle [1,2] pour que Uerreur

absolue commise sur l'intégrale de f(x) = i ne dépasse pas 2 x 1074,

Exercice 4.12. (Méthode des réctangles)

On considere lintégrale fff(x)dm On se donne une subdwision xo, Ty, ..., x, de lintervalle [a,b] tel

que x; = a + th ou h = (’_T“ Dans la méthode des rectangles, on remplace la fonction f par une

fonction constante par morceauz. Soit g la fonction définie par

g(x) = f(x;) pour x € [x;,x;i11].
n—1

1. Posons S = f;g(x)dx Montrer que S =h Y f(a+ih).
i=0
2. On suppose que la fonction f est continue sur lintervalle [a,b] et contindment dérivable sur
lintervalle ouvert ]a,b[. On pose

a+h
¢(h):/ f(z)dr — hf(a) ota<a<a+h<b.

Montrer quil existe un nombre ¢ €0, h[ tel que ¢(h) = h—;f’(c + ).
3. On suppose que |f'(x)| < k, Y € [a,b]. Montrer que
(b—a)’

b
|/a Fla)dr — 5] < K

Exercice 4.13. Soit f € C'([0,1],R). On considére la formule de quadrature

/0 f(x) dz = g f(0) + a1 £(0) + anf(c)

o c €]0,1] et a; € R, i =0,1,2.
1. Calculer ag, aq, ag et ¢ sachant que la formule de quadrature soit exacte pour tout polynome de
degré < 3.
2. Construire & partir de cette formule de quadrature sur [0, 1] une formule de quadrature sur [a,b].

3. On subdivise [a,b] en n parties égales de longeur h. Généraliser la formule de quadrature obtenue
sur [a, b]

4. Application numérique. f(x) = e*. Calculer fol e dx par la formule de quadrature. Estimer son
erreur.

Exercice 4.14. Soient a et h deux réels donnés, h > 0. On pose

a+h
E(f):/ f(z)dx — ahf(a) — Bhf(a+ Th).
1. Déterminer les valeurs de o, 3 et T de sorte que l'on ait

Vp S IED27 E(p) =0.

2. Supposons que v = 1, 3 =3, 7= 2.

3. Trouver lordre de précision de la méthode proposée.
a) Montrer que pour toute fonction f € C3(R) il existe 0 €]0,1[ tel que
E(f)=Kh'f®(a+60n) ot K est une constante indépendante de f
Indication : on pourra considérer l'application R : [0,h] — R définie par :
R(h) = E(f) et on remarque que R(0) = R'(0) = 0.

b) Calculer K puis Uerreur relative commise lorsque f(x) = (x — a)?.



Chapitre 5

Dérivation numérique

5.1 Position du probléme

Comme pour lintégrale, on voudrait étre en mesure d’évaluer numériqguement la dérivée d’une
fonction lourde a manipuler ou qui n’est connue que en un certain nombre de points. Ce probléme
de dérivation numérique est trés commun en ingénierie et en analyse numérique (c’est la base des
méthodes de différences finies).

On considére une fonction f : [a,b] — R de classe suffisamment élevée, x €|a, b| fizé.

On veut approcher (au mieux!) les dérivées de la fonction f au point x.

Or "
f/(l’) — lim f<17+ })L_f@:)?

h—0

avec h > 0 (petit), on obtient
fle+h)— f(z)

,:B ~

@) ;

Nous constatons que cette approximation de f'(x) fait intervenir la valeur de f en x et x + h, ce
qui nous conduit & approcher les nombres f'(z), f"(x),..., f™(z) en utilisant un ensemble discret

de points.
Une des méthodes les plus anciennes utilisées pour obtenir des formules de dérivation numérique
consiste & construire des quotients différentiels ¢ l'aide des développements de Taylor'.

5.2 Approximation de la dérivée premiére

Fizons h > 0 (petit) et introduisons les notations :

Apf(x) = flz+h)— f(z),
Vif(x) = [f(z)— f(z—h),
donf(x) = flx+h)— f(z—h).

5.2.1 Formules & deux points

Effectuons un premier développement de Taylor d’ordre 1 de f autour de x :

Fla+ ) = F(2) + b)), € € [ra 1]

!Brook Taylor, anglais, 1685-1731
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On obtient

f(z) = fi,(x) = f(ﬂf+hlz_f(x) = Afh(x), c’est la formule de différences finies progressives (DFP)
E = —%f”(f), € € [x,x + h] c’est Uerreur commise

Effectuons un deuziéeme développement de Taylor d’ordre 1 de f autour de x :

Fla—h) = 1) = h'@) + (@), € € o~ hual

On obtient

fl(@) =~ fi,(x) = f(z)_i(x_h) = VJ;(I), c’est la formule de différences finies régressive (DFR),
E=21"(¢), £ €z — h,x] c’est Uerreur commise.

Les formules obtenues sont donc deux approximations d’ordre 1 de la dérivée premiére et Uerreur a
chaque fois tend vers 0 quand h tend vers 0.
Augmentons lordre du développement de Taylor de f autour de x :

flx+h) = f@)+hf(z)+% @)+ L&), & € lz,x+h,

fla=h) = fl@)=hf'(@)+ 5" (@) = 5 f"(&), & € [x — ha].
En soustrayant membre a membre, on obtient
3

Fa+h) = f(a—h) = 2hf (2) + =

(6 + ().

Ce qui donne

f(z) ~ f.(x) = f(“h);}f(“’h) = 52};;1(:”), c’est la formule de différences finies centrées (DFC),

B = (&) + (€)= =2 (f"(€), € € [w — hya+ ], cest Uerreur commise.

La formule centrée (symétrique) est une formule d’approxzimation d’ordre 2 et donc plus précise
que les deux premieres formules, méme si elle nécessite la connaissance de f au méme nombre de
points. Il faut cependant noter que les points utilisés sont disposés symétriquement par rapport a celus
ot l'on calcule la dérivée.

Remarque 5.1. Supposons que Uintervalle [a, b] est découpé en N intervalles, on pose h = ”‘T‘l et on
introduit les points de grille x; de sorte que x; = a+1ih,i =0,..., N. Supposons que [ est connue
uniquement en les points de grille z;. Alors pour approcher f'(x;), i =0,..., N :
1. La formule de différences finies progressive donne :
Ti+1) — J\&i) .
fl@i) = fralz) = I +1)h I )7 i=0,...,N -1 (5.1)

On remarque que la relation (5.1) n’est pas définie pour i = N, on perd donc le dernier point de
grille quand on utilise cette relation pour approcher f'(x;).
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2. La formule de différences finies régressive donne :

Fl(a) = fr () = f () _hfm‘l), i=1,...,N. (5.2)

On remarque que la relation (5.2) n’est pas définie pour i = 0, on perd donc le premier point de
grille quand on utilise cette relation pour approcher f'(x;).

3. La formule de différences finies centrées donne :

On remarque que la relation (5.3) n’est pas définie pour i =0 et i = N, on perd donc le premier
et le dernier point de grille quand on utilise cette relation pour approcher f'(x;). Constatons
ausst que

o) = Liat2) ; fuat) 5y v

Exemple 5.1. Pour illustrer les trois formules précédentes, considérons la fonction
v f(z) = 2, € [1,5) passant par les points (10,90) = (1,2), (w1,31) = (2,4), (v2,3n) =
(378)7 (l’g,yg) = (47 16) et <x4ay4> = (5732)

Nous voulons approcher le nombre f'(xs) :

1. La formule de DFP : f'(x9) ~ f ,(x2) = fzs)—flza) _ Ys — Yo = 8.

h
2. La formule de DFR :f'(x2) ~ f; (v2) = w =y, —y = 4.
3. La formule de DFC :f'(x2) ~ fj .(x2) = f(“)z’hf(“) = B2 — 6.

Evaluons les erreurs d’approzimation sachant que f'(z) =1n22% x € [1,5] :

Ey = |f'(z2) — fig(x2)] = |8In2 — 8| ~ 2,454.
Ey = |f'(x2) = fry(x2)| = [8In2 — 4] ~ 1,545.
Es = |f'(z2) — fr.(x2)] = [8In2 — 6] ~ 0,454.

D’ou, la meilleure formule pour approcher f'(3) est celle de DFC.

5.2.2 Formules a trois points

1l est possible de développer d’autres formules, pour cela il suffit d’effectuer un développement de
Taylor de [ autour de x avec un pas 2h par exemple :

o +20) = F() + 207 () + 20 F(@) + 2 17(60). & € Lo+ 20).

h? h3
fla+h) = f@) +hf(z) + 5 f(2) + = f7(&), & € [v,z +h).
En combinant ces deuz équations de facon a faire disparaitre la dérivée seconde, on obtient

frq(x) = 4f(””+h)_3f2(h$)_f(z+2h) est une approrimation de la dérivée premiére de [ en x;

E = %Qf”(g), € € [x,x + 2h] c’est Uerreur commise.
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5.2.3 Approximation de la dérivée seconde

Pour obtenir une approrimation de la dérivée seconde, nous procédons de la méme facon, mais a
partir de développements de Taylor d’ordre 4 :

2 3 4
Flo 4 ) = £(@) 1/ (@) + (@) (@) + 2 ), & € [+ AL

h? h? h*
fl@=h) = f2) = hf'(@)+ 5 " (2) = 5 " (@) + 5 V(&) & € [0 hial.
Apres addition, on obtient
r(xr) = f(”h)_QJ;L(Q"E)JFf(m_h) = 52;:2(1) est une approrimation de la dérivée seconde de f en x;
E = —’f—; W), € € [w— h,x + h] c’est Uerreur commise.

Cette formule est donc d’ordre 2 (le terme d’erreur tend vers 0 quand h tend vers 0) et est trés
importante dans la pratique.

5.2.4 Approximation des dérivées d’ordre supérieur

On peut évidemment généraliser cette approche et déterminer des approximations des dérivées
d’ordre supérieur.

On a déja vu que %, % et % approziment la dérivée premiére de f (en x) avec une précision
proportionnelle & h,h et h® respectivement. Ces trois opérateurs sont linéaires par rapport ¢ f et
sont appelés opérateurs aux différences finies. Pour n € N* on peut généraliser ces concepts
d’opérateurs pour approzimer la dérivée d’ordre n de f en un point x €]a,b[. Pour cela, on va définir
récursivement :

nf (@) = An(A f)(@), Vif(x) = Vi(Vy7 (), 0 f(x) = (e, f)(2).
De maniere analogue au cas ot n = 1, on peut montrer que

Auf o VRf G
hr " hn hn

sont des approzimations de f (en x) avec une erreur proportionnelle & h,h et h?, respectivement,
des que f est de classe O™, C™HL et C™F2) respectivement.

Remarque 5.2. La dérivation numérique est une opération trés instable, c’est a dire trés sensible
auz erreurs d’arrondi (soustraction entre termes voisins). Prenons par exemple

fla+h)— flx—h)

f'(z) = o +O(h),

ot f(x —h)=f*(x—h)Lxe et f(x+h)=f"(x+h)=Les, alors

ff(x+h)—f(x—h)  e+e
o + o + O(Rh?).

fi(x) =

Si le pas h est trop réduit il y’aura beaucoup d’erreurs d’arrondi.
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5.3 Exercices

Ezercice :

Soit f : [a,b] — R wune fonction de classe au moins C° sur lintervalle [a,b]. On se fize un
nombre (h > 0) "petit" ainsi qu’un point quelconque x €|a,b|. Soit le rapport
A fle+3h) =3f(x+h)+3f(x—h) — f(x—3h)
8h3
1. Montrer que le rapport A approche une dérivée de f que l'on déterminera. Donner 'ordre de
précision de cette approximation.

2. Vérifier que A coincide avec une formule de dérivation numérique que [’on donnera.

1. Effectuons les développements de Taylor de f au voisinage de x jusqu’a l'ordre 4 avec un reste

en O(h?) -
fla+h) = fl@)+hf(@)+5f" @)+ 5" @) + 5 fO@) +0m°), (1)
fla—h) = f@) = hf@)+ 2 1)~ B @) + B O @) o), (2)
Flat30) = fa)+ 8 (@) + %5 () + 50" + %D @) + 00, (3

flo=3h) = f(x) = 3hf'(@)+ % f"(x) = % ["(@) + % fD (@) + O(h7).  (4)
Le numérateur du rapport A s’écrit alors :
(3) =3 x (1) +3 x (2) — (4) = 8K3f""(x) + O(h®).

Autrement dit, A= f"(z) + O(h?).
D’ou, A approzime la dérivée troisieme de f en x, avec une erreur en O(h?).
2. On ad®f(z) = f(x+3h) = 3f(x+ h) +3f(x — h) — f(xz — 3h). Alors

_ 5Shf(1‘)
(2h)?

D’ou, le rapport R n’est autre que la formule des différences finies centrées (symétriques) d’ordre

3
3 qui approzime f"(x) par 5%’21}]:)(? avec une erreur en O(h?).

Ezxercice :

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe au moins C® sur Uintervalle [a,b]. On se fize un
nombre (h > 0) "petit" ainsi qu’un point quelconque x €a, b|.

1. Montrer que le rapport
_ —2f(x +2h) +32f(x +h) —60f(x) +32f(x — h) —2f(x — 2h)
B 24h?

approche une dérivée de f que l'on déterminera. Donner lordre de précision de cette approxi-
mation.

B

2. Commenter les résultats obtenus.
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1. Effectuons les développements de Taylor de f au voisinage de x jusqu’a l'ordre 5 avec un reste
en O(hO) :

fla+h) = f(x) + hf'(@) + 5 " (2) + 5 /7 (2) + ’2‘—3 D(z) + {55, O @)+ O(h%)., (1)
flx—h) = f@) = hf'(@) + 5 /(@) = 55 ["(2) + B f D (@) = f55 /P (@) + O(RS),  (2)

fla+2h) = f(x) + 20 f'(x) + 202 f" () + %f’”(m) + 28 f W (2) + 22 £O) () + O(RS), (3)

fx=2h) = f(z) = 2hf'(x) + 212 f" (@) — %= " (2) + B f O (2) = 4 fO(2) + O(R®). (4)

Le numérateur du rapport B s’écrit alors :

32 x [(1) +(2)] = 2% [(3) + (4)] — 60f (x) = 2417 f"(z) + O(R°).

Autrement dit, B = f"(z) + O(h%).

D’ou, B approzime la dérivée seconde de f en x, avec une erreur en O(h*).

2. Rappelons que

Ayf Vif
hn hn

o f
(M

approximent f" en x avec une erreur proportionnelle a h,h et

h? (respectivement). Donc le rapport B est beaucoup plus précis.

Ezxercice :

Soit f :

a, b] — R une fonction de classe au moins C° sur lintervalle [a,b]. On se five un

nombre (h > 0) "petit" ainsi qu’un point quelconque v €a, b|.

1. Montrer que le rapport

flx+2h) —4f(x+h)+6f(x) —4f(x —h) + f(x —2h)

C = i

approche une dérivée de f que l'on déterminera. Donner lordre de précision de cette approxi-

mation.

1. Effectuons les développements de Taylor de f au voisinage de x jusqu’a l'ordre 5 avec un reste

en O(h®) :
fl@+h) = f(@)+hf (@) + 5 (@) + 2 f7@) + 5O @) + 2 fO@) + o), (1)

fl@—h) = f(x) = hf'(z) + 2 f(2) = Zf"(@) + 5D (z) — L fO(z) + O(S),  (2)

Fle+2h) = (@) + 20 (2) + 202 () + 42 () + 2 FO () 4+ 22 O () 1 O(hP), (3)

f(x = 2h) = f(x) = 20 f'(w) + 212 f"(x) — H= " (x) + 2= f D (2) — 42 fO (@) + O(h). (4)

En combinant ces quatre équations, on obtient

[(3) + (4)] =4 x [(1) + (2)] +6f(2) = h' fD(x) + O(R°).

Donc, C = fW(z) + O(h?).

D’on, C' est une approzimation de la dérivée seconde de f en x, avec une précision en O(h?).
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Chapitre 6

Résolution des systémes linéaires

6.1 Position du probléme

On appelle systéme linéaire d’ordre n, (n € N*), une expression de la forme
AX =D, (6.1)

ot A = (a;), 1 < i,j < n, désigne une matrice carrée d’ordre n de nombres réels ou complezes,
b= (b;), 1 <1i<mn, un vecteur colonne réel ou complere et X = (x;), 1 < i < n, est le vecteur des
inconnues du systéme. La relation (6.1) équivaut aux équations

n

E aijxj:bi, 2:1,...,n.

j=1

La matrice A est dite réguliere (inversible) si det(A) # 0; on a existence et unicité de la solution X
st et seulement si la matrice A est inversible.

On cherche a résoudre le systéme linéaire (6.1).
Théoriqguement, si A est inversible, la solution du systeme AX = b est donnée par la formule de
Cramer' :

ri=——, 1=1,...,n,
det(A)
ot A; est une matrice obtenue & partir de A en remplacant la i colonne de A par le vecteur b.

Cependant application de cette formule est inacceptable pour la résolution pratique des systémes,
car son coit (ou nombre d’opérations) est en O((n+1)!). Par exemple, sur un ordinateur effectuant
10° opérations par seconde il faudrait au moins 10*" années pour résoudre un systéme linéaire de
seulement 50 équations.

1l faut donc développer des algorithmes alternatifs avec un codt raisonnable. Ce probleme est un
des plus importants de ["analyse numeérique.
Dans les sections suivantes plusieurs méthodes sont analysées. Ces méthodes se divisent en deux
catégories :

a) Méthodes directes : Ce sont des méthodes qui permettent d’obtenir la solution X de (6.1),
st Uordinateur faisait des calculs exacts, en un nombre fini (en relation avec n) d’opérations
élémentaires.

b) Méthodes itératives : Ce sont des méthodes qui consistent & construire une suite de vecteurs
X convergeant vers la solution X.

!Gabriel Cramer, 1704-1752
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Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que A est une matrice inversible de M, (R),
ot M, (R) est l'ensemble des matrices carrée d’ordre n & coefficients réels.

Remarque 6.1. Le fait que les coefficients de A soient réels n’est pas restrictif. En effet; supposons
que l'on veut résoudre (6.1) dans C, ¢’est-a-dire

(A+iB)(X +iY) =b+ic, ot A B € M,(R) and X,Y,a,b € R".

(5 4)(¥)-()
AX =V (6.2)

avec (6.2) est un systéeme réel de (2n) équations a (2n) inconnues.

On peut le réécrire sous la forme :

ou encore

6.2 Méthodes directes

6.2.1 Systémes particuliers
Systéme diagonal

Soit A = (aij)lgid'gn o Q5 = O, St 1 #] et (077 7é 0Ve= L_n
Posons X = (w1, X, ..., )" et b= (by, b, ..., b,)". Alors

a1r; = by
a22%2 = by
) b; —
AX =b<& — 1, =—,1=1,n,
. Q5
[ GnnTn = by
donc la solution est X = (11, T, ....,x,)" 00 1; = ab— avec i = 1,n.
X3

Coidt : n divisions.

Systéme triangulaire supérieur

Soit A = (aij)1<ij<n ot ay; =0sii>j et a;#0Yi=1n. Alors

a1, + a19T9 + ... + A1pnT1 = bl
99Ty + ... + aopx, = bQ

AX =b&

\ AppTlp = bn

donc le systeme AX = b se résout par la méthode ascendante, c’est-a-dire on trouve d’abord x,, puis
Tp_1, ..., puts x1; d’ou les relations :



6.2. METHODES DIRECTES 63

Coit : @ additions (ou soustractions)+ @ multiplications+n divisions=—n? opérations; en

effet :
— Le nombre de divisions étant évident.
— Pour calculer z;(i =1, ...,n), on fait (n — i) additions et (n — i) multiplications, d’ou

n

colt (+) = coit (x) = Z(n i) =n? - n(n2—|— 1) _ n(n2— 1)

Systéme triangulaire inférieur
Soit A = (aij)y<; i, 00 ay; =0 sii<jeta;#0Vi= 1,n. Alors

( —
a1 T = by
2171 + Q22%2 = by

AX =b&

L An1T1 + apaTo + ... + ATy = bn

donc le systeme AX = b se résout par la méthode descendante, c’est-a-dire on trouve d’abord x1 puis
o, ..., PULS T d’ot les relations :
by

I1=a7

i—1
wp = o (b= Y aay), i =2,
j=1

n

Coit : "(”2_1) additions (ou soustractions), ”(T_l) multiplications et n divisions.

Remarque 6.2. Les coits des trois méthodes précédentes sont valables (point de wvue calcul sur
machine) pour n pas assez grand (< 100), on s’efforcera donc -dans toute la suite concernant la
catégorie des méthodes directes- de transformer la matrice A du systeme AX = b afin de nous
ramener au cas triangulaire (le plus souvent) et méme au cas diagonal.

6.2.2 Meéthode d’élimination de Gauss

Comme les systemes triangulaires sont faciles et économiques a résoudre, l'objectif est de trans-
former tout systeme linéaire en systéme triangulaire équivalent. Bien que cette méthode soit parmi les
plus anciennes qui ont €té proposées pour résoudre les systemes linéaires elle reste encore actuellement
la plus utilisée ; en particulier son algorithme est d’exploitation aisée sur micro-ordinateur.

Principe de la méthode :

Déterminer une matrice M inversible telle que la matrice M A soit triangulaire supérieure. Alors
AX =b&s (MA)X = Mb,

ensuite résoudre le systéme triangulaire supérieur (M A)X = Mb par lalgorithme de remontée.
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Remarque 6.3. En pratique on ne calcule pas M d’une facon explicite, mais par des transforma-
tions équivalentes on ramene le systéme de départ en un systeme a matrice triangulaire supérieure.

Autrement dit ,
(A, b) tmns@atwn (A(n), b(n))7

ot A est une matrice triangulaire supérieure, puis on résout le systéme triangulaire.

AW X = p™),

Algorithme d’élimination de Gauss :

On pose AV = A et bV =

1)
1 1 1) - 1 L
agl) a(12) agn) : bg) L%l)
CIOEE X R L

ay) ayy cooa DoY) [0

A la 1°¢ étape : Si aﬁ) # 0 (sinon on fait une permutation de lignes) on fait les affectations

suantes :
L?) . Lg1)

(1)
L — L —anl{’ oban =" 2<i<n.
a1y

On obtient donce

2 2 2) - 2 L
a§1) agQ) agn) : bg) L%Q)
COEERE B A AN
0 0 o o i ? ) o

ot
(o) =ai), 1< <m; Y =0

ag?:o, 2 <1< n;

aﬁf) = ag}) — ozuaﬁ-), 2<4,5<m

Remarque 6.4. Si on pose

on aura A® = FL A0,
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A la k™ étape (1<k<n-—1): Si a,(ﬁf) # 0 (sinon on fait une permutation de lignes) on fait les
affectations suivantes :

L W <<k

Y

(k)

Lgkﬂ) LZ(-k) — aikL,(f) oU Q= %, E+1<i<n.
Ak
On obtient donc
k k k k
A o) ) e
k+1
0 | e
0
(k+1): p(k+1) ) _— (k) (k) (k)
k+1 k+1 k+1
0 al(ii-‘rl,’z‘-i-l al(c—i—l,'r)z bl(c+1 )
k+1) k+1) ki1 L%Hl)
0 0 af%kﬂ aﬁw bt
ot
ait =all, 1< <y
1<i <k
b§k+1) — bgk),
i =0, 1< <k k+1<i<n
agfﬂ) = ag?) — aikag;), E+1<3<mn;
E+1<i<n.
b§k+1) _ bgk) B aikb]gk)
Remarque 6.5. Si on pose
1
0
1
E®) — U1k
0 —apqop
' 0
— Ok 1

on aura ARt = R AR 1 < | <np—1.

En réitérant (n — 1) fois l'opération on obtient :

AX =b e AWX =™
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avec
al) o o al b
A — 7 pn) —
0 : :
o b

AWM étant une matrice triangulaire supérieure.

Remarque 6.6. 1. Pour AY = A on a trouvé que
Ak+D — pk) A(k) — pk) pk=1) A(k=1) _ pk) pk-1) g0 g»0)

Alors
A — p=1) p(n=2)  p() A _ pMfA.

-

2. Les aﬁjj, k =1,n sont appelés "pivots de la méthode de Gauss".

3. La méthode de Gauss permet de calculer det(A) par

det(A) = (—1)’ Hag) ou j est le nombre de permutations .

=1

4. Si a la KY€ grape a;’jj =0, alors il existe p, k+1 < p < n tel que ag,? £ 0, car

o

det(A) = aﬁ) X ag) X ---a,(f__ﬁ,)c_l x| o : | #0.
S w
nk nn

5. Au cours de la triangularisation, si l’on trouve que 'un des pivots alg]z) =0, on permute la ligne

du pivot avec une ligne supérieure L,, k+1 < p <n dont l’élément de la k™ colonne ag,? est
non nul.

6. La méthode de Gauss sans permutation de lignes s’appelle "Gauss ordinaire”.

Exemple 6.1.

2 -5 1 2 -5 3 i 2 -5 3
A= =1 3 -1 | =A@ =10 0 -1 | 24O =A® | 0 -6 —12
3 —4 2 0 -6 —12 0 0 -1

Coiit de la méthode d’élimination de Gauss ordinaire

Pour passer de <A(k)f b(’“)) a (A(k+1)f b(k“)) on utilise

(1)
k+1 k a; k . .
CL,EJ ):Cl,gj)_al(:]i) a](fj)7 k+1§j§n7

E+1<i<n.

(k+1) _ (k) alp (k)
bi :bi _K% k
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Alors a chaque étape k, 1 <k <n—1ona(n—k+1)(n—k) additions (soustractions), (n—k+1)(n—k)

multiplications et (n — k) divisions, donc

n—1 n—1

Codt total =2 (n—k+1)(n—Fk)+ > (n—k) = 2n®+ in* — In.

k=1 k=1

Rappel : 3~ k* = 2(n+1)(2n+1). D’ou, le codt total de la méthode de Gauss (Elimination+résolution
i=1

, 5 - : 2,3 1,2 1T 2 _ (2,3 2
d’un systéme triangulaire) est in’ + 3n® — ¢n +n® = O(3n’) car pour n grand, n

3 est négligeable
devant n>.

6.2.3 Probléme posé par la (quasi) annulation des pivots

Exemple 6.2. Soit € un petit nombre réel et considérons le systéme linéaire :

(S){ 61’1+ZE2:1,

{L‘1+172:2.

Résolvons d’abord le systeme (S.) par la méthode de Gauss ordinaire (sans permutations).

: : (1)
(A(l)f b(l)) _ | € 1 1 N (A(Q)E b(z)) _ [ € 1 : 1 Lll 1
11 ¢ 2 ) alY=e 0 1_% 2_% Lg)—%Lg).

On a donc immédiatement la valeur de xo : 19 = =—=
Par substitution, on obtient w1 : x1 = .
Pour e =0, on trouve x1 = o = 1.
Pour e = 1072, ou 107? est la précision de la machine, on trouve 1 — 10° ~ —10° et 2 — 10° ~ —10°
sur la machine, d’ot xo = 1 et x1 = 0 qui n’est pas la solution du systeme donné!
Si par contre, on permute les lignes 1 et 2, on obtient :

(A(Q)f b(2)) _ 1 1 f 2 ’
0 1-107% @ 1-2107"

or1—1072~ 1 et 1—2.1072 ~ 1 sur la machine, d’oti x5 = 1 et 1, = 1 qui est la solution du systéme
donné.

Conclusion : Il ne faut pas utiliser des pivots trop petits car les erreurs d’arrondi peuvent
donner des solutions fausses. Un moyen de contourner le probleme d’un pivot nul ou presque est
d’utiliser la technique de pivotage. Il existe deux stratégies de pivotage :

Pivotage partiel : & la k"™ étape (1 < k < n — 1) d’élimination de Gauss le pivot partiel est

Ef,)c cet

az(-’,z)‘)) . On permute ensuite si (ig # k) la k*™ ligne et la ligne (ig).

choisi parmi les coefficients (ag,’?)kggn tel que sa valeur absolue soit la plus grande, soit a

élément (]&Ef,)c] = max (
k<i<n

Pivotage total : ¢ la keme étape (1 <k <n-—1) d’élimination de Gauss le pivot total est choisi
(k)

parmi les coefficients (ag?))kgi’jgn tel que sa valeur absolue soit la plus grande, soit a; ; cet

(k) | _ (k)
iojo| =, MaX (|ay;
respondantes. Catte technique n’est utilisée que dans de rares cas pratiques.

Attention A chaque permutation de colonnes les inconnues changent de places.

élément <|a a

)) puis on fait les permutations des lignes et des colonnes cor-
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Remarque 6.7.
1. La méthode de Gauss n’est jamais programmeée sans au moins une stratégie de pivot partiel.

2. Les pivots petits ne disparaissent pas, ils sont juste rejetés a la fin de algorithme ou leur
mfluence est moins grande.

6.2.4 Meéthode de la décomposition LU
Principe de la méthode :

1. Décomposition de la matrice A de facon a la mettre sous la forme A = LU ot L est une matrice
triangulaire inférieure unitaire et U est une matrice triangulaire supérieure.

2. Résolution : Le systéme AX = b devient

LY =b

AX:b<:>LUX<:>{ UX -V

Y
donc la résolution du systéeme AX = b revient a la résolution de deux systémes triangulaires.

Théoréme 6.1. Soit A une matrice telle que les sous matrices principales Ay = (aij)1<ij<k de
A soient inversibles pour tous 1 < k < n, alors il existe une matrice L = (l;j)1<ij<n triangulaire
inférieure telle que l;; = 1, 1 = 1,n et une matrice triangulaire supérieure U telle que A = LU.

De plus cette décomposition est unique.

Démonstration. Existence : Montrons que tous les pivots d’élimination de Gauss sont non nuls,
c’est a dire a,(cl};) #% 0 pour 1 <k <n—1. On le démontre par récurrence.
Le premier pivot aﬁ) est forcément non nul car aﬁ) = det(Ap)) # 0.
Supposons que a,(fk) # 0 pour 1 < k <r —1 et montrons que a'r) #0.
On a det(Ap)) = agll)a%) . af:fz_lax). Or d’une part, par hypothése det(Ay) est différent de
zéro et d’autre part, par hypothése de récurrence afjj # 0pour 1 <k <r—1. Donc aff})

aussi difféerent de zéro.

Unicité : Soit A = L1U1 = LQUQ, d’ou UlUgl = LflLQ =D.
Comme U;U; " est une matrice triangulaire supérieure et L;'L, est une matrice triangulaire
inférieure et D a des 1 sur la diagonale, alors D = I, ce qui implique que Uy = U et Ly = L.
O

est

Détermination des matrices L et U

a) En utilisant I’algorithme d’élimination de Gauss ordinaire : Au premier pas d’élimina-
tion de Gauss, on trouve

— Q91 e 0
A@ = EO AW oy BO = | —ay 1

—0p1 1
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Au deuzriéme pas, on trouve

AB®) — E® 4@ o E@ —

0

1

—Q32

— (Y2 0

—0p2

de la méme maniere au k-iéme pas d’élimination, on obtient

1

AR — B0 4B oy B —

ce qui nous donne

0

Am) —  ph-=1) A(n-1)
— E@-1) pn-2) A(n-2)
= p-) pt-2) gl A

Posons U = A™ ¢t 71 = pin=1) p=2) ... pQ)
alors U=L"1A dow A= LU ou

L = (E®Y.EM2

—Ok41,k

— Q42 k

—Qnk

y»gw*

(EO) (E®) T (BD) T

1

91 1

= Q31 (39

Op1 Ap2
¢t (1) (1)
o
50)

U=AM =

0

b) En appliquant l’algorithme de la méthode :

0

Oén,nfl 1

Ann

En connaissant A = (aij)1<ij<n, on écrit Uégalité A = LU

a1y a1 a1p 1
: l21 1
;1 Qjj Qin - l31

0

ln,nfl

1

Uin
Un

unn



70

CHAPITRE 6. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

(U contient "("H elements et L contzent "(”—1 éléments). Par identification on obtient un

systeme lmeazre de n? équations a n’ mconnues En résolvant le systéme obtenu dans des cas
particuliers (n = 2,3,4), on constate que la détermination des éléments de L et U cherchés se
fait suivant algorithme général :

(=1, 1<i<m
uy; = ay, 1 <j<n;

ln=31,2<i<m

uiy’

m—1
Upmj = Qmj — O lpk-tg;, m < j <m;
—1

2<m<n.

lim (azm Z lzk uk:m) /umma m + 1 S l S n;

\

Coiit de la méthode

— Calcul de U : cott(x )=cotit(+)= Z (m—1)(n —m+1) = O0(in?)

6

~ Calcul de L : coit(x )=cott(+)= Z (m —1)(n —m) = O(:n?)

6

et coit(/)= il(n m) = @

D’ow, coit total = O(32n3)=coit de Gauss.

3

Utilité de la détermination LU

Calcul de déterminant Grdice a la factorisation LU, on peut calculer le déterminant d’une matrice

carrée avec O(%n‘s) opérations, vu que

det(A) = det(L) x det(U) = det(U) = ﬁukk

Résolution : Supposons qu’on veut résoudre le systeme AX = b. Décomposons A sous forme LU,

alors AX = b devient (LU)X = b ou encore L(UX) = b. Posons Y = UX, on cherche alors Y
tel que LY = b est un systéme triangulaire inférieur qu’on résout par la méthode descendante. Y
étant trouvé, on cherche X tel que UX =Y est un systeme triangulaire supérieur qu’on résout
par la méthode ascendante.

Coit total : codt(décomposition LU)+cotit(résolution de deux systémes triangulaires), c¢’est a
dire, Codt total= O(3n%) + 2n* = O(3n?).

Calcul de l’inverse d’une matrice : Soit A une matrice carrée inversible d’ordre n,

notons par v, ... v™ les colonnes de sa matrice inverse A~ i.e. A7t = (v ... 0™),
La relation A. A~ = I, se traduit par les n systémes linéaires suivants :

Av®) = e® 1 <k <, (6.3)

ot ¥ est le vecteur colonne ayant toutes les composantes nulles sauf la k—iéme composonte
qui est 1, e® = (0,...,1,...,0).. Une fois connues les matrices L et U qui décomposent la
matrice A, résoudre les n systéemes (6.3) gouwvernés par la méme matrice A.
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Exemple 6.3. Soit le systeme linéaire suivant

2 =5 1 1 12
-1 3 -1 o | =1 -8
3 -4 2 T3 16

A laide de la décomposition LU de A :
1. Résoudre le systéeme donné en déterminant les matrices L et U :
a) En utilisant Ualgorithme d’élimination de Gauss ordinaire.
b) En appliquant ’algorithme de la méthode.

2. Calculer linverse de A.

6.2.5 Meéthode de Cholesky

Dans le cas d’une matrice A symétrique définie positive, il est possible de résoudre le systéme
AX = b avec un nombre d’opérations égal presque a la moitie du nombre d’opérations utilisées dans
la méthode de Gauss.

Définition 6.1. Une matrice A € M,(R) est dite définie positive si et ssi X'AX > 0, VX €
R"™ — {0, }.

Exemple 6.4. Soient A = L2 et X = i c€R,. Ona
2 8 T

X'AX = (21, o) ( ; g ) ( il ) = (21 + 229)* + 425 >0V X € R* - {(0,0)}.
2

Définition 6.2. A € M, (R) est dite définie positive si et ssi toute sous-matrice principale

n(R)
A = (aij)i<ij<k, k= 1,n de A est de déterminant strictement positif.

Théoréme 6.2. Si A est une matrice symétrique et définie positive alors, il existe (au moins) une
matrice triangulaire inférieure R telle que A = RR!.

De plus, si on impose que les éléments diagonaux de R soient tous positifs, alors cette décomposition
est unique.

Démonstration. On a A définie positive assure 'existence de la décomposition LU de A ou L =
(lij)1<ij<n €st une matrice triangulaire inférieure unitaire et U = (u;;)1<; <, €st une matrice trian-
gulaire supérieure (car toute sous-matrice principale Ap,), k = 1,n de A est de déterminant non
nul).

k —
Remarquons que det(Ap)) = [] uj;, k£ =1,2,...,n ce qui implique que u; > 0, i =1,n.
j=1

Soit D et D2 les matrices diagonales définies par
: 1 ,
D = diag(uiy, usg, ..oy Upy), D2 = diag(y/ui1, /U292, s \/Unn)

. D’une part, on a

—1
1 .
alors <D2> Zdwg(\/q%’\/i@"“nﬁ}ﬂ)

A=LU = LI,U = LD%(D%)"'U
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Posons

R = (rij)1<ij<n = LD%, matrice triangulaire inférieure avec r; = /uy
H = (hij)i<ij<n = (D%)_lU, matrice triangulaire supérieure avec hy; = /Uy,
alors
A= RH.
D’autre part, on a A est symétrique, alors
A=A
<~ RH=H'R
<« H(R) "= (R)""H' (multiplions les deux cotés a gauche par (R)™" et a droite par (R")™")
— H(R) '=1I,et (R'H =1, (H(R) " est M.T.S. et (R)"' H' est M.T.I. )
— H=R.

Algorithme de Cholesky’

Son principe est le suivant : on écrit la matrice A sous la forme RR' ot R = (rij)1<ij<n, Tij =0
st j > 1, ensuite on identifie colonne apres colonne on aura
Premiére colonne : (j =1)
ay =71 = 11 = \/an ( si on impose que r1; > 0)
apn =rarn = ra =;%, 2<i<n
Deuxiéme colonne : (j =2)

Ugo = T3 + T3y = T'99 = \/a22 — 13, ( si on impose que roy > 0)
Qi = Ti1T21 + Tiolog == Tio = (@12 riri2), 3 <i<n.

Ainsi on a construit l'algorithme suwant ;
( — .
11 = 4/011;

T =t 2<1<m

T11

pour 2 < j<n

j—1
_ L 2.
Tj5 = A Qjj kE 7%
-1

j—1
Tij = o (aij - Tiijk) , j+1 <1< n.
\ k=1

Coit de la méthode

n
n extractions de racines carrés, Y (n—j) = (divisions),

=1

ZZ:(j —1)(n—j) = O(5n*) (codt(x) et codt(+))

n(n—1)
2

j
Z( 1) = O(3n?) (cotit(x) et coit(+) dans les racines carrés).

Cout total=0(in®) ~ la moiti¢ de celui de Gauss.

2 André Louis Cholesky, francais, 1875-1918
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Conclusion :

On peut utiliser la décomposition RR' d’une matrice A symétrique définie positive pour résoudre
le systéme linéaire AX = b ou pour inverser A, de la méme maniére que pour la décomposition (LU).

Remarque 6.8. 1. Si A= RR' ot R = (ri;)1<ij<n alors, det(A) = (det(R))* = [] 72.
i=1

2. La décomposition A = RR! n’est pas unique si on n'impose pas que ry; >0, i =1,2,...,n.
j—1

- > r?k > 0, donc, si a une étape de calcul
k=1

on trouve que 7“]2-]- < 0, la matrice A n’est pas définie positive.

3. Pour une matrice définie positive on a : r3; = ajj

6.2.6 Meéthode de Gauss-Jordan
Principe de la méthode :

1. Transformation de la matrice A en la matrice identité :
transformation (n)
<A7 b) — ([na b )7

ot I, est la matrice identité dans M, (R).

2. Résolution du systéme :

AX = b+ [,X =b" — X =p™,

Algorithme de Gauss-Jordan :
On pose A = A et bV =

(1)
agl) a'§2) .. agn) : bg ) L%l)

(A(l); b(l)) _ aéll) aélz) agl) : bg) : 5
agzll) a%) - agblrz bng) Lg)

A la 19 étape : Si aﬁ) # 0 (sinon on fait une permutation de lignes) on fait les affectations

suvantes :
2 1
Tt
11
LY — WL 2<i<n.
On obtient @
2 2) - 2 L\
N R AN
2 2) - (2 2
(A(2);b(2)): 0 agQ) agn) : bg) .
0 o ) o



74

ou

CHAPITRE 6. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

( (1) (2)

(2) _ @ . Cop(2) b

aj; = -m, 1< <m by (
11

- 1)
agl)

al(-f):(), 2 <1< n;

A la k*me étape (1< k<n): Si a,gz) # 0 (sinon on fait une permutation de lignes) on fait les

affectations suivantes :

On obtient donc

(A(k+1)§ b(k+1)> —

ol

CZ”

\ \ 7

(
(k+1)
ay;
(]cﬂ)

’
b](gk—&—l) o

pED)

P 1 k)
k

k)

( i
Ak

LED L0 B T g

(k+1)
k+1 k+1)  + (k41
PO 0 ey el Y ﬁ%kﬂ)
1 : : bgk—&-l) 2
(k+1) (k+1)
0 Ay T
(k+1) (k-+1)
Lo 0 ag,
(k+1) (k+1)
0 Api1k+1 70 pgan
0 0 agflji)l a;’fj{l) : b7(1k+1) lekJrl)
RO
ki
a(k) I
h E+1<j<n;
= ay — oS, =T, ik,
b\")
=25

kk

piF) — WD i =T i £ k.

Remarque 6.9. 1. Pour résoudre un systéme d’ordre n, la méthode de Gauss Jordan nécessite
O(n?) opérations (moins rapide que celle de Gauss).

2. FElle est conseillée pour inverser une matrice.

(A,In) tmnsMatian (In,A_l)-

6.3 Méthodes itératives

Quand n est assez grand les méthodes directes ne sont plus envisageables vu le nombre trés grand
d’opérations a effectuer qui engendre la propagation des erreurs d’arrondi. On a alors recours
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auz méthodes itératives qui consistent a générer -a partir d’un vecteur initial X© choisi dans
R™- une suite (X ™) en telle que : XD = F(XM™) et lim X™ = X; ou F : R" — R" est

n—-4o00

un opérateur li€é a la méthode.

Principe des méthodes itératives :

Ecrivons d’abord la matrice A sous la forme A= M — N ou M est inversible, alors

AX =b < (M—N)X=b
e MX=NX+b.

Multiplions les deuz cotés par M1, on aura
X =M'NX+ M

Le principe de toutes les méthodes itératives est le suivant :

~ choisir un vecteur X(© € R”,

— générer la suite (X®) ey telle que X*+D = MINX® 4 A—1p,

— si la suite (X®)) ey converge vers X*, alors X* est la solution du systéme AX = b.

Remarque 6.10. 1. Le critére d’arrét se fait, en général, sur Uerreur relative de deux itérés
successifs X®) et XD coest a dire

\\X(k+1)—X<k)\\
Test(—HX(,m) <€

k+1

ot € choisi petit, ou sur Uerreur absolue si | X*+V|| est trés petite.

2. La méthode itérative est dite convergente si : ¥ X© e R*, X®) — X* quand k — +oo 0@
X* est la solution du systéeme AX = b.

6.3.1 Matrice d’itération et les conditions de convergence

On appelle, pour M et N choisies, matrice d’itération “la matrice B = M~1N.”

Condition nécessaire de convergence
Notons par E® = X®) — X* le vecteur erreur a Uétape k (k € N), on a
X* = BX*+ M (1)
X® = pX*D LM, (2)
en soustrayant (1) de (2), on aura
X® - x*=Bx*Y - Xx*)=ppt.

Alors
E® =BE*FD =RB2E*-2 = ... = BFEO) 4y O = x©O _ x*

ou encore

X® _ x* = BF(XO _ x*),

La méthode converge si ¥ X, khrf X&) = X* ce qui est vraie si

lim B* =0 (0 au sens matriciel).
k—+o00
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Condition nécessaire et suffisante de convergence

Soit p(B) = max{|A|/ A valeur propre de B} le rayon spectral de B. On a le théoréme suivant :
Théoréme 6.3. La suite (X®)) ey définie par

XO) ¢ R™ quelconque
X k+l) — B x (k) 4 M_lb,

converge vers X* si et ssi p(B) < 1.

Condition suffisante de convergence

Rappel
1. Soit X = (w1, ,x,)" € R™, les normes définies par :
- IXh = ; |z

i=1

X e = masx o

sont équivalentes.

2. Soit A= (a;;) € M,,(R), les normes définies par :
AL = s (£ )

~ [|All2 = \/p(tA.A
— [|Aloe = max (Zlmz'j\)
J:

= (£ w)%

~—

1<i<n
sont équivalentes.
Lemme 6.1. (Relation entre p(B) et ||B]|)

p(B) < |IBli (i=1V2V o).
Démonstration. Soit A une valeur propre de B, alors 3.X € (R*)" : BX = AX et donc
[BX |l = [[AX |l = [MIX s < I BI:[I X1l:, X € RY)™ (IBX: < |B]l:l| X[]:)-
D’ou, |A| < ||Blli = p(B) < ||B|liy, i=1V 2V o0. O]

D’apres le lemme 6.1, on tire que lexistence d’une norme ||.||;, (i =1V2Voo) de B qui vérifie
|B|l; <1 est une condition suffisante pour la convergence de la méthode itérative.

6.3.2 Principales méthodes itératives

On considere la décomposition suivante de la matrice A

—F
A=D-FE—-F = D
—-F
o1,
D . la diagonale de A,
—F :  la partie au dessous de la diagonale deA,

—F :  la partie au dessus de la diagonale de A.
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11 Q12 Q13
Exemple 6.5. Soit A= | as; as as3 alors

a31 aszz G33

a1 0 0 0 0 0 0 —Q12 —Qi3
D = 0 a922 0 s E = —Qa21 0 0 s F = 0 0 —asgs
0 0 ass —aszy —as2 0 0 0 0
On suppose que Vi =1,2--- . n, a; # Or (on peut s’y ramener si A est inversible).

i) Méthode de Jacobi: M =D, N=E+F
ii) Méthode de Gauss-Seidel : M =D —-FE, N=F
iii) Méthode de relaxation : M = (1)D - E, N=(X-1)D+F, weR".

Remarque 6.11.

1. Siw =1, la méthode de relaxation coincide avec celle de Gauss-Seidel.
2. La matrice M est inversible, car elle posséde toujours les a;; sur la diagonale.

3. la méthode de relaxation est une variante qui généralise la méthode de Gauss-Seidel. L’in-
troduction du parameétre w vise a accélérer la convergence de cetle derniére.

Présentation des algorithmes

On va, dans ce qui suit, expliciter les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel, et cela sur un systéme
linéaire a trois équations (n = 3).
Soit donc AX =b ou A € M3(R), b e R?

a11T1 + a12T9 + a13Tr3 — bl (1)
AX = b <— A21T1 + A922X9 + A23T3 = bo (2)
as31T1 -+ 3272 -+ a33T3y = b3 (3)

les (ai)iz12,..n €tant supposés non nuls; tirons xy de (1), xo de (2) et x5 de (3), on obtient
r1 = (b1 — apxe + aizxs)/an = f(xg, x3) (4)
Ty = (by — an@y + agsw3)/az = g(1, x3) (5)

x3 = (bs —amx1 + asxe)/ass = h(z1,z2) (6)

soit X© = (z{9 2 2t € R® quelconque.

La méthode de Jacobi revient au processus itératif suivant :

1¢7¢ étape :

1 0) (0 1

S s KO &

x5 = gy, x3) — X0 = Ty

) = h(x), 7)) 2y
2ime gtape :

x?) _ f(xgl) xg)) x?)

B2y —xo [ b

o = b ad) 75
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et ainsi de suite, jusqu’a satisfaction du critére d’arrét. (Il est évident qu’on ne peut pas calculer
le cott de la méthode).

La méthode de Gouss-Seidel’ revient au processus itératif suivant :

1°7¢ étape :

:1:51) = f(xgo),xéo))z Jacobi x§”
D2 by —xo [ oD
02 ) ki
2ieme gtape :
= g 0
2 2 2
T
R ke

(c’est a dire toutes les composantes calculées (x1, xa, ..., x;_1) sont utilisées pour calculer x;), et
ainst de suite, jusqu’a satisfaction du critére d’arrét.

Généralisation

Soit AX = b un systéme linéaire d’ordre n ot a; # 0, Vi=1,2,--- n. Les équations (4), (5)
et (6) précédentes se généralisent comme suit :

= <bl— Z aijxj> /aii, \V/Z:LQ,,?’L

=1, j#i
Etapes principales de la méthode de Jacobi :

1. Etant données A, b, X0 = (xgo),xgo), e ,xﬁ?))t, e( la précision )
et/ou K Max( le nombre mazimal d’itérations ).

2. mgkﬂ) = b — Z a;; T J Jai, Yi=1,2--- n
J=1, j#i
A répéter pour k=0, ..., KMazx.
Si
X040 - X
| X B

arréter les itérations, et Xt est une solution approchée de X solution du systéme donné
avec une précision relative e.

<€

Etapes principales de la méthode de Gauss-Seidel :
1. Etant données A, b, X ... (0 ) e et/ou KMaz.

Jj=t+1
A répéter pour k=0, ..., KMax.
Si

2. $5k+1) = ( Z az] Jk+1 Z alj > /a”, Vi = 1 2
7=1

() — X W)
[X D]

arréter les itérations, et Xt est une solution approchée de X solution du systéme donné
avec une précision relative e.

<€
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Remarque 6.12. 1. S’ eziste iy € [1,n] tel que a;y;, = 0, on procede & une permutation de
ligne sur A (et surb).

2. En général, la convergence de ['une de ces méthodes n'implique pas la convergence de ['autre.

3. Plus que p(B) << 1, plus que la convergence du processus itératif

X© eR" donné
X&) — px*k) 4 ¢

vers la solution exacte du systéme AX = b est plus rapide.

Exemple 6.6. Soient les quatre systémes linéaires A, X =b;, 1 =1,2,3,4.

1 2 —2 2 -1 1
A=(11 1 A= 2 2 2
2 2 1 1 -1 2

4 1 1 7 6 9

As=1| 2 -9 o0 A= 4 5 -4
0 -8 —6 7 -3 8

Etudier la convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel appliquées a chaque systéeme,
pour tout choiz de X© € R3, en utilisant le rayon spectral des matrices d’itérations. Conclure.

Réponse On trouve les résultats suivants :

0 -2 2 0 -2 2
Jh=1 -1 0 -1 Gi=(0 2 =3
-2 =2 0 0 0 2

avec p(J1) =0<1, p(Gy)=2>1, d’ou la méthode de Jacobi converge VX e R3, alors
que celle de Gauss-Seidel ne converge pas ¥V X© € R3.

2 1 1 1 1
0 5 —3 0 5 —3
10 0 0 -2
2 2 2
avec p(J2) = 1,118 > 1, p(Gy) = & < 1, d’ou la méthode de Gauss-Seidel converge
VXO € R3 alors que celle de Jacobi ne converge pas ¥ X € R3,
i 1 1 1 1
0 =3 —i T
Jg = 9 04 0 G3 = 0 gl gl
0 -3 0 0 —5 —%
avec p(J3) = 0,44 < 1, p(G3) = 0,018 < 1, d’ou les deur méthodes convergent ¥V X0 €
R3, mais comme p(G3) < p(J3) alors, la méthode qui converge plus rapidement est celle de
p p
Gauss-Seidel.
G 6 _ 9 6 9
0 -8 -2 0 —& -2
7 7 7 7
4 4 24 64
Ji=| -5 0 3 Ga=|(0 5 3
3 0 0 -5 _ 123
8 140 280

7

8
avec p(Jy) = 0,64 < 1, p(G3) =0,77 < 1, d’ot les deuz méthodes convergent ¥ X(©) € R3,
mais comme p(Jy) < p(G4) alors, la méthode qui converge plus rapidement est celle de
Jacobi.
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D’autres conditions suffisantes de convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-
Seidel

Soit le systeme linéaire AX = b ou A € M,(R) inversible, J la matrice d’itération de Jacobi
définie par :

T = (@hegen ot ay={ “ar SIES
= (0v)1<i < P A
HIEhIST " 0, s11=].

On a vu qu’une condition suffisante pour que le processus itératif converge (vers la solution du
systeme (S)) est que ||J||ny ot N est l'une des trois normes matricielles présentées.

1<i<n

n
Prenons la norme ||.||oo |||l = max (Z \ozﬂ) , alors
1

HJHOO<1<:,>Z‘OQJ‘<1, VZ:LQ’ N
j=1

et pour v fixé, on a

(loi| + Jevia] + -+ + |auin| ) < 1
ou encore , .
o (lai| + laiz| + - + |awm|) <1 = Z '|aij’ < ail

J=1, 371

auquel cas on dit que la matrice A est & diagonale dominante stricte.
Remarque 6.13. On aboutit a la méme conclusion pour la méthode de Gauss-Seidel (exercice).
D’ou le résultat suivant :

Théoréme 6.4. Pour que les processus itératifs de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent (¥ X(©) €
R™), il suffit que la matrice A du systéme AX = b soit 4 diagonale dominante stricte (D.D.S).

Proposition 6.1. Si A est symétrique définie positive, alors le processus itératif de Gauss-Seidel
converge ¥V X(© € R,

Méthode de relaxation

La matrice d’itération est dans ce cas B= M'N oo M = (1)D —E, N = (£2)D + F,
avec w un parameétre dans R*.

On remarque que st w = 1, cette méthode coincide avec celle de Gauss-seidel; on lutilise pour
accélérer la convergence de Gauss-Seidel :

w>1 procédé de sur-relaxation,
w =1 méthode de Gauss-Seidel,
w <1 procédé de sous-relaxation.

En écrivant le processus itératif :
XD = (MIN)X® + M1,

alors la méthode de relazation consiste en le schéma sutvant :
lors du passage de X o XD on ne retient pas X*+Y pour la suite, mais wX*) 4+ (1 —
W)X ®) . Autrement dit

G-S |
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et en injectant cette expression dans l’algorithme de Gauss-Seidel, on trouve l’algorithme sui-

vant : -
j=1 j=i

Convergence de la méthode de relaxation

Théoréme 6.5. (conditions sur le paramétre w)

Cas d’une matrice A quelconque (mais inversible), une condition nécessaire pour que la
méthode de relazation converge ¥ X© € R™) est que w €]0,2[.

Si A est 4 diagonale dominante sticte, alors la condition suffisante de convergence est que
w €]0,1].

Si A est symétrique définie positive, alors la condition nécessaire et suffisante de conver-
gence est que w €0, 2[.
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6.4 Exercices

Méthodes directes

Exercice 6.1. Soient les systémes d’équations linéaires suivants :

rT+y—2z2=3 3r+y—5z=14 v —y+2z2=-3

a) 2z —y+32=0 b)s 2z4+y—32=5 o) r—y+z=—4
—r—2y+z=-5 —r—y—2z2=4 20 +y— 2= -3

20 + 6y + 22+ 8t =16 10z —y+22=6 9 — 2z + 3t =5

r4+4y+22+2t=5 ) —r+1ly—24+3t =125 f) 20+ 4y+92+t=1
r+y+2z24+4t=9 20 —y+ 10z —t = —11 T4+ 2y+42 -8t =3
rT+Y+z+t=2 3y+8t—z=15 rH+t—24+4y="7

1. Résoudre les systémes linéaires donnés par la méthode d’élimination de Gauss (lorsque cela

est possible).
2. Résoudre les systémes linéaires donnés avec la technique du pivot total.
3. a) Donner la décomposition L.U des matrices des systémes a) et e).
b) Retrouver les solutions de ces systémes.

Exercice 6.2. Soient «;, i = 1,2, 3,4, quatre nombres réels non nuls et distincts deuxr a deux
et soit A € My(R) définie par :

1 ag/on asz/ag g/

1 1 ag/as  ag/as
A=

1 1 1 ay/as

1 1 1 1

On note par A la matrice diagonale A = diag(ay, as, asz, ay).

1. Triangulariser le systeme AX = b par la méthode de Gauss ordinaire en justifiant pourquoi
cect est possible.

2. Donner alors la décomposition LU de A et en déduire la décomposition A = LDV ou
D = diag(U).

3. a) Calculer linverse de la matrice L par deuz méthodes différentes.
b) Vérifier que V.= A1 L' A et en déduire V1.

c) Pour a; =1ia, i=1,2,3,4 et a € R*, écrire A et calculer A~
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Exercice 6.3. On désire résoudre le systeme linéaire HX = K ou K est un vecteur donné et
H est une matrice tridiagonale inversible.

ay bl 0 0 ce 0 kl
Co a9 bg 0 c.. 0 k2
0 C3 as b3 c. 0

H = , K =
0 . 0 Cph—1 QAp_q bn—l
o o0 ... 0 Cn an, k.

1. En appliquant la méthode d’élimination de Gauss ordinaire (les pivots étant supposées tous

non nuls), écrire la forme générale de la matrice triangulaire obtenue, ainsi que le vecteur
constant.

2. Résoudre ce dernier systéme.
Exercice 6.4. On considére le systéme AX = b défini par :

A= a€R et beR3

N — O

1
3
1

W = DN

1. Pour quelles valeurs du paramétre o, la matrice A est-elle symétrique définie positive ?

2. On pose a = 0. Quelle méthode directe peut-on utiliser pour résoudre le systeme
AX = b? justifier votre réponse.

3. On considére a = 1.

i) Résoudre les systemes linéaires AYW = e; (i = 1,2,3) o1 e; est le iéme vecteur de la
base canonique de R3.

ii) Donner la décomposition LU de A, en justifiant son existence.
iii) En déduire A=" puis U™
Exercice 6.5. Soit A = (a;j)1<i <3 la matrice définie par :
L [ii+s),  sii=],
Y 3min(i, ), si i J.
1. Donner la décomposition R.R' de A & l'aide de I'algorithme de Cholesky en justifiant son
ezistence.
2. En déduire la solution du systéme AX =b ot b= (1, 1, 0)~.

3. Comment peut-on résoudre, avec un minimum d’opérations, le systeme A2X = b? Justifier
votre réponse.
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Méthodes itératives

Exercice 6.6. On considére la matrice A et le vecteur b définis par :

1 1 3

s 03 8

1 1
A=lo Lo |, b=]1
1 1 5

2 03 8

1. a) Résoudre le systtme AX = b par la méthode d’élimination de Gauss.
b) En déduire le déterminant de A.

c) Peut-on utiliser les méthodes LU et Cholesky pour retrouver la solution du systéme

AX =07
2. a) Ecrire le processus itératif de Jacobi correspondant au systéme AX = b.
b) Soit X© = (1,0,1)%, calculer XV et X, Donner Uerreur absolue commise dans

chacun des cas en norme ||| -
c) Etudier la convergence de cette méthode.

3. Peut-on réécrire le systeme AX = b de maniére a assurer la convergence de la méthode de
Jacobi ¥ X € R3?

2 4
Exercice 6.7. Soit le systéme linéatre A X =bou A= 1 2 % etb=1 0
3 1 4 1

1. On note par a,(!;) le pivot de la jleme étape d’élimination de Gauss et Ay la sous matrice

d’ordre k de A .
i) Montrer Uéquivalence : det(Ap) #0, k=1,..,n < a,(!z) #0, k=1,...,n
ii) Peut-on utiliser les méthodes LU et Cholesky pour résoudre le systéme AX = b?

2. On considére le processus itératif de Jacobi associé au systéme AX =0 :
XE = gx® 4 ¢

i) Déterminer J et C.
ii) Calculer le polynome caractéristique P de J.
iii) Séparer les racines de P.
vi) Que peut-on dire sur la convergence de la méthode de Jacobi.
3. i) Montrer que si tout coefficient (c;;) de la matrice de Jacobi J associée & un systéme

linéaire d’ordre n vérifie : |oy;| < %, alors la méthode de Jacobi converge pour tout
vecteur initial X(©) € R".

ii) En déduire que la méthode de Jacobi associée a la matrice B = (b;;)o<ij<3 0U

bij = { NCAR 7 T3 converge VX e R®.
8ai, sii= ],



6.4. EXERCICES 85

Exercice 6.8.
I) Soit le systeme linéaire AX =b ou A € M,(R) et b € R". Montrer que si le processus itératif

associé a4 ce systéme
X0 ¢ R",
X&) = px®) L ¢ k> 0.

converge vers X la solution exacte du systéme AX = b, alors

i) [ X —X®], < % X&) — X =D ( estimation pas & pas )

i) |IX —X®|, < % XD — X OV, ( estimation & priori )

II) Soit le systéme d’équations linéaires (1) : Ax = b défini par

311
A=113 1 ], e b=, 4, 2"
113

1. Vérifier que les processus itératifs de Jacobi et Gauss-Seidel associés au systéme linéaire
(1) convergent, quelque soit le vecteur initial de R3. On désigne par X la solution exacte

du systéme (1).

2. Dans cette partie, on considere la méthode de Jacobi associée au systéme (1)

X0 ¢ R3,
X &+ — gx (k) f, k>0,

ou J et f sont a déterminer

On pose X = (0 2 0)*.
a) Calculer X et estimer Uerreur | X — X||s.
b) Quel est le nombre suffisant d’itérations ny & partir duquel on a :
[X™ — X < 10727
¢) Montrer que : VneN, 2\ + (" =2 et x:())n) = 0.
d) En déduire la solution evacte X du systéeme (1).
3. Dans cette partie, on considere la méthode de Gauss-Seidel associée au systéme (1)

{ Y0 ¢ R3,

YO+ Z Gy ® 4 g k>0, ot G et g sont a déterminer

On pose YO = (0, 2, 0).
a) Calculer Y@ et estimer Uerreur ||Y® — X|| .

b) Quel est le nombre suffisant d’itérations ny a partir duquel on a
[V — X[l < 10727

4. Commenter les résultats obtenus.

Exercice 6.9. On considére la matrice A et le vecteur b définis par :

11 1 1
11 —3 0

1. Résoudre le systeme AX = b par la méthode d’élimination de Gauss.
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0 -1 -1
2. Soit la matrice B=| 0 0 —%
2 2 0

a) Quelle relation y-a-t-il entre les matrice A et B? Ecrire le processus itératif correspon-
dant.

b) Montrer que P(\) = det(B — A\3) = =A% — 3\ + 1.

c) Séparer graphiquement les racines de P et vérifier que P admet une racine séparée
A € [15.3]. Conclure.

d) Comment peut-on déterminer I’approzimation initiale X©) pour retrouver la solution
exacte du systétme AX = b (de la question 1) aprés une étape ?

Exercice 6.10. On considére le systéme d’équations linéaires (S) : Ax = b défini par

A= , ol o, B € R*, wérifient aff =1 et b € R>.

— 9O N
[NCRRaTIE

X~ Q2

1. a) Calculer P(\) = det(J — A3) ot J est la matrice d’itération de Jacobi associée G A.

b) Montrer que P(—1) < 0 et étudier la convergence de la méthode de Jacobi appliquée a
(S) pour tout choix de z(*) € R3.

c) La matrice A peut-elle étre une matrice D.D.S ?

2. On considére la méthode de Gauss-Seidel associée au systéme (S)

X0 e R3,
X0+ —gx®) 4 g,

Calculer G et g; en déduire ’ensemble des valeurs de o, B pour lesquelles la méthode de
Gauss-Seidel appliquée o (S) converge pour tout choiz de ) € R3,

Exercice 6.11. Soit a résoudre le systeme d’équations linéaires Ax = b défini par

3 -1 0 0 by
-1 -1 0 | b
A= L 5 S| ser b=
0 0 -1 B by

1. Que peut-on dire de la convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel sans calculer
les matrices d’itération st

(a) B8=3;
(b) B=2.
2. Dans le cas ot 8 = 3, définissons b =" (1,0,2,28).
i) Calculer la solution exacte du systéme Ax = b, en utilisant la méthode de Gauss.

ii) Calculer les trois premiers itérés des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel en partant de
z(© = (0,0,0,0).

iii) Comparer ces itérés a la solution exacte. les résultats sont-ils cohérents avec ceux de la
question 1-(a).
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iv) S’il y a convergence des deur méthodes, déterminer celle qui converge le plus vite.
Pourquoi ?

Exercice 6.12. On considére la matrice A et le vecteur b définis par :

1 10 0
A= : 1 3 |, b=[1
0 5 1 0

1. Vérifier que les processus itératifs de Jacobi et de Gauss-Seidel associés au systéme linéaire
AX = b convergent, pour tout vecteur initial de R3.

2. On considére le processus itératif de Jacobi associé au systéeme (1) :

{ X0 ¢ R3,

X+ = X0 4 f | >0 ou J et f sont a déterminer .

On pose X = Ogs.
a) Calculer X et estimer Uerreur | X® — X||1, ot X est la solution evacte du systéme
(1).
b) Calculer p(J) le rayon spectral de J.
3. On considere le processus itératif de Gauss-Seidel associé au systéme AX =0 :

{ Y0 ¢ R3,

YO+ Z Gy ® 4 g k>0, ot G et g sont a déterminer .

a) Calculer p(G) le rayon spectral de G. En déduire que p(G) = (p(J))>.
b) On pose YO = Ogs. Montrer que : Vk €N, 3y§k) + yék) = 0.
c) En déduire la solution eracte X du systéme AX = b.

Exercice 6.13. 1. Pour une matrice carrée quelconque A montrer que p(A) < ||A|| pour toute
norme matricielle.
2. On suppose A symétrique définie positive. Montrer que p(A) < || Al|2.
3. Soit
1 a «
A=l a 1 a |, a€R.
a o 1
a) Pour quelles valeurs de « la matrice A est-elle définie positive ?
b) Ecrire la matrice J de litération de Jacobi.
c) Pour quelles valeurs de « la matrice de Jacobi converge-t-elle ¢
d) FEcrire la matrice J de litération de Gauss-Seidel.

e) Calculer p(G). pour quelles valeurs de « cette méthode converge-t-elle plus vite que celle
de Jacobi ?
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Chapitre 7

Calcul des valeurs et vecteurs propres
d’une matrice

7.1 Position du probléme

Soit A une matrice carrée o coefficients dans K (K = R ou C ). On cherche les valeurs et
vecteurs propres A € C, X € (K™)* (respectivement) de A tels que :

A valeur propre de A <= 3X € (K")": AX = \X.

X wecteur propre de A <= IN € C: AX = \X.

Soit P le polynome caractéristique de A. Alors
A valeur propre de A <= P(\) = det(A — ) =0,

c’est a dire A est une racine du polynéme caractéristique P.
Les méthodes de recherche des valeurs et vecteurs propres sont classées en deuz type :

Méthodes directes : elles procédent, généralement, en trois étapes principales :
i) recherche des coefficients de P,
ii) calcul des racines de P,
iii) obtention de vecteurs propres.

Méthodes itératives : ce sont des méthodes qui ne consistent pas en la recherche du polynéme
caractéristique P.

7.2 Meéthodes directes

1. Calcul direct de P(\) = det(A — A\I) : Pour n = 2,3,4, le déterminant d’une matrice est,
relativement, facile & calculer manuellement. Pour n (assez) grand, il faut utiliser un ordina-
teur, qui fait I’évaluation du déterminant d’une matrice d’ordre n en coit de O(n!) (complezité
exponentielle). Par exemple, si n = 20, un ordinateur trés puissant mettra des années pour

calculer det(A).
2. Méthode de Krylov : Rappelons d’abord le théoréme important suivant :

Théoréme 7.1. (Théoréeme de Cayley-Hamiltion) Si l’on note par P(\) le polynome caracté-
ristique d’une martice carrée d’ordre n A. Alors P(A) = O, (k)-
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On a
PO) = (1) (V" = TrAN + 0, aN2 + 0, gA"0 .. 4 det(4))

n—1

= (=" ()\” + > oy )\k> ot og = det(A), ap_1 = —Tr(A).
k=0

Cette méthode permet le calcul des coefficients du polynome P comme suit :

D’une part, d’apres le théoréme précédent, on a

n—1
P(A) = A"+Zak | = Oary ) = A" = ZﬁkAk, 0t By = —
D’autre part, sotent Yy un vecteur non nul de R™, B une matrice carrée d’ordre n définie par :
Bo
B
B = [Yy, AYy, A%Y,, ..., A"Y, et X = _2 . On trouve,
ﬁn—l

BX:CVOYE)‘{'ﬁlAYE)‘i‘---+ﬁn—1An_1YO:(ZﬁkAk> = A"Yp.

C’est a dire le vecteur X qui contient les symétriques des coefficients du polynome P vérifie le
systeme linéaire BX = b ou b = A™Yj.

Remarque 7.1. 1. Il faut choisir Yy de sorte que B soit réquliére.

2. La résolution du systéme linéaire obtenu peut se faire par l'une des méthodes étudiées dans
le chapitre précédent.

) 1 2 1 1 3
Exemple 7.1. SozentA:(B 4>,Y0:<1).Alors7B:[Yo,AY0]= {(1>,<7)]

17
etb:AQYO:<37

13 3 17 By =2 ap = —2
() (8)-(a) = {020 = {023

d’ot P(\) = A2 — 5\ — 2.

Remarque 7.2. D’autres méthodes de recherche des coefficients de P existent(Faddeev, Lever-
rier,. .. ), mais linconvénient des méthodes directes réside dans le fait qu’il faut chercher les
racines de P, ce qui nécessite [’emplot de méthodes de résolution d’équations non linéaires.

) . Donc le vecteur X = (Bo, /1)" vérifiant le syseme linéaire :

7.3 Meéthodes itératives

7.3.1 Meéthode de la puissance itérée

Cette méthode permet d’obtenir par itération la valeur propre de plus grand module d’une ma-
trice A ainsi que le vecteur propre correspondant.

Soit A une matrice réelle d’ordre n. On suppose, pour simplifier, que toute les valeurs propres
A, ..., A\, de A sont distinctes, de sorte que les vecteurs propres correspondants Vi,...,V,
forment une base de R™. Posons

Ml > Aol > .= [A| (e A €R).
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Soit X O un vecteur quelconque dans R, alors
Ja; €R, i =1,n tel que X0 = ZoziVi.
i=1

Appliquons la matrice A au vecteur X, on obtient

i=1 i=1
Appliquons de nouveau A

AXO =3 "0, AV =) NV,

i=1 i=1

et ainsi de suite, on aura

AkX(O) = Z az)\fVZ = O[l)\lf‘/l + Z a; )\f ‘/z
i=1

1=2

= A\ (041‘/1 "‘éai (%)kvz) .

n k
On voit que lorsque k tend vers 400, | a1 Vi + > oy (i—;) V;) tend vers oy V.
i=2

Par conséquent, au bout d’un nombre suffisamment grand d’itérations, on peut écrire
X = Ak X0 ~ Nk 1,
d’ou a ['itération suivante :
XEHD — AXK®) = AR X O ~ 2\ 17~ A X R,

Par conséquent,
Pl
IX®]

En pratique, on utilise cette procédure comme suit :
Dans le but d’éviter la manipulation (éventuelle) de nombres assez grands, on a intérét a nor-
maliser chaque vecteur X% pour k > 1, ¢’est & dire qu’on n’applique pas la matrice A au

4 (k) . k k
vecteur X% mais au vecteur Y¥) = H§€(T>H Donc si on suppose que ]xz(; )| = max ]1’5 )|,

[A1] =~

— la p™* composante de Y®) vaut 1,
— la valeur propre \; estimée & la k'™ itérations est la p composante du vecteur X®).

En effet; quand k est assez grand et la p™° composante de Vy est non nulle, on aura

ieme

k+1 k
( ) N )\l—i-l

Tp 1 V1p

=\
k Z :
2 MNaqvy,
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L’algorithme relatif a la méthode de la puissance itérée se présente comme suit :
1. Etant données A, X© = (xgo), e ,JJ%O)) vecteur arbitraire dans R7, € une précision sur .

2. On pose YO = XO pour (k> 1), on calcule le vecteur X*) = (acgk), o ,x%k)) tel que

X&) = Ay =1,

0w )
i S L Y |:1:I(f)\:max|x§ )\.

puis le vecteur

y k) — ’
x}()k) x:gk:)

Alors,

/\gk) = :E](f) et Vl(k) =Y ®,

3. Répéter l’étape (2) tant que
A=Az e

A ig“) et V|~ y k),

Remarque 7.3. Lorsque ['algorithme de la méthode de la puissance itérée est appliqué a la
matrice A~Y, il détermine la plus petite valeur propre de A, c’est la méthode de la puissance
1térée inverse.

Exemple 7.2. Soit

1 1 0
A= 0 2 0
0 -1 3
Les wvaleurs propres de la matrice A sont \y = 3, Xy = 2, A3 = 1 et les vecteurs propres

correspondants sont Vi = (0,0,1), Vo = (1,1,1) et V3 = (1,0,0). Montrons que la méthode de
la puissance permet de recalculer A et Vi. Posons X(© = (0,1,0) = Y(© = (0,1,0) alors

XD = AYO = (1,2, 1) = p=2, AV =2¢ YV = (%,1,_71)
X® = Ay ® = (;,27_75) —p=3, A\ = _75 et Y = (%3, %4’ 1)

X® = AY® = (_57,%8, 159) —p=3, A9 = % et Y = (1—5,1—98,1)
X0 AYO — (32, T 1D = =3 A0 = T e YO — (2, 0
X6 — Ay @ _ (;_:;17 _6_?;2’ %) — p=23, A% = % et YW = (;TB;’;T:?’ 1)
O _ Ay 6) _ (;T?’;TGI{%) — p=23, A0 = % et YO = (;7653,%,1).

Remarquons que la suite (A®)) converge vers A\; = 3 et (Y®)) converge vers Vi = (0,0, 1).

Remarque 7.4. Si on choisit un vecteur propre de la matrice A comme vecteur initial X© de
la méthode, on risque de ne pas avoir la plus grande des valeurs propres.
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7.3.2 Meéthode de Rutishauser

Principe de la méthode : Construction d’une suite de matrices semblables a A, et qui converge
vers une matrice triangulaire (ou diagonale si A est symétrique).
Rappels :

1. Une matrice B est dite semblable a une matrice A, si elle existe une matrice inversible P
telle que : B = P7'AP.

2. Deux matrices semblables ont mémes valeurs propres.

3. Les valeurs propres d’une matrice triangulaire (ou diagonale) sont situées sur sa diagonale.

4. Une matrice A est dite diagonalisable si toutes les valeurs propres de cette matrice sont
simples.

5. Si toutes les sous matrices principales d’une matrice A sont inversibles, alors elle se décom-
pose sous la forme A = LU ou L est triangulaire inférieure unitaire et U est triangulaire
SUPETIEUTE.

La méthode de Rutishauser utilise cette décomposition plusieurs fois de suite. On supposera,
dans le cadre de cette méthode, que toutes les décompositions LU sont possibles.

Soit Ay = A= LU = LUy,

Ay est calculée comme suit : Ay = ULy, qu’on décompose encore en Ay = LoUs,

de méme : As = Us Lo, qu’on décompose encore en Az = L3Us,

et ainsi de suite, on obtient une suite de matrices (Ag)ren+ définie par :

{A1=A=L1U1,

Agi1 = ULy, qu’on décompose encore en Apy1 = L1 Upyq.

Réécrivons

AQ - U1L1 — (Ll_lLl)UlLl - L1_1<L1U1)L1 — Ll_lAlLl,

ce qui implique que Ay est semblable a A. De plus, on a
Apir = UpLy = L (LyUy) Ly = L' Ay Ly,

et
Apyr = LN LyUp) Ly = L' (Up 1 L1 ) Ly, = L 'Ly A 1 Ly Ly,

donc de proche en proche, on obtient
Ak+1 == L;lLI;_ll P L;lLfl ALlLQ e Lk*lLk-

Posons Ly, = L1Lo...Ly, alors on a L} et /l,;l sont des matrices triangulaires inférieures
unitaires pour tout k € N* et Ay = E,;lAﬁk.
Donc d’une part, on a Ay, est semblable a A pour tout k > 2,

et d’autre part,
lim A, = lim L£'AL, (7.1)

k—+o00 k—+o00

ot L et L1 sont des matrices triangulaires inférieures unitaires.

Or si A est diagonalisable, elle existe une matrice P inversible telle que P~'AP = D ou D est
une matrice diagonale, alors on a Ay, est semblable & A pour tout k € N* et A est semblable a
D, ce qui entraine que Ay est semblable a D, Yk € N*. Faisons tendre k vers +o00, elle existe
une matrice () inversible telle que

klir+n A =Q'DQ =Q P APQ = (PQ) ' APQ.
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D’apres (7.1), on tire que les matrices P et Q) sont triangulaires, ce qui implique que la suite
(Ag)gen+ converge vers une maltrice triangulaire, elle a donc les mémes valeurs propres que D
et donc que A.

Dans la pratique, on se donne € (trés petit>0) puis on construit la suite (Ay) jusqu’a ce que
Jko € N* tel que Ay, soit approzimativement triangulaire & € pres.



Chapitre 8

Résolution des équations non linéaires

8.1 Position du probléme

Soit f :[a,b] C R — R une fonction au moins continue sur [a,b]. On cherche les racines de f
c’est a dire les points x € [a,b] tels que f(x) = 0.

Ce probléeme est important en particulier en optimisation ot l'on cherche & minimiser (ou maxi-
miser) une fonction, car on cherche les points ou la dérivée s’annule.

Si f(a).f(b) <0, alors par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe au moins une racine
a de f dans Uintervalle [a,b]. Si de plus, f est strictement monotone alors f est une bijection
el cetlte racine a est unique dans [a,b).

Nous supposerons que « est l'unique racine de f dans Uintervalle [a,b].
En général, les méthodes de résolution numérique de f(x) = 0 sont des méthodes itératives.
Flles consistent a construire une suite (x,), convergente (le plus rapidement possible) vers .

8.1.1 Séparation des racines

La plupart des méthodes de résolution nécessitent la séparation des racines, c’est a dire celles
qui consistent en la détermination d’un (ou des) intervalle(s) fermé(s) et borné(s) de [a,b] dans
le(s)quel(s) f admet une et une seule racine.

La séparation des racines s’effectue, en général, en utilisant deuz types de méthodes :

i.Méthode graphique : Soit on trace (expérimentalement ou par étude de variations de f)
le graphe de la fonction f et on cherche son intersection avec l'aze (Oz).
Soit on décompose f en deux fonctions fi et fo simples a étudier, telles que f = f1—fa, et on
cherche les points d’intersection des graphes de fi et fo, dont les abscisses sont exactement
les racines de f.

Remarque 8.1. On choisit souvent fi et fo de facon que leurs courbes soient des courbes
connues.

Exemple 8.1. La fonction f définie par : f(x) =Inx — %, x €0, +00[ a une racine unique

dans Uintervalle [3,3]. En effet; posons fi(x) =Inx et fo(x) = 1. Alors

1}

f(x) =0< fi(z) = fo(x) et d’apres le graphe

Y

e o
N | Ot

(A1) N Cf) = {<a,f<a>>, ael
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|
\
Il'w
Il.l. ‘“ i—:*{
ii. Méthode de balayage : On considére une suite croissante finie {z;, i = 0,1,...,n} de

valeurs de x réparties sur l'intervalle [a,b]. Si f est continue et f(x;)f(xit1) < 0, alors il
existe entre x; et x;11 au moins une racine de f (c’est le théoréme des valeurs intermé-
diaires).

Exemple 8.2. Le polynéme P défini par : P(x) = 2* — 2® — 2% + T2 — 6 a au moins deuz
racines réelles on €] — 3, =1, ag €]0,2[ car : P(—4) = 270,p(—3) = 72, P(—1) = —12,
P(0) = —6, P(2) =12 et P(3) =60,...,ect.

8.2 Meéthode de dichotomie (ou de la bissection)

Cette méthode est utilisée pour approcher les racines d’une fonction continue f : R — R. 5’
eziste a,b(a < b) avec f(a)f(b) <0, on sait alors qu’il existe au moins une racine a de f dans
Vintervalle ]a, b[. Posons ag = a, by = b, Iy =|ag, bo| et xo = ‘“’TH’O
Pour n > 1, on choisit le sous-intervalle I,, =|a,,b,| de Uintervalle la,_1,b,_1[ de la fagon
suivante :

An—1+bp—1

a) posons T, i =

b) si f(zn_1) =0, alors a = z,,_1 et la méthode est terminée,
c) si f(xn_1) #0, alors
i) si f(an_1).f(xn_1) <0, alors o €la,_1,T,_1| et on pose a, = a,_1, by, = Ty_1;
i) si f(zp_1)-f(bp_1) <0, alors a €]x,_1,b,_1] et on pose a, = x,_1, by = by_1;
d) on définit Uintervalle I,, =]a,,b,[; on augmente n de 1 et on recommence du point a).

On obtient donc une suite de valeurs approchées de o :

a0+bo a1+b1 an+bn
Ty = , L1 = N g ..
2 2 2
telle que
b—a
|z, —a] < SIS (8.1)

Exercice 8.1. Retrouver l'inégalité (8.1).

Remarque 8.2. L’inégalité (8.1) nous permet d’estimer le nombre suffisant d’itérations n pour
approcher a avec une précision donnée €, il suffira de résoudre l'inégalité : ;;—fl < € par rapport
an.
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8.3 Méthode du point fixe (des approximations successives)

On suppose que f ne posséde qu’une seule racine, notée o, dans |[a,b].
Principe de la méthode des approxrimations successives :

On remplace ’équation f(x) =0 par une équation équivalente x = ¢(x) ou ¢ est continue, et
on construit la suite récurrente définie par

{ xo firé dans [a,b);

Tpr1 = O(x,), n >0, (8.2)

avec espoir que la suite (x,) converge vers la solution o du probléme posé.

Interprétation géométrique :

— Chercher « tel que f(a) = 0 revient a chercher Uintersection du graphe de f avec laze des
abscisses.

— Chercher « tel que ¢(a) = « revient a chercher Uintersection du graphe de f avec la droite
y =x, c’est a dire a trouver le point fixe de ¢, d’ou le nom de la méthode.

Ezemples : On peut remplacer l’équation f(x) = 0 par Uéquation x = x — f(x) = ¢(x) ou par
r=1x—1% = 4(x),a #0.
. a
Questions :
— La suite (x,,), converge-t-elle ¢
— Si out, converge-t-elle vers o
— Question d’analyse numérique : il y a convergence vers o, 4 quelle vitesse converge-t-on ¢
Peut-on estimer ’erreur commise sur [’approzimation de o

La réponse a la deuziéme question est oui, si x, € [a,b], Vn € N. En effét;

Soit x = lim x,. Alors comme ¢ est continue on a
n—-—+00
Tpy1 = ¢(xn)
| |
r = ¢)

donc la limite de (x,,), vérifie x = ¢(z), et si x € [a,b] on obtient v = a.
Done pour que (z,), converge vers «, il suffit que (x,) converge et que x, € [a,b], Vn € N.

Définition 8.1. Soit I un sous-intervalle de R et ¢ : I — I une application continue.
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1. On dit que o € I est un point fixe de ¢ dans I si ¢p(a) = .

2. On dit que ¢ est contractante si ¢ est Lipschitzienne du rapport K avec 0 < K < 1,
c’est a dire s’il existe K €]0, 1] tel que

Va,y €I, |¢(x) — o(y)| < Kz —yl.

Théoréme 8.1. Soit ¢ : [a,b] C R — [a,b] une application contractante. Alors
1. ¢ admet un point five unique o € [a, bl.

2. La suite définie par : x,41 = ¢(x,), n > 0 converge vers a, ¥ xg € [a,b], et on a
l’estimation suivante de l’erreur

n

o — x| < N K|x1 —x9| ou K est la constante de Lipschitz. (8.3)
Démonstration. i. Existence : on a |z,41 — x,| < K"|z1 — 20|, Vn € N. En effet;
puisque z;11 — x; = ¢(x;) — d(x-1), i =1,...,n et ¢ est K — Lipschitzienne, alors
’xn+1 - xn| S K|'rn - In—l‘ S Kz‘xn—l - xn—2’ S R S Kn|$1 - IO"

D’ou, Vn,p € N on aura

[Zntp = Tnl < |Totp = Togp1| + [Toip-1 — Tngp—a| + ..o+ |Top1 — 24
< (KmtP=l 4 Kntp=2 4 4 K") |2y — g
= K'(1+ K+ K>+ ...+ KP 1) |2, — 2
= K"l 2 — x| (car:1— KP <1)
< Eolry — x| — 0 quand n — 400 (car: 0 < K < 1).

La suite (z,), est donc de Cauchy dans R, donc convergente dans R (car R est complet).
Soit « la limite de cette suite ; par continuité de ¢, ¢(«a) = «, d’ou I'existence du point fixe.

De plus, si on fixe n et en faisant tendre p vers +oo on obtient

n

1-K

la — x| < |z — 0]

ii. Unicité : soient ay et ag, deux points fixes de ¢. On a :

|y — as] = [p(a1) — ¢(a2)| < Klay — ayl,

et par suite, K <1 = a; = as.

Remarque 8.3. 1. ¢ est contractante sur [a,b] = ¢ est continue sur [a,b].
2. Plus la constante de Lipschitz K est petite, plus la convergence est rapide.

3. Dans la pratique, il faut d’abord déterminer l'intervalle sur lequel la fonction ¢ est contrac-
tante (si elle Uest!) puis éventuellement le réduire pour que ¢([a,b]) C [a,b].

4. L’inégalité (8.3) nous permet d’estimer le nombre suffisant d’itérations n pour approcher o
avec une précision € donnée, il suffira de prendre

In (414())
n = _\lmmnl) +1
In K '
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5. En pratique, on arréte le processus x,41 = ¢(x,) si Uerreur relative m]lgl—:fll <€ ou € est
n

la précision relative, (ou si lerreur absolue |, 1 — x,| < € lorsque xpq ~0).

Il est important d’avoir un critére pratique assurant qu’une fonction ¢ est contractante (Lip-
schitzienne, avec 0 < K < 1).

Proposition 8.1. Soit ¢ une fonction dérivable sur [a,b] C R.
Si|¢'(x)| < KVx € [a,b], alors ¢ est K— Lipschitzienne sur |a,b].

Démonstration. Soient x,y € |a,b]. Puisque [x,y] C [a,b], on a

1
0

o) = o) = [ $(6)ds = [ $latly—a)ly—a)dt (posons s =z +t(y — )
donc,
9(y) = o(@)| = |y &'(x + tly — @)y - @)
< o ld' @+ ty —2)ll(y — 2)|dt < K|y — =l.
Ou bien, on utilise la formule des accroissements finis :
o(y) — d(z) = ¢'()(y — ), ot & €lr,yl,

donc

6(y) — ¢(x)| = &' (lly — = < Ky — x|.

Remarque 8.4. 1. Si f € C'([a,b]), alors

m[a)g} |¢'(x)] < 1= ¢ est contractante sur [a,b] avec K = m[a}é} | ().
x€|a, rE|a,

2. Cette proposition est bien utile car il est beaucoup plus facile de regarder le maz de ¢' que
de vérifier que ¢ est contractante.

3. Attention : soit la fonction ¢(x) = x +% pour x > 1. On a ¢(z) = 1 — ;%27 alors
¢/ (x)| < 1,V € [1,+o0[ mais sup |¢'(z)| =1 et
z>1

[o(x) = d(y)| < |z —yl.
Pourtant ¢ n’a pas de point fize, en effet x = ¢(z) < % = 0!

Proposition 8.2. L’image d’un intervalle fermé borné [a,b] par une fonction continue est un
intervalle fermé borné. Autrement dit : si ¢ est continue sur [a,b] alors

o([a,b]) = [m, M] ot m = min ¢(z) et M = max ¢(z).
z€a,b] z€a,b]
De plus,
1. ¢ est croissante = ¢([a, b]) = [d(a), H(D)].
2. ¢ est décroissante = ¢(|a, b)) = [¢(D), p(a)].
Proposition 8.3. Soit ¢ une fonction continue au voisinage de « tel que ¢(a) = a.
1. Si|¢'(a)| < 1, alors il existe un intervalle [a,b] contenant o pour lequel la suite (xy,), définie
par (8.2) converge vers o, Vxo € [a, b]
2. Si|¢'(a)| > 1, alors pour tout intervalle réel [a,b] contenant «,
soit Vxg € [a,b] (xg # o), la suite (xy,), définie par (8.2) ne converge pas vers a
(on dit que la suite (x,) diverge), soit elle est stationnaire en « & partir d’un certain rang.
On dit alors de o qu’il est un point fixe répulsif.
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Etude de quelques cas (suivant ¢)

Les exemples qui suivent montrent que les transformations en x = ¢(x) aboutissent a des com-
portements différents :

1. Si f(x) = 2% + 3e* — 12 = 0, on peut I'écrire sous les différentes formes :

& z=x+ f(x) =¢i(x), z€R
& z=12— f(r) = pa(x), x € R.
& v =/12 — 3e* = ¢3(x), = > In4.
& = ln(%) = ¢u(z), —2v3 <z <23,
2. Soit f(z) = tanx — z. Cette fonction admet une seule racine o dans [, 37”] On peut écrire

Uéquation f(x) =0 sous les deuz formes suivantes :
a) x =tanz = ¢1(z) et b) x = arctanx = Po(x).

Cas a) : |¢)(z)| =1+ tan’z > 1, Va € [r, %], alors
la méthode du point fize correspondante diverge.

Cas b) : |¢h(z)| = 752 < 1, Y € [, 5], alors

la fonction ¢o est contractante sur [, ‘%’r]

3. Soit f(z) = 2* — 6x + 8 = 0. Cette fonction admet deuz racines : oy = 2 et ay = 4.
On peut écrire 'équation f(x) =0 sous les deux formes suivantes :

i) T = # =¢1(x) et i) x = /6x — 8 = ¢o(x).

Cas i) : |¢)(2)| = % <1=|z| <3, alors
la méthode du point fize correspondante converge vers ay = 2 si on prend, par exemple
[a, 0] = [, 3].

Cas ii) : |¢h(z)| = |\/627| <1l= x> ~282, alors
la méthode du pownt fize correspondante converge vers g = 4 st on prend, par exemple

[a,b] = [3,5].

Interprétation géométrique

¢'(a) <1
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RO*2

—1<¢(a)<0

8.3.1 Ordre de convergence d’une méthode itérative

En plus de la convergence d’une méthode itérative x,,1 = ¢(x,), xo donné; il est important
de connaitre la rapidité de cette convergence. On souhaite savoir la relation entre l'erreur d’ap-

proximation d’une étape n et celle de l’étape (n+ 1), ceci nous conduit & la définition suivante :
Définition 8.2. Une méthode itérative définie par xn,.1 = ¢(x,) est d’ordre p ssi Ik € R%
telles que

i Jw=al e
n—too |z, — alP n—+too |e,|P

ou le terme e, = x, — a est l'erreur a l’étape n.

Dans le cas 0w ¢ est p fois dérivables sur [a,b], le développement de Taylor autour de o donne :

Tpy1 —a = d(z,) — ¢(a)

— (@ — )¢(a) + E5 2§ (a) + ... + L2240 (@) 4 (2, — a)Pe (2 — a),

avec lim €,(z, —a) = 0.
n—-—+00
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~- Si ¢/ () # 0, on obtient x, 1 —a = ¢ (a)(v,—a) ((x,—a)®, a > 2 est assez petit devant (x,—
a) quad n grand), d’ot lim lena] ¢ ()] #0 = p=1.

n—-+oo ‘€n|

- Si¢(a) =0 et ¢"(a) #0, on obtient x,11 —a = M(ﬁ”(@), d’ot

1
lim ensa] _ —|¢"(a)] #0 = p =2.

n—+00 ‘6n|2 2
~ La méthode est dite d’ordre p si et seulement si ¢'(a) = ¢"(a) = ... = ¢P"V(a) = 0 et
) () # 0.

Remarque 8.5.

Sip =1, la convergence est dite linéaire. Ce qui est le cas général des méthodes d’aprorima-
tions successives.

- Sip=2, la convergence est dite quadratique.

- St p =3, la convergence est dite cubique.

Ordre et rapidité de convergence. Supposons qu’on a deux méthodes telles que :
Méthode (1) : Z=1=01 — .75,

|zn—al
Meéthode (2) : 18l — 0.75.
Méthode (1) : |z, — | = 0.75|z, — a] = (0.75)%|z,_1 — a| = ... = (0.75)"|x¢ — a.

Meéthode (2) :

Tpy1 — ) = 0.75]z, —al> = (0.75)(0.75|x,_1 — a|*)?
= (0.75)3 2,1 — |t

= (0.75)%" Yzg — a)*.

Question : Quel est pour chacune des deuxr méthodes, le nombre minimal d’itérations pour
avoir une erreur < 1078, en supposant que |ro —a| = 0.5 2

méthode (1) : |xpy1 — al = (0.75)"zo — a| <1078 = n > 62.

méthode (2) : |tpi1 —a| = (0.75)* " zg —a)” <108 = n > 4.

Donc la deuxieme méthode converge plus rapidement que la premiére.

D’ou, plus Uordre p est grand, plus vite [’erreur décroit.
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8.4 Meéthodes de type x,.1 = ¢(x,) =z, — ﬁEiZ;

Dans cette catégorie de méthodes, ¢ a la forme particuliére ¢(v) = x — %. 1l est clair que, sous

certaines conditions sur g, un point fixre o de ¢ est une racine de f.

8.4.1 Meéthode de Newton-Raphson (méthode de la tangente)

La méthode de Newton-Raphson est une méthode de type point fixe pour la fonction

@)
F(@)

Supposons qu’on a déterminé un intervalle [a,b] dans lequel f admet une racine séparée c.

¢(r) =

Interprétation géométrique

Graphiquement la méthode de Newton-Raphson fonctionne comme suit :
a partir d’un point xo bien choisi dans |a,b], x1 est labscisse du point d’intersection de la
tangente de graphe de f au point (xo, f(x0)) avec U'aze des abscisses. Dot

_ 00— f(xo) _ —f(x0) s f (o)

= — —
T — Xo T1 — Zo ’ f’(xo)

f' (o) ( si f'(zo) #0),

en répétant le processus sur x1 on obtient un point xo, et ainsi de suite.
Les points (x,)nen vérifient donc la relation de récurrence :

xn-i—l = xn - f/<£[f )7
n

c’est la formule de Newton-Raphson' la plus utilisée dans la recherche des racines de f.
Théoréme 8.2. Soit f € C*([a,b]) vérifiant

1. f(a)£(b) < 0;

2. fl(x) #0 Va € [a,b], ( c.a.d : f' ne change pas de signe dans [a,b]);

3. f"(x) #0 Vz € [a,b], ( c.a.d :f" ne change pas de signe dans |a,b]).

n >0,

! Joseph Raphson 1648-1715
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Alors
a) f admet une racine unique dans [a,b],

b) la suite (z,), converge vers a Vxqy € [a,b] vérifiant f(xo)f"(xo) > 0. De plus, cette conver-
gence est quadratique tel que

lim Tpy1 — @ o f”(a)
n—-+o00 (:L’n — 04)2 o 2f’(0&)

Démonstration.
a) D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, les conditions (1) et (2) impliquent I’existence
et l'unicité de « € [a, ] telle que f(a) = 0.

b) Montrons la convergence de (z,), vers a.

f(xn)

i) Etudions la bornitude de la suite (z,,), On a ,41 = x,, — sy alors
Tp+1 — O = Ty — Q@ — f/((:iz))
— -+ LUHED (f(0) —0). 1)

Le développement de Taylor de f au voisinage de x,, & I'ordre 2 donne

(a— $n>2
|

S ), min(an,0) < €, < max(z,, ).

fla) = fan) + (o — zn) f'(zn) +
En substituant 'expression de f(«) dans (1), on obtient

— / (a=zn)? o _

— (Oé—l’n)2 f”(fn)
2! f'(zn)

D’otu les deux cas suivants :
1. f et f” sont de méme signe — x,,1 > «, Vn € N, c.a.d. (x,) est minorée par «.

2. [ et f” sont de signes différents —=  x,,1 < o, Vn € N, c.a.d. (z,) est majorée par
Q.

ii) Etudions la monotonie de la suite (z,),en. On distingue quatre cas :

Cas (1) f'(x) >0et f"(x) >0 Vz € a,b].
Cas (2) f'(x) >0et f"(x) <0 Vz € a,b].
Cas (3) f'(x) <Oet f"(x) <0 Vz € la,b].
Cas (4) f'(x) <0et f"(x) >0 Vz € a,b].

Cas (1) Soit f'(z) > 0 et f"(z) > 0,Vx € [a,b], alors z,, > o, Vn € N,
Supposons que xg est choisi de sorte que f(xg).f”(x¢) > 0 et montrons que (z,), est
décroissante. On raisonne par récurrence :

Pour n=0: z;=2¢— % =X — Tg = —% < 0; en effet on choisit xq tel que
f(zo) > 0 car f"(z¢) > 0. Donc 1 — 29 < 0 = 21 < .
Pour ne N*: 2,y — 2, = —% < 0; en effet

{xn>a, VneN = f(zn) > fla) =0, Vn e N*,

f croissante sur [a, b|
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donc 41 — 2, < 0= 2,1 <z, Vn € N*.
Conclusion Vn € N, z,,1 < x,, donc la suite (x,)nen est décroissante minorée, d’ou
elle est convergente.

Cas (2) Soit f'(z) > 0 et f"(x) < 0,Vx € [a,b], alors x, < a, Vn € N. Supposons que
est choisi de sorte que f(z).f"(zo) > 0 et montrons que (x,), est croissante.

Pour n=0: ;=9 — f,((w“)) =2 — 2y = ;,((ZO)) > en effet, on choisit xy tel que
f(zo) <0 car f"(z9) < 0. Donc xl — 20> 0= 2; > 7.
Pour ne N*: 2,1 — 2, = ]’:,(( > 0; en effet,

{x"“" vneN = f(z) < f(a) =0, ¥n € N,

f croissante sur [a, b|
donc 1 —xp, > 0= 2,1 > 2, Vn € N*.
Conclusion Vn € N, x,.1 > z,, donc la suite (z,),en est croissante majorée, d’ou elle
est convergente.
De la méme maniére on traite les deux autres cas.

]

Commentaires : 1l est trés important de choisir xo aussi proche que possible de «, sinon, non
seulement la suite (x,)nen peut converger vers une aulre racine, mais peut aussi diverger.
Conclusion sur la méthode de Newton-Raphson
1. Avantage principal : en régle générale, la convergence de cette méthode (si elle a lieu)
est quadratique (d’ordre 2) telle que |r,41 — a| = k|lz, — af*, k € R, (celle du point fize
quelconque est, en général, d’ordre 1 |x,11 — o = k|z, —al, k € R).
2. Inconvénients :
a) choix du point de départ xo pour avoir la convergence,
b) calcul, a chaque étape, de f'(x,) en plus de f(x,).

8.4.2 Meéthode de la sécante

Dans certaines situations, la dérivée de [’ est trés compliquée ou méme impossible o expliciter.
On ne peut pas alors utiliser telle qu’elle la méthode de Newton-Raphson. L’idée est de remplacer
f' par le tauz d’accroissement de f sur un petit intervalle [x,_1,x,] :

Ty — Tp-1

f(xn)'_(f(xn—l>

Remarque 8.6. On notera que ['algorithme itératif ne peut démarrer que si on dispose déja de
deuz valeurs approchées xq, x1 de o

Tpi1 = Tp — f(zn) ,n>1.

8.4.3 Meéthode de la corde

Cette méthode est obtenue en remplacant f'(x,) par une constante Q) fixée dans la formule de
Newton-Raphson :
f(xn)
Q@

Tpt1l = Tp — ) n > 0.

f()=f(a)

— , dans le cas ou [’on cherche une

On peut prendre par exemple QQ = f'(z), ou bien Q =
racine dans 'intervalle [a, b].
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8.5 Conclusion

1. L’avantage de la méthode du point fixe est que si elle converge, elle convergera quelle que
soit la valeur initiale choisie dans Uintervalle de convergence. Son inconvénient principal
est sa lenteur de convergence, on peut néanmoins l’accélérer.

2. La méthode de Newton-Raphson est plus rapide car la vitesse de convergence est d’ordre au
moins 2; la difficulté réside dans le choiwx de la valeur initiale !

3. Les différentes méthodes proposées ont leurs avantages et leurs inconvénients, on choisira
celle qui convient le mieuzr au probléme posé! On wvoit qu’il est donc nécessaire d’étudier
correctement les algorithmes avant de se lancer dans la programmation! C’est la démarche
obligatoire en analyse numérique.
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8.6 Exercices

Exercice 8.2. On considére la fonction f définie par f(x) = 2° —e™®, z € R.

1. Séparer les racines de f, puis montrer que f(x) =0 admet une solution réelle unique o et
que a € [3,1].
2. Déterminer, par la dichotomie, une approzimation de o & 5.1072 pres en utilisant le test

d’arrét |x, 1 —x,| < e. Déterminer le nombre d’itérations suffisant pour avoir cette précision
en utilisant la formule de [’erreur. Commenter.

Exercice 8.3. On considére l’équation :

1

= f(z) = A—H(e—” +Az), z €[0,1], X € R (8.4)
1. a) Montrer que les hypothéses du théoréme du point five sont vérifiées par f dans Uintervalle
[0, 1].
b) En déduire que I'équation (8.4) admet une solution séparée o € [117,1].
2. Soit ’équation :
Flz)=e®—2=0. (8.5)

a) Quelle relation y a t-il entre les équations (8.4) et (8.5) 7
b) Les hypothéses du théoréme de Newton sont elles vérifies dans Uintervalle [0,1] 7

c) Trouver un sous intervalle I fermé de [0,1] dans lequel l’algorithme de Newton appliqué
a Uéquation (8.5) converge Yx, € 1.

Exercice 8.4. Soit l’équation f(x) =0 ou f(z) = 2"+ 2z — 1, z € R.

1. Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une seule solution réelle positive s. Vérifier que

s € [{ 3
2. Montrer que la méthode de Newton est applicable sur [1—%7 %]

3. Approcher s & 0,5.1073 prés, par cette méthode.

Exercice 8.5.
On considere la matrice A définis par :

0 -1 -1
A=10 0 -3
2 2 0

a) Montrer que P(\) = det(A — A\I3) = —A\3 — 3\ + 1.

b) Séparer graphiquement les racines de P et vérifier que P admet une racine séparée e [%, %]
c) Déterminer une fonction ¢ telle que la suite définie par : A1 = ¢(\,), n > 0 converge vers
AV € [%0, %]

d) Pour g = %, calculer A\, et Ny avec 5 chiffres significatifs, puis estimer Uerreur | Ay — M.

a) Montrer que l'algorithme de Newton associé & l'équation P(\) = 0 s’écrit :

1/2)3 +1
Aoy = = | Z2n n > 0.
1 3(Ag+1>n—

b) Montrer que l'algorithme de Newton converge vers AV € [1—10, %} vérifiant une certaine
condition a préciser.
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c) En utilisant le théoréme des accroissement finis a la fonction P sur Uintervalle [\, M\py1] ou

([Ans1, A]) et le développement de Taylor de la fonction P a Uordre 2 en X\, suivant :

(/\n—H - )\n>2

T f )

f<)‘n+l) = fO‘n) + ()‘n+1 - An)fIO‘n) +

ot &, €] Ant1, An| (0u |An, Angi| ). Montrer que
— M

Anp1 — Al < 2_‘)‘714-1 — A f?
m

ot M = max [P"(A)[, m= min [P'())].
z€l5.3] z€({5.3

d) Pour g = %, calculer Ay et Ay avec 5 chiffres significatifs, puis estimer Uerreur |Ay — X!.
Comparer la rapidité de convergence des deux méthodes (Newton et point fize).
Exercice 8.6. Soit la fonction f définie par : f(z) = —e 'z +3 —e ", z € R,

1. Montrer que l’équation f(x) =0 admet deuz racines réelles positives « et 3 ot o € [0,1] et

g el e.
2. a) Montrer que Uéquation f(x) = 0 est équivalente sur [1,e] a l'équation ¢(x) = x ou
plx) = e —el™

b) La fonction ¢ vérifie-t-elle les conditions du théoréme du point fize sur lintervalle [1, e]?
c) Montrer que la suite itérative x,11 = p(x,), n > 0 converge vers la racine 3 Y xo €
(14 15, €.
d) En prenant xo = 1,1; calculer x4 et estimer l'erreur |xs — [3).
(Indication : e=¢ = 0,0660 et e'~¢ = 0,1794)
Exercice 8.7. Soit la fonction f définie par :

flz)=e*—2+1, z€R.

1. Montrer que l’équation f(x) =0 admet une solution séparée o dans lintervalle [1,2].

2. Déterminer un intervalle I et une fonction ¢ tels que la méthode du point fize converge vers
la solution o, en prenant xo = 1.

Exercice 8.8. On considére la fonction f définie par - f(z) =2 —In(z +1), z eI =3,1].
1. Montrer graphiquement que f(x) = 0 admet une seule solution réelle strictement positive «
et que o € [3,1].
2. Montrer que l’équation f(x) = 0 est équivalente aux équations v = ¢;(x), i = 1,2 dans I.
ot P () = /In(x +1), ¢o(x)=e" —1, 2 €I
3. Montrer que ¢1 vérifie les hypothéses du théoréme du point fixe dans I, conclure.

4. En prenant o = 0, déterminer le nombre d’itérations suffisant pour approcher o ¢ 107+
pres, par la méthode des approrimations successives, calculer cette approximation.

To € [,
Tnt1 = ¢2($n), n >0,

Exercice 8.9. Montrer que la suite (x,), converge vers /2 pour tout xy € [1,+00],

5. La suite itérative { converge-t-elle, ¥V xy € 17

ot Vn e N*, xn:%<xn,1+ 2).

Tn—1
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Exercice 8.10. Soit f définie par f(x) = 23 — e™*.
1. Montrer que ’équation f(x) = 0 admet une seule solution réelle o puis vérifier que a € [%, 1].
2. a) Montrer que la suite xg € [%, 1], Tpy1 =€~ 3° converge vers a.
b) Pour xo = 1, déterminer n le nombre d’itérations minimal pour que |z, — a| < 5.1072.

3. a) Peut-on appliquer la méthode de Newton dans [5,1]? Donner Uezpression de (x,), en
précisant le chowx de x.

b) Calculer o a 5.1072 prés, partant de xg = 1. Ezprimer le résultat au dernier c.s.e.
4. Conclure.
Exercice 8.11. Soit [ la fonction définie par : f(zr) = x +sinx — 1, x € R.
1. Montrer que la fonction f admetl une racine séparée o dans l'intervalle [0, 7.
2. Montrer que l'équation f(x) = 0 est équivalente & l’équation x = ¢(x) ot ¢(z) =1 —sinz

3. a) Montrer que la fonction ¢ vérifie les hypothéses du théoréme du point fize dans l'inter-
valle [0, 39,0, 65]

b) Quel est le nombre d’itérations suffisant pour approcher a a 1072 prés en partant de
xo = 0, 39.

4. Montrer que l'équation f(x) = 0 est aussi équivalente o 'équation x = (x) ou P(x) =
ad(x)+ (1 — a)x, a est un parameétre réel et ¢ est la fonction donnée en deuxieme question.

9. Dans cette question on prend o = 0, 6.

a) Montrer que la fonction v vérifie les hypothéses du théoréme du point fize dans linter-
valle [0,39,0, 65]

b) Quel est le nombre d’itérations suffisant pour avoir une valeur approchée de o a 1072
pres en partant de xo = 0, 39.

6. Avec quelle fonction est-il préférable de travailler, justifier votre réponse

7. a) Montrer que la méthode de Newton est applicable dans l'intervalle [0, 39,0, 65]
b) Calculer une valeur approchée de o a 10™2 prés par la méthode de Newton.

8. Quelle méthode est-il préférable d’utiliser.

Exercice 8.12. I. (Méthode de la sécante) : Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C* dans
[a,b]. On fait de plus les hypothéses suivantes

(H1): f(a)f(b) <O,
(H2): f'(x) >0, YV € [a,b],
(H3): f"(x)>0, Vx € [a,b)].

On considere le processus itératif

b—x,
I T ) = )

1. Donner une interprétation géomélrique de ce processus.

f(z,) et zp=a.

2. Montrer que (x,,), converge vers T solution exacte de f(z) = 0.

II. On consideére le processus itératif x,11 = p(x,), To € [1,0] ot

1 1
go(a:):—%a?—irx—l—? a>1.
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1. Montrer que @ est contractante dans [1,a] et que [1,a] est stable par .
2. En déduire que le processus converge vers & a calculer.

3. Montrer que st xo = 1, alors

1 1
n =&l < Za(l = )"
7~ €] < 2ol - 1)
III. Application numérique : Soient
1, 1
f(x):Zx _57 [aab]:[172]7 a=2, rg=1
1. Montrer que l’équation p(x) = x est équivalente & I’équation f(x) = 0.

Déterminer, par la méthode de la sécante, une approrimation de la solulion exacte & de
Uéquation f(z) =0 ae=10"" pres en utilisant le test d’arrét |v,,1 — z,| < €.
3. Déterminer le nombre d’itérations permettant de calculer une valeur approchée de & a 1071
pres, par la méthode du point fize. Calculer cette approximation.
4. Quelle est la méthode la plus avantageuse ?
Exercice 8.13.
On considére la fonction g définie par : g(x) = 5 + %, x> 0.

1. Montrer que I'équation g(x) = = admet une solution unique o dans [1,3].

2. Calculer o a5 x 1073 pres en arrondissant au nombre de chiffres significatifs exacts. Jus-
tifier le choix de la méthode d’approximation.

3. Montrer que la fonction g est la fonction de Newton-Raphson d’une certaine fonction [ que
l'on explicitera.

4. En déduire que la méthode du point fize pour la fonction ¢ définie par ¢(x) = 5 + %, x >
0 (A >0), est un moyen de déterminer \/A.



Chapitre 9

Résolution des équations différentielles
ordinaires

9.1 Position du probléme

On appelle équation différentielle une équation reliant une fonction et ses dérivées successives.
St Uéquation ne fait intervenir que la fonction et sa dérivée, on parle d’équation du premier
ordre. Nous prenons comme point de départ, une équation différentielle du premier ordre avec
condition initiale.

Soient f: [to,T] x R — R une fonction suffisamment différentiable et yo € R.

La tache consiste a déterminer une fonctiony : [to, T] — R solution du probléme de Cauchy :

y(t) = f(ty@), telto,T]
(9.1)
y(to) = wyo( condition initiale ou condition de Cauchy ).

La résolution numérique des équations différentielles est probablement le domaine de ['analyse
numérique ot les applications sont les plus nombreuses. Que ce soit en mécanique des fluides,
en transfert de chaleur ou en analyse de structures, on aboutit souvent a la résolution d’équa-
tions différentielles, de systémes d’équations différentielles ou plus généralement d’équations auz
dérivées partielles.

La précision des diverses méthodes de résolution proposées dans ce cours est proportionnelle
a lordre de ces méthodes. Nous commencons le cours par des méthodes relativement simples
ayant une interprétation géométrique. Flles nous conduiront progressivement a des méthodes plus
complexes telles les méthodes de Runge-Kutta d’ordre 4, qui permettent d’obtenir des résultats
d’une grande précision.

Remarque 9.1. La variable indépendante t représente trés souvent (mais pas toujours) le
temps. La condition initiale y(ty) = yo est en quelque sorte l’état de la solution au moment
ol on commence G s’y intéresser. Il s’agit d’obtenir y(t) pour t € [to,T] si on cherche une
solution analytique, ou une approzimation de y(t), si on utilise une méthode numérique.

Commencons par présenter quelques exemples des problémes de Cauchy qu’on peut résoudre
analytiquement :

Exemple 9.1. Soit le probleme de Cauchy suivant :
y'(t) = t, tel0,1]

y(0) = 1.
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Cet exemple est l'un des exemples les plus simples que 'on puisse imaginer. En intégrant de
2 .

chaque coté, on aura y(t) = % +c ou c est une constante réelle, pour déterminer cette

constante, il suffit d’imposer la codition initiale, y(0) = 1. On obtient

t2

1, telo,1].
2+, € [0,1]

y(t)
Exemple 9.2. Soit le probleme de Cauchy :
y'(t) = Vy, telo1]

y(0) = 0.

1l suffit pas dans ce cas d’intégrer les deux cotes de ’équation pour obtenir la solution. On doit
d’abord séparer les variables en écrivant par exemple :

dy _

VY

on peut maintenant faire l'intégration de deuzx cotes on aura

dt, y#0

2/ =t+c=y(t) = (t;rcf

puis, y(0) =0 = c= 0. Donc y(t) = % est une solution du probleme donné.

Remarquons aussi que y = 0 est une solution de notre probleme.

Exemple 9.3. Soit le probleme de Cauchy :

v o= gt tele

nt’

yle) = e

L’équation différentielle de ce probleme est linéaire du premier ordre. En appliquant la méthode
élémentaire pour résoudre ce type des équations, on obtient
_l+ec

y(t) = 7 ot ¢ est une constante réelle arbitraire,
n

puis la codition initiale donne ¢ = 1. La solution du probleme donné est alors y(t) = 5.

Le théoreme suivant nous donne des conditions suffisantes qui assurent 'existence et 'unicité
de la solution (théorique) du probléeme (9.1).

Théoréme 9.1. Soit [ : [to, T] x R — R une fonction telle que
1. f est continue sur [ty, T] x R.

2. f est Lipschitzienne par rapport a la deuzrieme variable, c’est a dire il existe une constante
L > 0 telle que pour tout t € [to, T] et 11, yo € R, on ait :

‘f(t7y1> - f(t7y2)’ < L|y1 - y2’

Alors, le probleme de Cauchy' (9.1) admet une unique solution y € C*([to, T|, R).

! Augustin Louis Cauchy, francais, 1789-1857
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Remarque 9.2. 1. Remarquons que la fonction f(t,y) = —ﬁ—kﬁ est continue sur]0, +00[ xR,

donc elle est continue sur l'intervalle [e,5] X R. De plus, elle est Lipschitzienne par rapport a y
sur [e, 5] avec la constante de Lipschitz L = % En effet; pour tout t € [e,5] et y1,y2 € R on a

fty) = ftw)l = |— s+ o+ i — il
= ﬁwl—yﬂ

< Ly — sl

ce qui justifie 'unicité de la solution du troisiéme probleme qu’on a trouvé analytiquement.

2. Par contre le second membre du deuzieme probleme f(t,y) = \/y n’est pas Lipschitzien par
rapport & y. En effet; Pour y; € R quelconque et yo =0 on a

|f(ty1) — ft v = [V — 0l =V > i

D’ou, la possibilité d’avoir plus d’une solution de ce probléme, (analytiquement on a trouvé deux

solutions y1(t) =0 et yo(t) = % sur [0,1]).

On peut résoudre analytiquement que quelques types d’ équations différentielles (par
exemple les équations a variables séparables, linéaire, Bernoulli, Riccati...) mais
il y a une large classe d’équations différentielles non résolubles analytiquement.
La résolution numérique est ict essentielle. Dans la suite, nous nous placerons dans les
conditions du théoréeme 9.1.

Remarque 9.3. 1. Awvec les outils numériques de résolution d’équations différentielles il n’est
pas possible d’obtenir une solution pour toutes les valeurs de la variable t. On obtient plutot
une approximation de la solution analytique seulement pour certaines valeurs de t notées t;
et distancées d’une valeur h; = t;.1 — t;. Dans les méthodes présentées, cette distance est
constante pour tout i et est notée h. On Uappelle le pas de temps.

2. On note y(t;) la solution analytique de I’équation différentielle (9.1) en t = t;, et y; la
solution approrimative ent =1t; a l'aide d’une méthode numérique.

Méthodes numériques & un pas

9.2 Méthode d’Euler

Reprenons l'équation différentielle de (9.1) et la condition initiale y(to) = yo. Le but est d’obtenir
une approximation de la solution en t = t; = to + h. Avant d’effectuer la premiére itération, il
faut déterminer dans quelle direction on doit avancer & partir du point (to,yo) pour obtenir le
point (t1,y1), qui est une approzimation du point (t1,y(t1)).

L’équation différentielle (9.1) assure que :

Y (to) = f(to, y(to)) = f(to, %o)-

On peut donc suivre la droite passant par (to,yo) et de pente f(to,yo). L équation de cette droite,
notée dy(t), est :

do(t) = f(to,y0)(t —to) + Yo
et est illustrée par la figure (A)
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¥(t) (inconnue)

d (1)

(t, (L))

dyt)

Figure 7.1: Méthode d’Euler

En t=1t, 0ona:

do(t1) = f(to, yo)(t1 — to) + vo = Yo + hf(to, %)) = y1.

En d’autres termes, do(t1) est proche de la solution analytique y(t1), c’est a dire

y(t1) =y = do(t1) = yo + hf(to; yo)-

Il est important de noter que, le plus souvent, y; # y(t1). Donc si on souhaite faire une deuxiéme
itération et obtenir une approzimation de y(ts), on peut refaire l'analyse précédente a partir du
point (t1,y1). on remarque cependant que la pente de la solution analytique en t =t est :

y'(t) = f(t1,y(t)).

On ne connail pas exactement y(t1), mais nous possédons l'approximation y, de y(t1). On doit
alors utiliser ’expression :

yl(ty) = f(t,y(t)) >~ f(t, 1)
et construire la droite
di(t) = f(ti,y1)(t —t1) + 1,

qui permettra d’estimer y(ts). On a alors

y(ta) 2 yo =y1 + hf(t1, 11).

On remarque que l'erreur commise a la premiére itération est réintroduite dans les calculs de la
deuxieme itération.
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Algorithme d’Euler’

(1) Etant donné un pas h, une condition initiale (to,yo), et un nombre mazimal d’itérations N.

(2)
Pour 0<n<N
Yn+l = Yn T hf(tm yﬂ)
et tag1 = to+h
écrire the1 €t Ynaa-
(3) Arrét.

Remarque 9.4. La méthode d’FEuler est de loin la méthode la plus simple de résolution numé-
rique d’équations différentielles ordinaires. Elle posséde une belle interprétation géométrique et
son emploi est facile. Toutefois, elle est relativement peu utilisée en raison de sa précision.

Exemple 9.4. Soit I’équation différentielle

{y@%:—m0+t+1
y(0) = 1.

On prend h = 0,1 et f(t,y) = —y +t + 1. Le tableau suivant rassemble les résultats des dix
premieres itérations. On peut montrer que la solution analytique de cette équation est :

y(t) =e "t +t,

ce qui permet de comparer les solutions numérique el analytique et de constater la croissance
de l’erreur

ti | ylt) Yi ly(ti) — yil
0,0 | 1,000000 | 1,000000 | 0,000000
0,1 | 1,004837 | 1,000000 | 0,004837
0,2 | 1,018731 | 1,010000 | 0, 008731
0,3 | 1,040818 | 1,029000 | 0,011818
0,4 | 1,070302 | 1,056100 | 0,014220
0,5 | 1,106531 | 1,000490 | 0,016041
0,6 | 1,148812 | 1, 131441 | 0,017371
0,7 | 1,196580 | 1, 178297 | 0,018288
0,8 | 1,249329 | 1,230467 | 0,018862
0,9 | 1,306570 | 1,287420 | 0,019150
1,0 | 1,367879 | 1,348678 | 0,019201

9.3 Meéthodes de Taylor

Le développement de Taylor autorise une généralisation immédiate de la méthode d’Euler, qui
permet de diminuer ’erreur d’approximation. Nous nous limitons cependant a la méthode de
Taylor du second ordre. On cherche, au temps t = t,, une approzrimation de la solution en
t =tpi1. On a immédiatement :

y(tn—l-l) = y(tn + h) ,
= y(ty) + 9/ (ta)h + L2002 1 o(h?).

2Leonhard Euler, 1707-1783
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En se servant de ’équation différentielle (9.1), on trouve :

Y(tos1) = y(ta) + f(tn, y(ta))h + f'(ta, y(tn))h* + o(h?)

et on a :
eyt = ) L OOy
donc
Py - L) D)

ot

Ainsi, on obtient

B2 Of (tn,y(tn)) +8f(tn,y(tn))

(Lt ALt y(t)) + o(A), (92)

y(tn-‘rl) - y(tn) + hf<tnu y<tn)) +
en négligeant les termes d’ordres supérieurs ou égaux a 3. D’otu

ltwin) 2 y(t) + 1 p(t) + (L) OOV 1,y (93

Cette relation sera la base de la méthode de Taylor.

Commentaire

En fait, la méthode de Taylor consiste a approcher la solution de l’équation (9.1) par des arcs
de paraboles au liew des segments de droites (des tangentes) utilisés dans la méthode d’Euler.

Algorithme de Taylor d’ordre 2

(1) Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (to,yo), et un nombre mazimal
d’itérations N.

(2)
Pour 0<n<N
Yot = Yo (b yn) + i (LG 4 A £ (1, )
et the1 = tha+h
écrire thai1 €t Ypa1-
(3) Arrét.

Remarque 9.5.
Dans cet algorithme, on a remplacé la solution analytique y(t,) par son approximation y, dans
la relation (9.3). On en conclut que les erreurs se propagent d’une itération a une autre.

Exemple 9.5. Soit I’équation différentielle déja résolue par la méthode d’Euler

{ y(t)=—yt)+t+1
y(0) = 1.

On prend h = 0,1. Dans ce cas f(t,y) = —y +t+1 et L(t,y) = 1, my(t y) = —1. Le

tableau sutvant rassemble les résultats des dix premieres ztemtwns ce qui permet de comparer les
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solutions numérique et analytique et de constater la croissance de [’erreur et la comparer avec
la méthode d’Euler

ti | y(t) Yi ly(t:) — vil
0,0 | 1,000000 | 1,000000 | 0,000000
0,1 1,004837 | 1,005000 | 0,000163
0,2 | 1,018731 | 1,019025 | 0,000400
0,3 | 1,040818 | 1,041218 | 0,000482
0,4 1,070302 | 1,070802 | 0,000482
0,5 ] 1,106531 | 1,107075 | 0,000544
0,6 | 1,148812 | 1,149404 | 0,000592
0,7 1,196580 | 1,197210 | 0,000625
0,8 | 1,249329 | 1,249975 | 0,000646
0,9 | 1,306570 | 1,307228 | 0,000658
1,0 | 1,367879 | 1,368541 | 0,000662

Remarque 9.6. On remarque que l’erreur est plus petite avec la méthode de Taylor d’ordre 2
qu’avec la méthode d’Euler.

Remarque 9.7. Si l'on veut encore réduire la marge d’erreur, on poursuive le développement
de Taylor dans (9.2) jusqu’a des termes d’ordre élevé. On doit alors évaluer les dérivées de la
fonction f(t,y(t)) d’ordre de plus en plus élevé, ce qui nécessite le calcul supplémentaire de :

82f an 02f az’Jrjf
o2 9y’ otdy’ T Ot

Pour cette raison, les méthodes obtenues sont difficiles a utiliser. pour contourner cette difficulté
on développe les méthodes de Runge-Kutta.

9.4 Meéthodes de Runge-Kutta

1l serait avantageux de disposer de méthodes d’ordres de plus en plus élevées tout en évitant les
mconvénients des méthodes de Taylor, qui nécessitent [’évaluation des dérivées partielles de la
fonction f(t,y(t)). Une voie est tracée par les méthodes de Runge®-Kutta®, qui sont calquées sur
les méthodes de Taylor du méme ordre.

9.4.1 Meéthodes de Runge-Kutta d’ordre 2

On a vu que le développement de la méthode de Taylor passe par la relation :

(e S SOt (t) + o) (9.4

Y(tnr1) = y(tn) + hf(tn, y(tn)) +

Le but est de remplacer cette derniére relation par une expression équivalente possédant le méme
ordre de précision (o(h?)). On propose la forme :

Y(tni1) = y(tn) + arhf(tn, y(tn)) + axhf(t, + ash,y(t,) + ash) (9.5)

3Carle Runge, 1856-1927
4 Martin Kutta, 1867-1944



118

CHAPITRE 9. RESOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

ot on doil déterminer les paramétres aq,as,as et ay de telle sorte que les expressions (9.4) et
(9.5) aient toutes les deux une erreur en o(h?). Pour y arriver, on doit utiliser le développement
de Taylor en deuzx variables autour du point (t,,y(t,)). On a ainsi :

Of (tn, y(tn)) Of (tn, y(tn))

f(tn + ash, y(tn) + CL4h> = f(tm y(tn)) + azh ot + ash By + O<h)
La relation (9.5) devient alors :
U(tar) = ylta) + (@1 + a2)hf (b, y(tn)) + agagh? 2D
(9.6)

+ a2a4h2—af(t”8’;/(t")) + 0(h2)

On voit immédiatement que les expressions (9.4) et (9.6) sont de méme ordre. Pour déterminer
les coefficients a;, i = 1,2,3,4, il suffit de comparer ces deux expressions terme a terme. On
obtient un systeme non linéaire de 3 équations a 4 inconnues :

a1 +a; =1
azas =} (9.7)
Aoy — !

Le systeme (9.7) a moins d’équations que d’inconnues et donc n'a pas de solution unique. Cela
offre une marge de manoeuvre qui favorise la mise au point de plusieurs variantes de la méthode
de Runge-Kutta. Voici le choiz le plus couramment utilisé.

9.4.2 Meéthode d’Euler modifiée

Cette méthode correspond au choiz suivant des coefficients a; :

1
ap =0y = 5,03 = Let ay = f(tn, y(tn)

Il suffit ensuite de remplacer ces valeurs dans Uéquation (9.5). Pour ce faire, on néglige le terme
en o(h?) et on remplace y(t,) par son approzimation y,. On obtient alors Ualgorithme suivant :

Algorithme d’Euler modifié

(1) Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (to,yo) , et un nombre mazimal
d’itérations N.

(2)
Pour 0 <n<N
:/U\ = Un Tt hf(tnv yn)
Yntl = UYn T %[f(tna yn) + f(thrla @\)}

écrire tht1 €6 Ypt1-

(3) Arrét.
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Remarque 9.8.

Pour faciliter les calculs, I’évaluation de y,1 est faite en deux étapes. La variable temporaire y
correspond tout simplement a une itération de la méthode d’Fuler. On fait ainsi une prédiction
y de la solution en t, 1 qui est corrigée (et améliorée) a la deuziéme étape de ’algorithme.

Exemple 9.6.
Soit le probleme de cauchy :

{ y(t) = —yt)+t+1
y(0) = L
On choisit le pas de temps h =0, 1.
Itération 1 : y = hf(to,yo) =1
qui est le résultat obtenu a l'atde de la méthode d’Euler. La deuxiéeme étape donne :

Y1 = Yo + g[f(tmyo) + f(t1,y)] = 1,005.

Itération 2 : y = hf(t1,y1) = 1,0145
La correction conduil & son tour a :

h .
Y2 = Y1 + §[f<tla y1) 4 f(t2,7)] = 1,019025.

9.4.3 Meéthode du point milieu

Une autre méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 qui est trés utilisée est la méthode du point milieu,
qui correspond au choixr suivant des coefficients a;.

f(tn, y(tn)
—

En remplacant ces valeurs des coefficients a; dans l'équation (9.6), on obtient alors 'algorithme
suvant :

ay :O,ngl,a,;g:ﬁ,et ay =

Algorithme du point milieu

(1) Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (to,yo) , et un nombre mazimal
d’itérations N.

(2)

Pour 0 <n<N

Yn+1 — yn+h[f(tn+%7yn+%)]
et thi1 = th+h

écrire thi1 €t Ynii-
(3) Arrét.
Remarque 9.9. La méthode est dite du point milieu car la fonction f(t,y) est évaluée au point
milieu de Uintervalle [ty t,11].

Remarque 9.10. Les méthodes d’Euler modifiée et du point milieu étant du méme ordre de
troncature locale, leur précision est semblable. D’autre choiz sont possibles pour les coefficients
a;, mais nous nous limitons auxr deur méthodes précédentes.
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9.4.4 Meéthode de Runge-Kutta d’ordre 4

En reprenant le développement de Taylor de la fonction f, mais cette fois a ordre 5, un rai-
sonnement similaire & celui qui a mené aur méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 aboutit a un
systeme de 8 équations non linéaires comprenant 10 inconnues. Le résultat final est la méthode
de Runge-Kutta d’ordre 4, qui représente un outil d’une grande utilité.

Algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4

(1) Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (to,yo) , et un nombre mazimal
d’itération N

(2)
Pour0<n<N
K1 = hf(tn,yn)
Ko = hf(ta+2y,+50)
Ky = hf(ta+ %y, +52)
K, = hf(ty+hyn+ Ks)
Yni1l = Yo+ §[K1+ 2Ky + 2K5 + Ky
et the1 = tha+h
écrire 1 €0 Ynt1.
(3) Arrét.

Remarque 9.11. La méthode de Rung-Kutta d’ordre 4 est trés fréquemment utilisée en raison
de sa grande précision qui est mise en évidence dans [’exemple suivant :

Exemple 9.7. Soit I’équation différentielle déja résolue par la méthode d’Euler

{ y(t)=—yt)+t+1
y(0) = 1.

On prend h=0,1 et f(t,y) = —y+t+ 1.

Itération 1 :

K1 = hf(to,y0) =0
Ko = hf(to+2,yo+£L) =0,005
K5 = hf(to+ 5,90+ 52) =0,00475
K4 = hf(to+ h,yo+ K3) = 0,009525

ce qui entraine que : Yy = Yo + %[Kl + 2K, + 2K3 + K4 = 1,0048375.

Itération 2 :

K1 = hf(ti,y1) = 0,00951625

Ko = hf(ti+ 2y +5) = 0,014040438
K3 = hf(ti+ 3,91+ 52) = 0,0138142281
K4 = hf(ty+ h,y + Ks) = 0,0187309014

ce qui entraine que : Yo = Y1 + %[Kl + 2K, + 2K5 + Ky = 1,0187309014.
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Le tableau suivant rassemble les résultats des dix premiéres itérations ce qui permet de comparer
les solutions numérique et analytique et de constaler la croissance de ’erreur, el la comparer

avec les méthodes (Euler, Taylor).

ti | y(ts) Yi ly(t:) — wil
0,0 | 1,0000000000 | 1,000000 0

0,1 | 1,0048374180 | 1,0048375000 | 0,819 x 10~7
0,2 | 1,0187307798 | 1,0187309014 | 0,148 x 107
0,3 | 1,0408182207 | 1,0408184220 | 0,210 x 107
0,4 | 1,0703200460 | 1,0703202889 | 0,242 x 10~
0,5 | 1,1065306597 | 1,1065309344 | 0,274 x 10~
0,6 | 1,1488116361 | 1,1488119343 | 0,298 x 10°
0,7 | 1,1965853034 | 1,1965856186 | 0,314 x 1076
0.8 | 1,2493280641 | 1,2493292897 | 0,325 x 10
0,9 | 1,3065696598 | 1,3065799912 | 0,331 x 107
1,0 | 1,3678794412 | 1,3678797744 | 0,333 x 107°

Remarque 9.12.
On constate que 'erreur se situe autour de 1075, ce qui se compare avantageusement avec les
erreurs obtenues a l'aide de méthodes d’ordre moins élevé (Euler, Taylor, Runge-Kutta d’ordre

2).

9.5 Meéthodes a un pas générique

Une méthode de résolution numérique d’équations différentielles est dite a un pas si elle est de
la forme :

Yi+1 = Yi + h¢(tl7 Yi, h>7
ti+1:ti+h,i:(),1,...,n, (98)

Yo = y(0),
ot n est le nombre de subdivisions de Uintervalle [to, T], ¢ : [a,b] Xx R x Rt — R une fonction
que l’on supposera continue par rapport aux trois variables.
Choisir une méthode revient a choisir la fonction ¢. Quelles conditions imposer a ¢ pour que la
méthode fonctionne ?

Exemple 9.8. 1. Méthode d’Euler :¢(t,y,h) = f(t,y).

2. Méthode du point miliew : ¢(t,y,h) = f(t+ %,y + 2f(t,y)).
Définition 9.1. (La convergence) Une méthode & un pas est dite convergente sur [ty,T] si
quelle que soit yy condition initiale on a

li t;) —y;| = 0.

lim max |y(t:) — il

C’est a dire, pour tout © = 0,...,n on a convergence de la solution approchée y; vers la solution
exacte au point t;, y(t;).

Définition 9.2. (La consistance) Une méthode & un pas est dite consistante si pour tout y
solution de y' = f(t,y) on a

lim max
h—00<:i<n

%(y<ti+1> —y(t:) — o(ti, y(t;), h)| = 0.
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C’est a dire, la méthode approche bien l'équation différentielle.
Définition 9.3. (La stabilité) Une méthode & un pas est dite stable s’il existe une constante
K indépendante de h telle que, pour tout yo, 9o et yiy1 = yi + ¢(t;, y(t;),h) on a
i—1
Jis1 = i + St y(ti), h) + & vérifiant |y; — §;| < Klyo — ol + Y _les| Vi=0,... n.
i=0
C’est a dire, on peut contréler la répercussion des erreurs d’arronds.
Proposition 9.1. Pour une méthode a un pas, la convergence implique la consistance.

Proposition 9.2. Si une méthode a un pas est consistante et stable, alors elle est convergente.

9.5.1 Ordre d’une méthode a un pas

1l est intéressant de disposer d’un critere, valable dans le cas général, qui nous indiquera si telle
méthode est meilleure qu’une autre (au sens qu’elle approche mieuz la solution exacte). Pour
cela, on introduit les définitions suivantes :

Définition 9.4. (Erreur de Troncature locale)
Soit M une méthode de résolution a un pas d’un probleme de Cauchy, son algorithme est donc
de la forme :

Yir1 = Yi + ho(ti,yi, h), 0<i<n.

On appelle " erreur de troncature locale au point t =t;" de M la quantité
ti) — y(t;
€ = w - gb(tz; Yi, h)
Soit [ de classe C? sur [tyg, T] x R. La méthode M est d’ordre p si e; = O(hP) c.a.d
1) — i
3C eRY/ v D =v@ gy vyl <o vie (0.n),

h

La méthode M convergera (y, — y(n) quand h — 0 Vi € (0,n)), donc d’autant plus vite que
p sera grand.

Condition nécessaire et suffisante pour que M soit d’ordre p(p > 1)?
On suppose que f € CP([ty, T],R) et ¢ de classe CP par rapport & h. D’apres ce qui précede, le
pas doit étre au voisinage de 0.
Théoréme 9.2. M est d’ordre p > 1 < ¢ est choisie telle que :
akz

1
- P 1 () <k<p—1.
ahk¢(tay7 h)|h—0 k+ 1f (m,y), 0<k< p

Ordres respectifs des méthodes d’Euler et du point milieu

Méthode d’Euler : Dans ce cas ¢(t,y,h) = f(t,y) (f supposée de classe C')
Déterminons p > 1 tel que ;—];gzﬁ(t,y, h)jh=o = %Hf(k)(:v,y), 0<k<p-—1.
1. k=0: ¢(t,y,0) = f(t,y) vérifiée
2 k=1: F oty Mn=0=0%3f(t.y) =55 + &)
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On en tire que p = 1, donc la méthode d’Euler est d’ordre 1.

Méthode du point milieu : Dans ce cas ¢(t,y,h) = f(t+ L,y + 2f(t,y)) (f supposée de
classe C?). Déterminons p > 1 tel que

o 1
W (t’y’h>‘h:0:k—_|_1f(k)<m7y)v ngﬁp—l
1. k=0: o(t,y,0) = f(t,y) vérifice

k=1: %Qﬁ(t,y, h)\hZO = %f/(tay) = %(%{ + g_if) En effet;

_ OO0t Y)  0f 0+ 41(ty)
9t oh By oh

) 1 /0f(ty)  10f(t,

0
% (b(tu Y, h)

On montrera de méme que, pour k = 2, l’égalité n’a pas lieu. On en tire que p = 2,
donc la méthode d’Euler est d’ordre 2.
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CHAPITRE 9. RESOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

9.6 Exercices

Exercice 9.1. Fuire trois itérations avec le pas h = 0,1 des méthodes d’Euler, d’Euler modifiée,
du point milieu et de Runge-Kutta d’ordre 4 pour les équations différentielles suivantes :

a) y'(t) =tsin(y(t)) avec y(0) = 2.

b) y'(t) =t*+ (y(t)*+1 avec y(1) =0.

c) y'(t) = (y(t)e' avec y(0) = 2.

Exercice 9.2. Soit le probléeme de Cauchy suivant :

{ y(t) =2y(t) t€[0,1]

1. Trouver la solution exacte de ce probleme.

2. Prendre cing subdivisions sur Uintervalle [0,1] et appliquer les méthodes : d’Euler, Euler
modifiée, point milieu.
Eecrire les valeurs obtenues, dans un tableau et comparer chacune avec la valeur exacte (en
calculant Uerreur relative correspondante).

3. Quelle est la méthode qui donne de meilleures valeurs approchées de la solution exacte ?
Exercice 9.3. Soit le probléeme de Cauchy suivant :

{ y(t)=t+y(t) tel0,2]
y(0) = 1,24,

qut posseéde la solution analytique :
y(t) =2,24e" — (t — 1)

1. Résoudre numériquement le méme probléme a l'aide de la méthode :
1. d’Fuler, avec un pas h = 0, 2.
2. de Runge-Kutta d’ordre 4, avec le pas h = 1.

II. Comparer au point t = 1, les valeurs numériques a la valeur analytique et donner (en %)
Uerreur relative commise par chacune des deux méthodes.

Exercice 9.4. Soit le probleme de Cauchy suivant :
2y (t) —ty(t) +1=0, te2,3
(P)
y(2) = 0.
1. Résoudre numériqguement le probléeme (P) a 'aide de la méthode :
i) du point milieu, avec un pas h = %
ii) de Runge-Kutta d’ordre 4, avec un pas h = 1.

Ecrire les valeurs obtenues (de la question (i)) dans un tableau et comparer chacune d’elles
avec la valeur exacte, sachant que la solution analytique de (P) est y(t) = —%—F%, t €23

2. Quelle est la méthode qui donne la meilleure valeur approchée de la solution exacte au point
t =237
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Exercice 9.5. Soit l’équation différentielle : y'(t) = t(y(t)) avec y(1) =2, dont on connait
la solution ezacte :

y(t) = 2eE-D/2,

1. En prenant successivement h = 0,5, h =0,25, h =0,125 et h = 0,0625.
Approcher dans chaque cas y(2) en appliquant la méthode de Taylor d’ordre 2 et calculer
l’erreur absolue commise dans chaque cas en comparant les résultats obtenus avec la valeur
exacte y(2).

2. Conclure

Exercice 9.6. FEtant données trois méthodes de résolution numérique My, My et Ms d’un
probléme de Cauchy du premier ordre, de méme pas de discrétisation h.

1. Comparer la précision de ces trois méthodes sachant que les erreurs absolues respectives
sont de la forme :

E1 = O(h), EQ = 0<h2) E3 = O(h4).
2. Proposer trois méthodes de résolution dont les erreurs absolues sont Ey, Fy et E3, en donnant
leurs algorithmes.

3. Soit le probleme de Cauchy :

a. On pose h = % Calculer deux approzimations de la solution exacte du probléme (P) en
t =1 avec quatre décimales.

b. Comparer chaque approrimation avec la solution exacte que l'on déterminera.
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