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Examen Final d’Analyse 1

Exercice 1 : (05.50 points)
Soit la fonction f : R — R définie par :

e* +2
e—x

fx) =

Montrer que f(x) = e?* + 2e*. Démontrer que f est bijective. Déterminer 1’expression de sa bijection
réciproque f 1.

Exercice 2 : (03.50 points)

Soit la fonction f définie sur R — {3} par :

( x2-9

mx+x_ six >3
(ORI |

t?51x<3

1. Calculer lim f(x) et lim f(x) ;
x—-3t x—3"

2. Pour quelle valeur de m, f est-elle prolongeable par continuité en 3 ?
Exercice 3 : (04.50 points)

Déterminer la dérivée d’ordre n de la fonction f(x) = x%2e~%*.

Exercice 4 : (03.50 points)

1. Calculer le développement limité a I’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction :

x2

fl) ==

— COS X

xZ
2. Endéduire la limite Jlcigr(l) f ().
Exercice 5 : (03 points)
Montrer que Vx € R :
sinh(2x) = 2 sinh(x) cosh(x) ; cosh?(x) + sinh?(x) = cosh(2x)
Déduire que :

2 tanh(x)

tanh(2x) = 1 + tanh2(x)

Bon Courage

Corrigé de I’examen final d’analyse 1
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Exercice 1 : (04 points)

Ona:

+2 (ex +2)e*

P e?* + 2e* (0.50)

fix) = al
Pour montrer que f est bijective, il suffit de trouver un x unique, tel que :
y=f(x) =y=e?+2e* = e?* +2e*—y =0(0.50)
On pose :
e* =u(0.50)
Ce qui donne :
u?+2u—y=0(0.50)
Sachant que A'=1+ y (0.5), cette équation admet deux solutions :
u=-1+/1+y (0.5); u, =-1-/1-y(0.5)
Oru=-e*>0c¢etu, <0(0.5), donc il ne reste qu’une solution unique :
u =e*=-1 +mm.5)
Qui correspond a un x unique :
x=In(-1+/1+y) (0.5
Donc f est bijective et sa bijection réciproque est :
f71(x) =In(-1+v1+x) (0.5)

Exercice 2 : (03.50 points)

1. Calculer les limites :

x—37% x—3

x? -9 x—3)(x+3
lim f(x) = lim <mx+ >= lim <mx +¢
x—3% x—-3% X —

>= lim (mx + x + 3)
x—3%
=3m+6 (01)

(W—z) [(W—z)(WH)
(x—=3)(Vx+1+2)

RS0 = i

= lim

x—3 1
lim [——=|=- (01
=3 [(x-3) (Ve +1+ 2)] -3~ [wm + 2)] 7 ¢
2. Lavaleur de m pour que f soit prolongeable par continuité en 3 :

_ _ 1 23
xll)rggrf(x) = xllgl_f(x) (03.50) =>3m+6 = Z:> m= T (01)
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Exercice 3 : (04.50 points)

La dérivée d’ordre n de la fonction f(x) = x%e™%* :

Posons f(x) = u(x)v(x), tels que u(x) = x? et v(x) = e~2* , on a d’aprés la formule de Leibnitz :
n
1) = (@@r)™ = ) Chu®v (0.5)
k=0

Comme :
u(x) = 22 ,u'(x) = 2x;u"(x) =2,u"(x) = = u™(x) pourn =3 (01)

v(x) = e % v’ (x) = —2¢72% ,v" (x) = (=2)%e7%, ..., v™W(x) = (=2)"e?* (01)

Nous avons :
ft(x) = (u(x)v(x))(n) = Couv™ 4 clu'v™D 4 C2u""v""2 (0.5)
Avec :
nn-—1
CO=1;Cl=n; C? =% (0.5)
Soit :

f(x) = x*(=2)"e ?* + 2nx(=2)""1e™2* + n(n — 1) (=2)"2e~%*
= (=2)"2e"*[4x? — 4nx + n(n — 1)] (01)

Exercice 4 : (03.50)

1. Le développement limité a I’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction :

2
X —cosx

f(x)ZeT

Sachant que :
2

X
e’ =1+ x2 + 0(x?) (01); cosx =1 —7+ 0(x?) (01)

Il s’en suit que :

1+x2—1+x2/2_3

f(x) = =3 (01)

x2

2. Endéduire la limite lirr(l)f(x) :
x—

) 3
lim f(x) =5 (0.5)

Exercice 5 : (03 points)
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Montrer que Vx € R :
sinh(2x) = 2 sinh(x) cosh(x) ; cosh?(x) + sinh?(x) = cosh(2x)

En effet :

inh(2x) =
sinh(2x) 2 2 2 2 2

= 2sinhx coshx (01)

er _ e—2x B (ex)z _ (e—x)Z B (ex + e—x)(ex _ e—x) _, <ex _ e—x) (ex + e—x)

e* + e‘x>2 N <e" - e‘x>2 3 eX 4e X L2 4 e 472X 2
2 2 4

cosh?(x) + sinh?(x) = <

er + —2x

=—F—= cosh(2x) (01)

Déduire que :

2 tanh(x)

h(2x) = ————-—
tanh(2x) 1 + tanh?(x)

En effet et en utilisant les précédents résultats :

[sinh(x) cosh(x)]
tanh(2x) = sinh(2x) 2 sinh(x) cosh(x) 2 sinh(x) cosh(x) B cosh? (x)
~ cosh(2x) ~ cosh?(x) + sinh2(x) sinh2(x)] sinh?(x)
cosh?(x) [1 + cosh? (x)] [1 cosh? (x)]

inh
_ oozl __2wnheo
[ sinh2(x)] 1+ tanh2(x)
cosh?(x)




