SOLUTION DES EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

1) Série N°1
EX04

Soit les fonctions vectorielles de la variable réelle tsuivantes :
7 () = (3tD)T — (2t2)] + (¢ + Dk
7, (t) = cos(wt) T — sin(wt) J + e~
Ou aet wsont des constantes reelles positives. Calculer :
1. Leurs dériveées premiere et seconde par rapport at ainsi que leurs modules.

2. L’intégrale [ 7 (t)dt sachant que pourt = 0, onat, =7+ J + k.

SOLUTION

1) Calcul des dérivées premieres et secondes des 2 vecteurs e leurs modules.
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2)
[r(t)dt =j[(StZ)T—(ztz)]+(t+1)E]dt :(t3+1)T—(§t3—l)]+(§+t+l]ﬁ

2

[r(t)dt=[](3)i—(2t%) j+(t+1)k fot =t3T—§t3]+(%+tjE +C
Sachant qu’a t=0

[r(0)at =j[(3(0)2)7—(2(0)2)]+(0+1)R}dt ~0i—0j+0k+C=r, =i+ ]+k

Donc
Coiy=isjuk
D’ou
[r(t)dt =j[(3t2)?—(2t2)] +(t+1)R]dt — +1)T—(§t3 —1)]+(§+t+1}l2
EX05

On considére dans le plan Oxy d’un repére orthonormé Oxyz, deux vecteurs unitaire perpendiculaires
il et ¥ d’origine 0. Leurs sens est tel que i, ¥ et k forment un triédre direct. Les vecteurs % et ¥
tournent autour de Oz. On pose (Ox,u) = 6.

1- Donner les composantes des vecteurs i et ¥ dans la base (7, ) ;
2- Montrer que les vecteurs i et ¥ forment une base orthonormée :
3- Donner les composantes des vecteurs 7 et J dans la base (1, 7) :
4- Calculer (du/d6) et (dv/dB) ;
5- Si6 = 6(t), Calculer (du/dt) et (dv/dt) ;
6- Soit le vecteur 7(t) = p(t)u :
a- calculer (d7/dt) et (d%7/dt?) ;
b- Si#(t) = x(t)T + y(t)]. exprimer x et ¥ en fonction de p et 0 et inversement.

Solution



1 {HZCOSBT+Sin9f
¥ =—sinfi+cosO]

2- wo=0.llul=Izll=1

-

3 {Ezcosﬁﬁfsinfh?

J=sin6u+cosfv

did . = - s dv .
4- —=—sinfi+cosf)j=v; —=—u

df + 1 ' de

Ainsi la dérivée par rapport a6 d’un vecteur unitaire tournant est le vecteur unitaire qui lui est

directement perpendiculaire.

5- Dérivées par rapport au temps : E
di_dide _do__ . v do
di dodr ac’ " 9 i
dv _dvde _ do_ . T
dt dede dc "
6- Si¥ =pu:
dr dp_+ du ST+ o0
—_— — —_—— 7
ac _datPq o PHTe
dz'F_d i\ . du 05 + of édﬁ_"_, 285 + 505 + ob5 é( é‘)
PP TAVT: —pu+pdt+pv+p v+p dt_pqu'O v+ pbv+ pov + pb\—Gu

=(p—p62)i + (pb + 206

—_—

7— ¥ =0M = pii = p(cos6i +sinbj) = pcosOi+ psinO ) = xi + vJ

x = pcos@ P=\/m
= {

y=psing = 6 = tan~* (;)



[11) Série N°1
Exercice 2
Une demi-sphere de rayon R = 2m et de centre O
repose sur un plan horizontal. Une particule de
masse m , partant du repos du point M situé en
haut de la demi sphére, glisse sous ’action de son
poids.
1- Ecrire I’équation différentielle du |
. S S

mouvement de la particule au cours de O

son glissement, sachant que le coefficient

de frottement cinématique sur la surface de la spheére est yc.

2- En négligeant les frottements :
a- démontrer que la vitesse acquise au point A/ défini par I’angle & = MOM, est donnée
par ’expression v = 2Rg(1 — cos(8)),
b- en déduire alors I’angle 6 sous lequel la particule quitte la surface de la sphere.
c- calculer la vitesse vy correspondante.
Au moment ou la particule quitte le point M avec la vitesse v:
- Trouver la vitesse v instantanée en fonction de 0y, vy, g et le temps t.
- les modules des forces tangentielles et normales.

Solution :

La particule est soumise a trois forces, son poids P | la réaction N de la surface de la
sphere sur la particule et la force de frottement f . A partir de la figure (a) ci-dessous, et en
appliquant a relation fondamentale de la dynamique nous pouvons écrire :

T i av = = =
P+ N+ f=ma= m? =P+N+f
t

Projetons les forces sur les deux axes M7 et MN :

d . dv .
P.— f =ma, —m s mgsin@— f :m—x—>(1)
dr dt

2 2
2 ,2

= fE\ermgcosé’:m‘R

—(2)

—N+ P, =ma, =m

L expression de la force;de frottement cinétique est :

o= ocN 5
V== z{mgcosﬁm;]

N =mgcos& —m—
€ R

Remplacgons dans 1’équation (1) pour obtenir I’équation différentielle du mouvement :

v
dt

mgsin&‘x[;ngcos@m; ]m

%,g,} = g(sin@— accos )

2/ Mouvement sans frottement :

a/ Revenons a 1’equation (1) en supprimant f et en simplifiant par la masse :
dv . dv .
——gsinf =0<= —=gsind
dr dr




On multiplie les deux membres pardé , sachant que$ == % :
dat

ﬁ(fv =gsin0.dd
dt

= vdv = gRsin@.d0 — (?)
d@ v
—_— = —
dt R
Intégrons les deux membres de 1’équa‘rion(3] sachant que le domaine de variation de &
est[O,(?] ,celul dev est [0.,v] :
v & l ) \
jw,’v = gstin 0.d6= Evz —0=—-Rg(cosf—cos0)
0 0
On obtient finalement :

v’ =2Rg(1-cos@) = |v=,/2Rg(1-cos)|—(4)

b/ Recherche de la valeur angulaire &, pour laquelle la pasficule quitte la surface de

la sphére : cela se produit lorsque la force de réaction N s’annule.
Revenons a I’équation (2) et calculons NV :

a9

2 2

—N+mgcosé?:mv—:ﬂ\;':mgcow_mv_
R R

On remplace v’ par sa valeur pour aboutir a :
2Rg(1-cos®) \
N = mgcos@—mT = |N =mg(3cosf-2)

D’ou I’angle recherché est :
mg(?:cosb?o 72) =0=c0s6,=2/3=
Discussion : D’apres 1’expression obtenue, I’angle &, ne dépend ni de la masse de la
particule, ni du rayon de la sphére; ni de 1’accélération de pesanteur, avec pour conditionv(0)

nulle.
NB:Siv, # v(O) v, étant la vitesse avec laquelle la particule quitte la surface de la

sphere.
v(0) : La vitesse absolue.
Dans le cas ot la vitesse initiale n’est pas nulle, on peut démontrer que :

v(’{})1
COSQO :;-“?
3 3Rg

Dans ce cas I'angle 6, dépend dev(O) . Ret g mais reste indépendant dem .

¢/ Calcul de la vitesse correspondante :
vy =2Rg(1-cos,)
cos@, =2/3

3/ Etude du mouvement lorsque la particule quitte la surface de la sphere.

Nous sommes en présence du mouvement d’un projectile dans le champ de
pesanteur terrestre.
a/ On étudie le mouvement dans le repere MXY (figure(b)).
Suivant I’axe des X' : le mouvement est rectiligne uniforme :

= v, =2Rg (1-2/3) . |v, =3.65ms™




Y F.=0=v, =v,.cos6, —>(5)

Suivant I’axe des Y : le mouvement est rectiligne uniformément varié :
ZF.v =P=mg=a, =g=Cte
v, = gf +v,sin &, — (6)

Passons a I’expression de la vitesse instantanée du projectile :

Vo ——
= v:\/g‘f‘ +2gv,sinf,.1+2Rg(1—cos )

v, =2Rg(l-cos6,)

() (b) (©

L’expression du vecteur vitesse est done : |v =v,.c086,.7 +(gf +v,siné, ) j

b/ Intensités des forces normale et tangentielle : figure (c).
Force tangentielle:

d m ’L1‘+v siné
| g (gt +v,sin6, )

T B 2 . bl
\/g‘fz +2gv,sing, .t +v;

F

r—ma

T

2

, e . v
Force normale : Il n’est pas conseillé d’appliquer la formule 7, =m — car le rayon
r

de courbure est inconnu, a ne pas confondre avec le rayon R de la sphere !!
Cette force est calculée a partir de larelation : P=F, + F, = |F, =/P" - F;

D’ou:

FN =

mg\/l— g’ +2gv,siné, 1+ v, sin’ G,
S 2.2 - 2
gt +2gv,smb.r+v,




