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Corrigé de ’examen de MATHS 1
Exercice n’ 1. (08 pts.)

1. Montrons par récurrence que
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Donc

Autrement dit, P (1) est vraie.
Soit n > 1. On suppose que P (n) est vraie, c’est a dire
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et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire
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Finalement, ¥n € N*, P (n) est vraie.

2. Soit R la relation définie sur Z comme suit :
Ve,ye Z, xRy<=JkeZ:x+y=2k.

(a) Montrons que R est une relation d’équivalence sur Z.



i. Réflexivité : Soitz € Z, on a
T+ x =2z,

par conséquent
dk=x€Z:x+x =2k,
d’ou Rz et donc R est réflexive.
ii. Symétrie : Soient x,y € Z : ©Ry. On a
TRy = dkeZ:x+y=2%k

= dkeZ:y+x=2k
= yRx.

Donc ‘R est symétrique.

iii. Transitivité : Soient z,y, 2 € Z : xRy et yRz. Montrons que xR z.

TRy= Ik eZ:x+y=2k... (1)

yRz= 3K €Z:y+2z=2K..... (2)

+2) = FkEeZ x+z2=2k+F—y)
= " =Fk+K -y €Z: x+2z=2k
= TRz

Donc ‘R est transitive.
Conclusion : De i), ii) et iii), R est une relation d’équivalence sur Z.

(b) Déterminons la classe d’équivalence de 0.
0 = {z€Z/zR0}
= {zx€Z/3IkeZ:x+0=2k}

= {2k/keZ}
= 2Z.

Exercice n° 2. (07 pts.)
Considérons I’application f définie par :
f: R—{3} — R
Cdx+1

x — f(as)—m_g.

1. Montrons que f est injective : soient z1, xo € R — {3} : f(x1) = f(22)

4x1+1_4x2—|—1

fla) = flz2) = -3  13-3
— (41’1 + 1)(1’2 — 3) = (4%2 + 1)(1‘1 — 3)
— 4x1x9 — 1221 + 19 — 3 = 4dw9xy — 1209 + 21 — 3
= 13(z1 —x2) =0
— I1 = T2.

Donc f est injective.



2. Soita € R, déterminons f~!({a}).
f7({a}) = {zreR—-{3}/ f(x) € {a}}

= {reR-{3}/ f(z) = a}
_ {xeR—{?)}/ vl

r—3 -
= {xeR—-{3}/ 4z +1=ax—3a}
= {zeR-{3}/(a—4)z=3a+1}

_ {xeR—{g}/x_3a“_+1,a¢4}.

4
3 1
Ona3a+1+#3(a—4),doncz = ¢ +4 # 3. Finalement,
a_
3a+1
- = 4.
i) = {25 a4

Surjectivité de f : L’application f n’est pas surjective car y = 4 n’a pas d’antécédent
(d’apres ce qui précede ).
3. D ="tel que
h: R-—{3} — D
x — h(z) = f(2)
soit bijective. D’apres la question précédente, h est injective car f I’est et f est surjective
pour D = R — {4}. D’o, h est bijective pour D = R — {4}.
Détermination de /! :
Rt R—{4} — R-{3}
_3x+1
ox—4

x — hl(z)

Exercice n° 3. (05 pts.)
Soient o, 5 € Ret g : [—9, +oo[— R la fonction définie par

—Vr+9+asi —9<2x<0,
g(z)=
Bx+2 si x>0.

1. Continuité de g sur [—9, +o0]:
a) g est continue sur [—9, 0[U]0, +o0[ car la fonction 2 +— —+/x + 9 + « est continue sur
[—9, +00], donc en particulier sur [—9, 0[ et la fonction 2 — Sz + 2 est continue sur R,
donc en particulier sur |0, +o00[. Donc g est continue sur [—9, 0[U]0, +o0[, Ve, 8 € R.
b) continuité de g en O :
Pour que g soit continue en 0, il faut et il suffit que :

limg (z) =limg(z) =g (0).
230 350

Onag(0)=—V/0+9+a=-3+q.

liglg () = lirgl(ﬁx +2)=2
z—0 z—0
et
lir<ng (x) = 1ir<n(—\/$ +9+a)=-3+a.

z—0 z—0



Donc g est continue en 0 si et seulement si

lim g (z) = lim g (z) = ¢ (0),
z—>>0 x—<>0
c’est a dire, si et seulement siaa = Het 5 € R.

Conclusion : g est continue sur [—9, 00| si et seulement si v = 5 et 3 est quelconque dans
R.

. Dérivabilité de g sur | — 9, +o0:

g est dérivable sur | — 9, 0[U]0, +oo| car la fonction # — —+/x + 9 + « est dérivable sur

] — 9, 400, donc en particulier sur | — 9, 0[ et la fonction x — Sz + 2 est dérivable sur R,
donc en particulier sur |0, +o00[ . Donc g est dérivable sur | — 9, 0[U]0, +o0o[, Ve, § € R.

b) Dérivabilité de g en 0 : On impose la condition o« = 5 car si non g n’est pas continue en
0, donc g n’est pas dérivable en 0.

Onag(0)=—/0+9+5=-3+5=2.

—qg(0
g5(0) = lim g =9 (z) —9(0) = lim
> xr — 0 > xr — O
r—0 x—0

et

Donc g est dérivable en 0 si et seulement si

9(0) = g,(0),

c’est a dire, si et seulement si
a=2>5
et

~1
B=—.

Conclusion : g est dérivable sur | — 9, +00| si et seulement si« = 5 et § = %



