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Exercice n˚ 1. (08 pts.)
1. Montrons par récurrence que

∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

k

2k
= 2− n+ 2

2n︸ ︷︷ ︸
P (n)

.

Pour n = 1, on a
1∑

k=1

k

2k
=

1

21
=

1

2
et 2− 1 + 2

21
= 2− 3

2
=

1

2
.

Donc
1∑

k=1

k

2k
= 2− 1 + 2

21
.

Autrement dit, P (1) est vraie.
Soit n ≥ 1. On suppose que P (n) est vraie, c’est à dire

n∑
k=1

k

2k
= 2− n+ 2

2n

et on montre que P (n+ 1) est vraie, c’est à dire

n+1∑
k=1

k

2k
= 2− n+ 3

2n+1
.

On a

n+1∑
k=1

k

2k
=

n∑
k=1

k

2k
+
n+ 1

2n+1

= 2− n+ 2

2n
+
n+ 1

2n+1

= 2− 2(n+ 2)

2n+1
+
n+ 1

2n+1

= 2 +
−2n− 4 + n+ 1

2n+1

= 2− n+ 3

2n+1
.

Finalement, ∀n ∈ N∗, P (n) est vraie.

2. SoitR la relation définie sur Z comme suit :

∀x, y ∈ Z, xRy ⇐⇒ ∃ k ∈ Z : x+ y = 2k.

(a) Montrons queR est une relation d’équivalence sur Z.



i. Réflexivité : Soit x ∈ Z, on a
x+ x = 2x,

par conséquent
∃k = x ∈ Z : x+ x = 2k,

d’où xRx et doncR est réflexive.

ii. Symétrie : Soient x, y ∈ Z : xRy. On a

xRy ⇒ ∃k ∈ Z : x+ y = 2k
⇒ ∃k ∈ Z : y + x = 2k
⇒ yRx.

DoncR est symétrique.

iii. Transitivité : Soient x, y, z ∈ Z : xRy et yRz. Montrons que xRz.

xRy ⇒ ∃k ∈ Z : x+ y = 2k...... (1)

yRz ⇒ ∃k′ ∈ Z : y + z = 2k′....... (2)

(1) + (2) ⇒ ∃k, k′ ∈ Z : x+ z = 2(k + k′ − y)
⇒ ∃k′′ = (k + k′ − y) ∈ Z : x+ z = 2k′′

⇒ xRz.
DoncR est transitive.
Conclusion : De i), ii) et iii),R est une relation d’équivalence sur Z.

(b) Déterminons la classe d’équivalence de 0.

0 = {x ∈ Z/ xR0}
= {x ∈ Z/ ∃k ∈ Z : x+ 0 = 2k}
= {2k/ k ∈ Z}
= 2Z.

Exercice n˚ 2. (07 pts.)
Considérons l’application f définie par :

f : R− {3} −→ R

x 7−→ f (x) =
4x+ 1

x− 3
.

1. Montrons que f est injective : soient x1, x2 ∈ R− {3} : f(x1) = f(x2)

f(x1) = f(x2) =⇒ 4x1 + 1

x1 − 3
=

4x2 + 1

x2 − 3
=⇒ (4x1 + 1)(x2 − 3) = (4x2 + 1)(x1 − 3)
=⇒ 4x1x2 − 12x1 + x2 − 3 = 4x2x1 − 12x2 + x1 − 3
=⇒ 13(x1 − x2) = 0
=⇒ x1 = x2.

Donc f est injective.
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2. Soit a ∈ R, déterminons f−1({a}).

f−1({a}) = {x ∈ R− {3}/ f (x) ∈ {a}}
= {x ∈ R− {3}/ f(x) = a}

=

{
x ∈ R− {3}/ 4x+ 1

x− 3
= a

}
= {x ∈ R− {3}/ 4x+ 1 = ax− 3a}
= {x ∈ R− {3}/ (a− 4)x = 3a+ 1}

=

{
x ∈ R− {3}/ x =

3a+ 1

a− 4
, a 6= 4

}
.

On a 3a+ 1 6= 3(a− 4), donc x =
3a+ 1

a− 4
6= 3. Finalement,

f−1({a}) =
{
3a+ 1

a− 4
, a 6= 4

}
.

Surjectivité de f : L’application f n’est pas surjective car y = 4 n’a pas d’antécédent
(d’après ce qui précède ).

3. D =? tel que
h : R− {3} −→ D

x 7−→ h (x) = f (x)

soit bijective. D’après la question précédente, h est injective car f l’est et f est surjective
pour D = R− {4}. D’où, h est bijective pour D = R− {4}.
Détermination de h−1 :

h−1 : R− {4} −→ R− {3}
x 7−→ h−1 (x) =

3x+ 1

x− 4
.

Exercice n˚ 3. (05 pts.)
Soient α, β ∈ R et g : [−9,+∞[−→ R la fonction définie par

g (x) =

 −
√
x+ 9 + α si − 9 ≤ x ≤ 0,

βx+ 2 si x > 0.

1. Continuité de g sur [−9,+∞[:

a) g est continue sur [−9, 0[∪]0,+∞[ car la fonction x 7−→ −
√
x+ 9 + α est continue sur

[−9,+∞[, donc en particulier sur [−9, 0[ et la fonction x 7−→ βx+ 2 est continue sur R,
donc en particulier sur ]0,+∞[ . Donc g est continue sur [−9, 0[∪]0,+∞[,∀α, β ∈ R.
b) continuité de g en 0 :

Pour que g soit continue en 0, il faut et il suffit que :

lim
x

>→0

g (x) = lim
x

<→0

g (x) = g (0) .

On a g (0) = −
√
0 + 9 + α = −3 + α.

lim
x

>
→0

g (x) = lim
x

>
→0

(βx+ 2) = 2

et
lim
x

<
→0

g (x) = lim
x

<
→0

(−
√
x+ 9 + α) = −3 + α.
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Donc g est continue en 0 si et seulement si

lim
x

>
→0

g (x) = lim
x

<
→0

g (x) = g (0) ,

c’est à dire, si et seulement si α = 5 et β ∈ R.
Conclusion : g est continue sur [−9,+∞[ si et seulement si α = 5 et β est quelconque dans
R.

2. Dérivabilité de g sur ]− 9,+∞[:

g est dérivable sur ]− 9, 0[∪]0,+∞[ car la fonction x 7−→ −
√
x+ 9 + α est dérivable sur

]− 9,+∞[, donc en particulier sur ]− 9, 0[ et la fonction x 7−→ βx+ 2 est dérivable sur R,
donc en particulier sur ]0,+∞[ . Donc g est dérivable sur ]− 9, 0[∪]0,+∞[,∀α, β ∈ R.
b) Dérivabilité de g en 0 : On impose la condition α = 5 car si non g n’est pas continue en
0, donc g n’est pas dérivable en 0.

On a g (0) = −
√
0 + 9 + 5 = −3 + 5 = 2.

g′d(0) = lim
x

>
→0

g (x)− g (0)
x− 0

= lim
x

>
→0

βx+ 2− 2

x− 0

= lim
x

>
→0

βx

x

= β.

et

g′g(0) = lim
x

<
→0

g (x)− g (0)
x− 0

= lim
x

<
→0

−
√
x+ 9 + 5− 2

x− 0

= lim
x

<
→0

−1
2
√
x+9

1

=
−1
6
.

Donc g est dérivable en 0 si et seulement si

g′d(0) = g′g(0),

c’est à dire, si et seulement si 
α = 5
et

β =
−1
6
.

Conclusion : g est dérivable sur ]− 9,+∞[ si et seulement si α = 5 et β =
−1
6
.
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