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Corrigé de |'exercicel. On a les matrices A et B telles que :

1, sii=j
A = (a;j)1=i<3 telle que pour tout i =13etj =13, a;; =4{j —i,sii>jetB= (227 __333 554)
1<j<3 i+j,sii<j

1. La dimension de la matrice.

Rappelons que la dimension d'une matrice est le nombre de lignes et de colonnes qu'elle a.

Pour la matrice A: On a par définition :

aj; Q12 Q13
A= (aj)isiss = | @21 22 Q23 |, ainsi A est de dimension (3,3).
1sjs3 31 A3z 0a33

Pour la matrice B :

(2 -3 5 . .
B = (27 _33 54), donc B est de dimension (2,3).

2. Les éléments de la matrice A et B.

Rappelons qu'un élément d'une matrice est déterminé par la ligne et la colonne qu'il occupe,
ainsi un élément de la i®™ lighe et de la j*™¢ colonne est noté a;;.

Les éléments a;; de la matrice A :

Pour déterminer les éléments q;;, il faut expliquer ce que disent les équations qui les
définissent. Ona:

1, sii=j
ai]-= ]—l,Sll>]
i+j,sii<j

Ainsi un élément a;; prend la valeur 1, c.-a-d. a;; = 1, si le numéro de sa ligne est égal au
numéro de sa colonne, c.-d-d. i = j. Donc,ona:ma;; =1ma,, =1maz; =1.

De méme, un élément a;; prend la valeur j — i (huméro de sa colonne moins numéro de sa ligne)
c.-a-d. a;; = j — i, si le numéro de sa ligne est supérieur au numéro de sa colonne, c.-a-d. i > j.

DOHC,OnCllla21=1—2=—1Ia31=1—3=—2la32=2—3=—1.

Aussi, un élément a;; prend la valeur i + j (numéro de sa ligne plus numéro de sa colonne) c.-a-
d. a;; =i+, si le numéro de sa ligne est inférieur au numéro de sa colonne, c.-a-d. i <.

DOHC,OHG:Ia12=1+2=3la13=1+3=4la23=2+3=5.

ai1 Q12 Q33 1 3 4
Finalement, ona: 4 = (a;j)1siss = | %21 @22 @3 |=|-1 1 5|.
1<j<3 a31 Q3 033 -2 -1 1
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Les éléments b;; de la matrice B .

(2 =3 5\ L. ... — - -

3. La transposée.

Rappelons que la transposée d'une matrice quelconque A, notée A, est une matrice obtenue en
transformant les lignes (colonnes) de A en les mettant comme des colonnes (lignes) dans A-.

1 3 4 1 3 4
Ainsi,ona mA = (—1 1 5) = Al = (—1 1 5), et sa dimension est (3,3).

-2 -1 1 -2 -1 1
2 27

mB = ( 2 -3 5 ) = Bt = -3 —33|, et sa dimension est (3,2).
27 —33 54 c 54

Corrigé de l'exercice2. I- On a les matrices suivantes :

=i gJan=(2 L)me=(2 3 D)

3 5

Le calcul

(1 2) <_1 0 1-1 240 0o 2 o
mA+B=|4 +| 2 ):(4 2 ):(26 )lAt+Bt=(A+B)t=< E)
3 0 5 Y \3%5 074 \;s 2 —4

lB+A=A+B=<ii§ _i>-3A—53=3@ (2))—5<_§1 _i)=(i 8)_(_25 —200)=(§ 260)'

mA#C n'est pas définie car A et C ne sont pas de méme dimension.

mAB = 411 ’ _% 0 - (Cll ClZ) _ (Ll XC L% Cz) [ 5 8
T\ = O o _4 o C21 C22 - LZ X Cl Lz X CZ - 4‘ ’
3 5 -3 0

Ou L,, L, désignent respectivement la lere et la 2eme ligne de A et Cy, C, désignent
respectivement la lere et la 2eme colonne de B. Ainsi :

-1 2 4 1 0

a=lixG=0 2| 2)=OED+@(5)=-1+z=-5 c=LxG=0 2( ) =MO+@n=0-8=-8
5
-1

et~ (3 @enr 0= Fro- ermime=( (Y- Boroen oo

—_——

1
1 4 _3 _3 --~ -8 3
-BfAtz(AB)t=<—§ —§>.(2A) — B :((2) _>(AB):_3 5 :<§ 24)_
& D)en(F) - (o) am -5 T )3 2
IBA=(_

3
0 Ll} 2 _ (cn c12) _ (Ll xC; LyX CZ> _ _714 _ﬁ
—4 3 0 C21 C22 L,xC; L,XC, 5 T '

U1 N =
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Ou cette fois-ci Ly, L, désignent respectivement la lere et la 2eme ligne de B et
Cy, C,désignent respectivement la lere et la 2eme colonne de A.

mCB ce produit n'est pas définie car le nombre de colonne dans C(3 colonnes) n'est pas égal
au nombre de lignes dans B (2 lignes).

mC? = CC Ce produit n'est pas défini. L'opération puissance par un entier n sur les matrices
n'est définie que pour les matrices carrées.

mCC* on a la matrice C est de dimension (2,3) et sa transposée C* est de dimension (3,2).
Ainsi on peut le remarquer que ce produit est bien défini et la matrice qui va résulter de ce
produit est une matrice de dimension (2,2). Ainsi,ona:

-2 0
- 3 (3 )-G @-6RE B8 D

Ou L4, L, désignent respectivement la lere et la 2eme ligne de C et Cy, C,désighent
respectivement la lere et la 2eme colonne de C*.

ITI- Calcul de I'expression suivante:

1 0 O 1 0 0
A3 —A*+A—-1;0uA=|0 0 1]etlz=(0 1 0

0 -1 0 0 0 1

Par définition, on a A% = A%A4 et A% = AA. Donc,
1 0 0\/1 0 0 €11 €12 C13 Ly xCy Ly xXCp Ly XCy 1 0 0
mA? =AA=1|0 0O 1110 0 1])={C1 €2 C3|=[L,xC; LyXxC, LyxC3]={0 -1 0.
0 -1 0/\0 -1 0 €31 (32 C33 Ly xC; Ly3XC, L3XCs 0O 0 -1

Ou Ly, L,, L5 désignent respectivement la lere, la 2eme et la 3eme ligne de la premiére
matrice de ce produit et C;, C,, C; désignent respectivement la lere, la 2eme et la 3eme
colonne de la second matrice de ce produit.

Par la suite,
1 0 oON/1 0 O €11 Ciz2 C13 Ly xC Ly XCy Ly XCs 1 0 0
IA3 = AZA =({0 -1 0 0 0 1|=(Ca1 Ca2 Co23 )= Lz X Cl Lz X Cz Lz X Cg =0 0 -1
0 0 -1/\0 -1 0/ \ez:x € ) \LyxC LyxC LyxC/) \o 1 0

Ou Ly, L,, L5 désignent respectivement la lere, la 2eme et la 3eme ligne de 4% et C;, C;, C;
désignent respectivement la lere, la 2eme et la 3eme colonne de A.

Ainsi,ona:

1 0 0 1 0 0 1 0 O 1 0 0 0O 0 O
-A3—A2+A—I3=(0 0 —1)— 0 -1 o]J+(o o 1]-(0 1 o|=(0 0 O]
0 1 0 0 0 -1 0O -1 0 0 0 1 0O 0 O

En d'autre terme, A*> — 4> + A— I3 = 0, ot 0 designe la matrice nulle d'ordre 3.
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Corrigé de |'exercice3. Calcul des déterminants par une ligne ou une colonne :

" |_§ :§,| =(9(-3)-GB)(-3)=12+9 =21
I- La Méthode des cofacteurs :

Pour les autres déterminants, on applique la méthode des cofacteurs qui consiste en deux
étapes : a- choisir une ligne ou une colonne, b- appliquer la formule des cofacteurs
correspondant a la ligne ou colonne choisie.

Si une matrice contient des zéros il faut choisir une ligne ou colonne contenant le maximum
de zéros pour avoir moins de calcul a faire.

-1 1 0
m| 1 3 4|Oncalcule ce déterminant en effectuant I'expansion en cofacteurs selon la
3 01
troisieme ligne. Ainsi on a la formule suivante :

-1 1 0
n[ 13 4= 345+ s + DAz = BED L )] +0+ 1%

—11|
3 01

1 3

=3[ - O]+ DR - =)D +(-H =12-4=8.

1 0 2 -1
| S (1) ? 8 On calcule ce déterminant en effectuant I'expansion en cofacteurs selon la
1 1 4 0
quatrieme colonne. Ainsi on a la formule suivante :
1 0 2 -1
2 1 3 0] _ _
" 0o 1 ol = (=1)A14 + (0)Az4 + (0)Az4 + (0)A4s = —Ay4
1 1 4 0
2 1 3 2 1 3
=—(-D" 0 0 1[=]0 0 1| (On développe selon la 2eme ligne)
1 1 4 1 1 4

= (0)A2; + (0)Az; + (1)Az3 = Azs

=02 =@M - MWl =-2- 1) =-1

IT- La méthode de Sarrus :

-1 1 0 -1 1 0]-1 1
ml 1 3 4=|1 3 4 1 3
3 01 3 0 11 3 0

= (=DM + MEHEB) + (0)(1)(0) = (3)(3)(0) — (O (=D - (DM@
=-3+12+0-0-0-1=8.
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0 1 1 0 1 1|0 1
mil1 2 0|=|1 2 01 2
1 0 2 1 0 201 O

= (0)(2)(2) + (1)(0)(1) + (D(D)(0) — (1(2)(1) = (0)(0)(0) — ()(1)(2)
=0+0+0—-2—-0-2=—4.
Corrigé de l'exercice4. I-a. Calcul de la matrice inverse :

2 -1
3 1

mA = ( ) On suit les étapes suivantes :

Le déterminant : detd4 = |§ _i| =5+ 0. Donc A est inversible.

All S 1 A12 S _3

Les cofacteurs : {A21 =1 A,= 2

La comatrice : comA = (1 _3) = (comA)t = ( 1 1)

1 2 -3 2
. D1 1 c_1/ 1 1 __< 1/5 1/5)
L'inverse : A= = — (comA)t = 5(_3 2) =(_3/5 275
mB = (i g) On suit les étapes suivantes :

Le déterminant : detB = ﬁ g| = 0. Donc B est n'est pas inversible.

1 0 O
nC = (0 1 0) On suit les étapes suivantes :

4 0 1
1 0 O
Le déterminant : detC = |0 1 0| = 1. Donc C est inversible.
4 0 1

Ajn=1 App=0 Apz=-4
Les cofacteurs : {Am =0 Ayp=1 Ay;z= 0
A31 =0 Az =0 Azz= 1

1 0 —4 1 0 O
La comatrice: comC =0 1 0]=(comC)¥=| 0 1 0
0 0 1 —4 0 1
1 1 0 O
& coa-1 -1 t _
L'inverse : A= = oA (comC)=( 0 1 0
—4 0 1

b- Si AB est inversible : la matrice AB ne peut &tre inversible car son déterminant :

detAB = detAdetB = (5)(0) =0

. (1 0/ 1 0y_/(1 0 . = :
II- Le Calcul: Ona AB = (2 1) (_2 1) = (0 1). En d'autre terme, AB = I,. Cette derniere

egalite nous permet de conclure que A est inversible et son inverse A™! = B.
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ITI- La déduction que A est inversible : On a d'aprés ce qui précede :
AB—A+A-1;=0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
ot 0 est lamatricenulle, A=(0 0 1),4°=(0 -1 o0]eth=(0 1 0
0 -1 0 0 0 -1 0 0 1

L'idée est de transformer |'expression A*> — A> + A — I; = 0 et de la mettre sous la forme
AB =1 ou BA = I. En faisant ainsi, on montre que A est inversible et son inverse A~ = B.Ona

B+ A-L=0A3-A+A=1;= AA>-A+1;) =15

Et cette derniere Egalite signifie que A inversible est son inverse A™' = A* — A + I5. Donc

1 0 0 1 0 O 1 0 0 1 0 O
ATl = (O -1 0Oj—-{o o 1)+{0 1 0J={0 0 -1
0 0 -1 0 -1 0 0 0 1 0 1 0

Corrigé de l'exerciceb. La forme échelonnée.

Pour échelonner une matrice, il faut savoir deux choses : c'est quoi une matrice échelonnée et
quelles sont les opérations a suivre (algorithme) afin d'échelonner une matrice.

La matrice A.
R TR

A=l 2 11 i3ii3:2£1 0 —6 3 1|lacls—3k
1 2 -2 0o/ ™ 4 T\0 0 -1 0
1 2 -1 0 1 2 -1 0
0 -2 3 1 1 0 -2 3 1 |
0 0 =6 —2|kla=gk | o mmg -2 |4
0 0 -1 0 0 0 0o 1/3

La matrice B.

0 0 1 2 3 2 2 -2 0 4
2 2 -1 2 7 2 2 -1 2 7
2 2 -2 0 4 2 2 -2 0 4
(o 0 o 2 3)L3<—L3—L2 (0 0o 1 2 3>=Be
0 O 1 2 7 0 0 0 0 4
Remarque.

a;; désigne le pivot de la i¢™ ligne.

L; désigne la ligne pivot de @j; .
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