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Analyse complexe

Série de TD N°1

Exercice 1:

Expliquer pourquoi il est impossible de définir sur C une relation d’ordre compatible avec les opérations
algebriques.

Solution : Dans un corps ordonné, tout carré est positif et —1 < 0. Icii* = —1.

Exercice 2:  Déterminer Re(1 + i)?**! et Im = (1 + 1)2FF1,

Solution : En utilisant le théoréme du bindme, on a :
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On en déduit, en utilisant la formule de de Moivre, que
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Exercice 3: Montrer que les racines non réelles d’une équation polynomiale a coefficients réels se pré-
sentent par paires de nombres complexes conjugués.
Solution : On a pour tous nombres complexes 2; et 2 :

21t 20 =721 +23€et 2120 = 2129

Ainsi si :
2 n __qn.
ag+ a1z +agsz”+ ...+ a,z" =0;

alors on aura aussi :
ap+ a1Z + asz> + ...+ a,z" = 0;

z
1+22

Exercice 4:  Si Im(z) > 0, montrer que I
Solution : Posant 2 = x + iy avecy > 0,on a:

) > 0si et seulement si |z] < 1.
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si et seulement si
y(1—2> -y ) >0 (1—|2]) >0< |2| < 1.

Exercice 5:  Montrer que les nombres 21, 29 et z3 sont alignés si et seulement si

23 — 21

Im( ) =0.

Z3 — 29

Solution :
Le point z; est sur la droite passant par z; et z3 < il existe t € R tel que z; = tzo + (1 — t)zs.
D’autre part,

Z3 — 21

_ 3 T R1y _
23_22)_0 & (23_22)—S€]R

& 21 =52+ (1 —9)zs.
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Donc Le point z; est sur la droite passant par 25 et z3 cer qui est équivalant a :

23 — 21 B
Im(z3 —22) = 0.

Exercice 6: Résoudre les équations (z — 1) — 1 =0, 2% +2 = Oet2® — 1 = 4.
Solution :
Directement de la formule pour la racine cubique d’'un nombre complexe :

e Les trois solutions de 1’équation (z — 1)® — 1 = 0 sont :

1+ 27r+, .2 14 47r+, oA 5
c0S— + 1 s1n—; cos— + 1 sin—; :
3 3’ 3 3’
e Les trois solutions de 1’équation 2* + 2 = 0,sont :
3 3 ) 5
\175(003—7r +1 sinl); \4/5(0031 +1 sinl);
4 4 4 4
7 7
{4/5(0031 +1 sm—ﬂ); \4/5((:05z + 1 smz).
4 4 4 4
e Les trois solutions de I’équation z° — 1 = 4, sont :
coS— + 1 sin—); c0S— + 1 sin—);
20 207" 20 2077
5t ) 7 7
\5/5(005% +1 5in%); \5/5(003% +1 sinf);
9 9
\5/5(00317T +1 smzﬂ)

Exercice 7:  Résoudre I’équation (1 + 2)° = (1 — z)°. Solution :
Si (1+2)/(1—2)=w,alors z = (w—1)/(w + 1). Les racines de w® = 1 étant les nombres
1; ws; w2 wd; wi, celles de 1’équation (1 + 2)® = (1 — 2)® sont :

05 (ws — 1)/(ws +1); (w3 —1)/(wi +1); (w3 —1)/(ws +1); (w5 —1)/(ws+1).
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Exercice 8: Montrer que le nombre z = /4 — 2i est algébrique, c’est-a-dire satisfait une équation
polynomiale a coefficients entiers.

Solution :

On a d’abord (z + 2i)3 = 4, soit 23 — 127 — 4 = i(8 — 62?).

puis, élevant au carré, on btient 1’équation :

20 41224 — 823 + 4822 + 962 + 80 = 0.

Exercice 9:  Soient w,, la racine primitive enieéme de I'unité et £ € N. Calculer

1+ wh +w? - Dk,

et
1—wh 4w+ (=) LDk,

Solution :
Si z # 1, alors :

en faisant 2z = wF, on aura :

T4+ wf w4

Exercice 10: Calculer les limites suivantes :

Solution :
La premiere limite n’existe pas : les valeurs adhérentes de cette suite sont en effet les nombres —1; —1; 1; 7.

R, : i+l _ 1
La deuxieme limite est 0 puisque |==| = 5 <L

oo
Exercice 11:  Déterminer les valeurs de z pour lesquelles la série > ﬁ converge et, pour ces valeurs,

calculer sa somme.

Solution :

Il s’agit d’une série géométrique de raison 1 = (1 + 22). Elle converge si et seulement si |1 + 2% > 1
¢’est-a-dire a I’extérieur du lemniscate {|1 4 iz||1 — iz| = 1}, ol sa somme est égale 2 1 + 2. (Remarque :
Une lemniscate est une courbe plane ayant la forme d’un 8)



