1 Les Matrices ( chapitre 3)
1.1 Généralités sur les matrices

2 DMatrice associée a une application linéaire

2.1 Multiplcation de Matrices

3 L’anneau des matrices carrées et propriétés
Matrice inversible

Définition 1 On dit que A € M, (k) est inverssible s’il existe une matrice B € M, (k)

tel que
AB=BA=1,

on note B= A" (A7 est linverse de A).

1 -1 a
Exemple 1 A = , B =

0 1 c
AB:[2

1 -1 ab_a—cb—d_lO

0 1 cdl \ ¢ a ) \o1

a—c=1

b—d=0
c=0,d=1

S~

11
on trouve B = A™! = (0 1> on a aussi B.A = I,.

Proposition .1 Soient E, F, G trois espaces vectoriels avec dim E = m, dim F' = n,
dim G = p de bases respectivement By, By, Bs.

Sotent f: E — F et g: F — G deux applications linéaires, alors
Mat (g o f, By, Bs) = Mat (g, B2, B3) .Mat (f, B1, B)

Proposition .2 Soit f : E — F une application linéaires bijective, dim F = dim F' = n
et soit By une base de E et By une base de F.

Soit A = Mat (f, By, Bs) alors la matrice A est inversible et son inverse
Ail = Mat (fil, Bg, Bl) .

Démonstration. Ona fo f~'=1Idp et f~'o f=1Idg
d’apres la proposition(.1)
Mat (fo f~', Bs, By) = Mat (f, By, Bs) Mat (f~", By, By) = Mat (Idp, By, Bs) = I,
Mat (fil e} f, Bb Bl) =Mat (fil, BQ, Bl) Mat (f, Bh Bg) = Mat (IdE, B17 Bl) = [n



par suite
AA =A"1A=1,

d’ou A est inversible et A~ = Mat (f~!, By, B;). m

Exemple 2 Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice associée relativement & la base

canonique B de R?

1. Dexpression de f.

f(x,y,z)zxf(el) +yf(€2) +Zf(63) = JZ(O, 1’0) +y(17 1’0) +Z<_17_17_1)
f(x,y,z):(y—z,a:—i—y—z,—z)

01 -1 x Yy—z
(r,y,2) =AYz, y,2) =1 1 —1 yl=|z+y—=
00 -1 z —z
2. la matrice associée o (f o f) relativement a B
01 -1 01 -1 110
Mat(fof,B)=AA=1]1 1 -1 11 —-1]=|12-1
00 -1 00 -1 001

fof(eyz)=(x+yx+2—22).
3. Uapplication f est un isomorphisme de R3.
ker f = {(2,y,2)/f(2,y,2) = (y =z, +y — 2,—2) = (0,0,0)} = {(0,0,0)}
donc f est injective de plus f est un endomorphisme donc f est bijective.
Y, y,2) = (a,b,c) = (x,y,2) = f(a,b,c) = (b—c,a+b—c,—c)
r=b—c a=—-r+y
y=a+b =4 b=x—=z2
z2=—c c=—z
[ @y,2) = (-2 +y,2—2,—2)
par suite la matrice associée a f~' relativement o B est

—110
A= 10-1
00-1
3.1 Changement de bases
3.1.1 Matrice de passage
Définition 2 Soit E un K-espace vectoriel, dim E' = n. soient By = {a1,aq, .....,a,} et

By = {by,bg, .....,b,} deuz bases de E.



b1 = 1101 + QoG9 + ... + p1ag,

b2 = (V12Q1 + Q92202 + .... + Qp2Gy

b, = a1pa1 + qanas + ... + QppnGn

Alors la matrice de passage de la base By a la base By est

by by ... by

arl Qi ... Qip a1

g1 (29 ... Oagp (05}
P =

Op1 Qp2 ... Qpp Qn

[dE ZE32 —>EBl

P = Mat (Idg, By, By)

Idg (bj) =bj = Zn: (vij) a;.

=1

Remarque .1 St P est la matrice de passage de la base By a la base Bs, alors P est

inverssible et son inverse P~! est la matrice de passage de la base By a la base B;.

Exemple 3 Dans R3, By = {ey, €2, e3}la base connonique, By = {ay, as, a3} avec

—1 1 1
ap = —e1 +es3 €1 = 7@1 + 5@2 + 5@3

-1 1 1
a9 = €1 — €9 - 62:76L1—56L2+56L3

1 1 1
a3:€2+63 63:§a1+§a2+§a3

la matrice de passage de la base By a la base By = P = Mat(Idg, By By)

ap az as
ol
-1 1 0\ ¢
P=10 —-111e
1 0 1/ 23



la matrice de passage de la base By a la base By = P™' = Mat(Idg, By Bs).

€1 €y €3

-1 -1 1
2 2 2|%
-1 1 -1 1
P==13 3 3|
111
2 2 2/ 9
Proposition .3 Soit E un k-espace vectoriel, dim E = n. soient By = {ay, a9, .....,a,}

et By = {by, b, .....,b,} deux bases de E.

Soit P la matrice de passage de la base By a la base Bs.

T
. L T9
Pour v € E, il se décompose en v = > (;) a; dans la base By et on note X =
i=1
Tn
7
n a;',
Ce méme v € E se décompose en v = () b; dans la base By et on note X' = 2
J=1 :
T
Alors
X =PX'.
En effet on a bj = > (cij) a; et P = (ay), ;1
i=1 L
v=) (w)ai=) (z§)b=) () (Z (cvi5) ai) = > (@) (e @)
i=1 j=1 j=1 i=1 j=1i=1
3 ()
i=1 \j=1

d'ou x; = i (%) (i) = X = PX'

J=1

3.2 Formule de changement de base

Proposition .4 Soit f: E — E une application linéaire.

Soient By, By deux bases de E.

Soit P = Pp,_,p, la matrice de passage de By a Bs.

Soit A = Mat (f, By, B1) = Mat(f, B1) la matrice associée & f relativement & la bases
B;.

Soit A’ = Mat (f, B2) la matrice associée a f relativement a la bases By. Alors

A =pPtAP



en effet

EBz L FBz EBz Id_E) EB1 i’ EB1 ﬂ) EBz
<
A P A p!
N—— —— —— N——
On a
f=idgo foidg
alors

A/ =Mat (f, Bg) = Mat (ZdE o f 0] ZdE, Bg)
= Mat (’LdE7 Bl, B2) Mat (f, Bl> Mat (ZdE, BQ, Bl)
A'=P 1 AP

Remarque .2 ["intérét des changements de base, se ramener a une matrice plus simple.

Par exemple, matrice diagonal, il est facile de calculer les puissances A™.
Exemple 4 Soient
Bi=(a1 = (1,1,0) ,a2 = (0,—1,0) ,a3 = (3,2, —1))
By=(b;y = (1,-1,0),b, = (0,1,0) ,b3 = (0,0, —1))

deuz bases de R3

Soit f : R® — R® application linéaire dont la matrice dans la base By est

I 0 —6
A:Mat(f,Bl): -2 2 =7
0 0 3

A= Mat (f, Bg) =7

on note P = Pp, g, la matrice de passage de By a Bs

a1:(1,1,0)261+62 €1 = a1+ as
Q9 = (0, —1,()) = —€3 - €y = —Aa9y
G3:(3,27—1):361+2€2—€3 \63:36114-&2—@3
blz(l,—l,O):el—eg ( b1:a1+2a2
bg == (O, 1,0) = €2 - b2 = —as2
b3 = (0,0, —1) = —€3 L b3 = —3a1 — as + as
( ay :bl—{—ng
= ag = —by
\a3:361+5b2+b3

donc



alors

Par récurrence on montre que

AmM=A"A"... A" (n fois )

™ 0 0
A"=10 20 0
0 0 3

On montre par récurrence que A™ = PA™P~!,

on a:
A? = A A= (PT'AP) (P'AP) = P'A (PP ') AP = P'AAP = PT'A’P
on suppose que la propriété est vraie pour n et la montre pour (n+1).
AL = (PTYA"P) (PTTAP) = PTTA" (PPT') AP = PT1A™MP
par suite
A" = pTiAnp
donc
A" = PAInPfl
1 0 -3 1 0 0 1 0 3
A"=|2 -1 -1 0 2" 0 2 -1 5

0 0 1 0o 0 3~ 0 0 1
1 0 -3+t 43
A" = | —ontl L 99on 5 x9on 30 4§
0 0 3"

3.3 Matrices semblables

Définition 3 Deuz matrices A et B de M, (K) sont dites semblables s’il existe une ma-

trice inversible P € M, (K) telle que
B =P AP.

Remarque .3 1) 1l s’agit d’une relation d’équivalence.
2) Deuz matrices semblables représentent le méme endomorphisme, mais exprimé dans

des bases différentes.



