0.1 Déterminants

Le déterminant est un nombre que I'on associe & une matrice carrée d’ordre n qui permet
de savoir si une matrice est inversible ou pas, et de facon plus générale, joue un roéle

important dans le calcul matriciel et la résolution de systémes linéaires.

Soit A € M, (K).

Définition 1 cas n = 2. Soit

on appelle déterminant d’ordre 2, et on note

det A = “

C

b
= ad — cb.
d'

Exemple 1

4
detA:‘ 5 =23—(-1)4=10
Définition 2 cas n = 3. Soit
a b ¢
A=1d e f
g h 1

on appelle déterminant d’ordre 3, et on note

a b c F it q
detA=|d e f:ae —b +c ‘
, h 1 g 1 g h
g h 1

=a(ei—hf)—0b(di—gf)+ c(dh — ge).

Exemple 2




La régle de Sarrus

La régle de Sarrus est une régle pour calculer un déterminant d’ordre 3.

a b c
detA=|d e f|=(aei+bfg+ cdh)— (ceg+ afh+ bdi)
g h 1
a b cla b
d e d e = (aei+bfg+ cdh) — (ceg + afh + bdi) .
g 1l g h
Exemple 3
2 4 =2
-1 1 1 |=((-4)+12+4)—((—-6)+4+8)=6.
3 2 =2

Remarque .1 pourn =1 det A = det (a) = a.

Cas général:
On peut développer un déterminant par rapport a n’importe quelle ligne,ou n’importe

quelle colonne.

Notation: Soit n > 2, n € Net A € M, (K)
pour 1 <i <n, 1 < j < n nous noterons A;; la matrice carrée d’ordre (n — 1) obtenue

en supprimant dans la matrice A, la ligne 7 et colonne j.

a11 aig ... G15-1 aij aij4+1 .- Qin
21 Qg2 ... G251 Q2; A25+1 <o Q2p
A= a;—11 Aj-1,2 - Ai—15-1 Gi—15 Gi—14+1 --- Ai—1n
;.1 Qj2 .. Q-1 Qjj Qij+1 o Qin
Ai+1,1 G412 - Aigp15—1 Qit1j G141 - Gigln

An1 an1 - Qpj—1 Qnj Anj41 Ann



ai a2 a1j-1 A15+1 A1n

a1 a2 agj—1 A25+1 QA2p,
@j—11 Aij-12 - Qi—15-1 GAi—14+1- - Ai—1n
Aij =
Qi+1,1 Ai412 - Aip15-1 Qi1 541 -
Qit+1n
Gn1 Gn1 Qpj—1 Apj+1 Qpn
pour simplifier les calculs, on doit respecter ce tableau de signe
Jl
14+n
+ -+ (—1)
. (_1)i+j
7 —
+1 n+n
(=)™ (=1

pour simplifier les calculs, on doit respecter ce tableau de signe

Regle de calcul

pour j fixée: ( selon ”;” éme colonne)

det A = Z (—1)i+j Q5 det Ai]’
=1
77" éme ligne)

det A = Z (—1)i+j Qg5 det Aij
j=1

pour i fixée: ( selon

Exemple 4
-1 2 0o -2
2 -1 1 2
A —
1 4 -3 -1




selon la premiére ligne

-1 2 0 -2
2 -1 1 2

det A= 1 4 3 1 =+ (—1) det All — (2) det A12 + 0det A13 — (—2) det A14 =
1 1 0 1

-1 1 2 2 1 2 2 —1 1
—(-1)|4 -3 —1|/-@)|1 -3 —1/+2[1 4 -—3]=12
1 0 1 1 0 1 1 1 0

-1 2 0 -2
2 -1 1 2

det A= - ; = (0)det Ay3 — (1) det Agg + (—3) det Azz — (0) det Ays
1 1 0 1

-1 2 =2 -1 2 -2
=—|1 4 —-1|-3}/2 -1 2 |=12
1 1 1 1 1 1

Cas particulier

Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure ou diagonale ) est égal

au produit des termes diagonaux
det A = a11a92...App

Exemple 5

Propriétés
1) Soit A € M, (K) on a

det A = det (*4) .

2) det A = 0 si est seulement si les vecteurs colonnes ou lignes sont liées.

3) det (A.B) = det A. det B.



4) det A~ = - en effet

det (A.A’l) =detl, =detA.det At =1

5) En général det (A + B) # det A + det B.
6) Si A et A’sont semblables (A = P71 A'P) alors det A = det (A’) .

T)VAeK
i)

det (Cl, 02, ey )\CJ ceey Cn) = Adet (Cl, 02, vy Cj, ceey Cn)
ii)det A\A = A" det A

Exemple

5 2 -2 12 =2 12 =9
10 -1 2 (=5|2 —1 2[=(B)B)]2 -1 2
15 3 6 3 3 6 1 1 2
1 2 -1
=5)(3)(2)] 2 -1 1 |=-90
1 1 1

8) Si le vecteur C; = Cj 4+ C» alors

det (Cl, Cg, ceey Cj/ + Cj”, vy Cn) = det (Cl, Cg, ceey Cj/, vy Cn) + det (Cl, 02, cey Cj”, vy Cn)

Exemple

3 -1 2 |=|3 -1 2|+|3 -1 O
-6 3 5 -6 3 2 -6 3
9) Si Oz = /\C] alors det (01702, ,On) =0

Exemple
-4 2 =2
2 -1 2 |=0
—6 3

Si C; = 0 alors det (Cy, Cs, ..., Cy,) = 0.
10) Quand on permute deux colonnes ou deux lignes on change le signe du résultat,

det (Cl, Cg, CZ, vy Cj, ceey Cn) = —det (Cl, 02, ...Cj, ceey Ci, vy Cn)



Exemple

-4 2 =2 -4 -2 2
2 =1 2 |=—-]2 2 -1
-6 0 6 -6 6 0

11) On ne change pas le résultat en ajoutant & une ligne (ou colonne) une combinaison

linéaire des autres lignes (ou colonnes). mais on ne peut pas ajouter un vecteur propor-
tionnel & lui méme.

Ces regles de calcul conduisent a 1’idée suivante:

faire apparaitre un maximum de zéros sur une méme ligne (ou colonne) et développer par

rapport a cette ligne (ou colonne).

Exemple
det (Cl, Cg, 03) = det (Cl, Cy+ aCi + 603, Cg) ,VOé, ﬁ eR

4 2 =2 40 -2 0 0 -2
2 —1 2 |PTETG g 9 [9TETR 9 g
6 3 6 6 9 6 ~18°9 6
2 1
—(—2) ~0




0.2 Meéthode de Calcul de I'inverse d’une matrice carrée. ( la

méthode des cofacteurs).

Définition 3 Soit la matrice C = (¢;;) € M,, (K) définie par
ci; = (1) det Ay, Vi,j=1,...n

la matrice C' est appelée la matrice des cofacteurs de la matrice A ou bien la comatrice
de A.

Théoréme .1 Soit A € M, (K). La matrice A est inversible si et seulement si det A # 0.

De plus,
-1 _ Ly
det A’
Exemple 6 Soit
-4 2 —2
A= 2 -1 2
3 3 =2
-4 2 —2 —4 0 -2
detA=|2 —1 2 |P7E&"% 19 1 9
3 3 =2 3 1 =2
-4 0 -2 4 5
ekl 0 4 |=-1 =18
-1 4
3 1 =2
La matrice cofacteur de A
-1 2 2 2 2 -1
3 =2 3 =2 3 3
2 =2 —4 -2 —4 2
cC=1| — —
3 =2 3 =2 3 3
2 =2 -4 =2 -4 2
+ —
-1 2 2 2 2 -1
—4 10 9
=| -2 14 18

2 40



-4 —22
‘C=|10 14 4

9 18 0
2 11
. N ~5 93
-1 = O=—110 14 4| =1 2 7002
det A 18 9 9 9
9 18 0 11 9

Exercice 1. Soit A la matrice définie par

1 0 2
A=10 -1 1
1 =20

1) Calculer A — A. En déduire que A est inversible puis déduire la matrice AL,

2) Retrouver le résultat de A™' avec la méthode des cofacteurs.



