
1 Les Matrices ( chapitre 3)

1.1 Généralités sur les matrices

2 Matrice associée à une application linéaire

2.1 Changement de bases

2.1.1 Matrice de passage

2.2 Formule de changement de base

2.3 Matrices semblables

Proposition .1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension �nie.
Soit f : E ! F une application linéaire.

Soient BE, B0E deux bases de E.

Soient BF , B0F deux bases de F:

Soit P = PBE!B0E la matrice de passage de BE à B
0
E.

Soit Q = PBF!B0F la matrice de passage de BF à B
0
F .

Soit A =Mat (f;BE; BF ) la matrice associée à f relativement aux bases BE et BF .

Soit A0 =Mat (f;B0E; B
0
F ) la matrice associée à f relativement aux bases B

0
E et B

0
F .

Alors

A0 = Q�1:A:P

Démonstration.

EB0E
f�! FB0F
A0| {z } ()

EB0E
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f�! FBF
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P| {z } A| {z } Q�1| {z }
On a

f = idF � f � idE

alors

A0=Mat (f;B0E; B
0
F ) =Mat (idF � f � idE; B0E; B0F )

=Mat (idF ; BF ; B
0
F ) :Mat (f;BE; BF ) :Mat (idE; B

0
E; BE)

A0=Q�1:A:P

Exemple 1 Soit f : E ! F une application linéaire avec

BE = (a1; a2) et B0E = (a
0
1; a

0
2) deux bases de E.

BF = (e1; e2; e3) et B0F = (e
0
1; e

0
2; e

0
3) deux bases de F .(

f (a1) = e2 + 2e3

f (a2) = e1
,

(
a01 = a1 + a2

a02 = a1



8>><>>:
e01 = 2e3

e02 = e1 + e2

e03 = e1

=)

8>><>>:
e1 = e

0
3

e2 = e
0
2 � e03

e3 =
1
2
e01

Mat (f;BE; BF ) = A =

0BB@
0 1

1 0

2 0

1CCA

PBE!B0E =P =

 
1 1

1 0

!
, PBF!B0F = Q =

0BB@
0 1 1

0 1 0

2 0 0

1CCA

PB0F!BF =Q
�1 =

0BB@
0 0 1

2

0 1 0

1 � 1 0

1CCA
EB0E

IdE�!EBE
f�! FBF

IdF�! EB0F
P| {z } A| {z } Q�1| {z }

Mat (f;B0E; B
0
F )=A

0 = Q�1AP =

A0=
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0 0 1

2

0 1 0

1 � 1 0
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1 0

2 0
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1 0
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A0=
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1 1

1 1

0 � 1
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2.3.1 Matrices équivalentes

Dé�nition 1 Deux matrices A et B de Mnp(K) sont dites équivalentes si il existe P 2
Mp(K) et Q 2Mn(K) des matrices inversibles telles que

B = Q:A:P:

Remarque .1 1) Il s�agit d�une relation d�équivalence.

2) Deux matrices de même type sont équivalentes si et seulement représentent un même

morphisme dans des bases di¤érentes.



2.4 Rang d�une matrice

Dé�nition 2 Soit A 2 Mnp(K): On appelle rang de A noté rg (A) le rang des vecteurs

colonnes (v1; v2; :::; vp) de A: ( rg (A) � p).

rg (A) = dim h(v1; v2; :::; vp)i :

Proposition .2 Soient E et F deux espaces vectoriels avec dimE = p et dimF = n.

Soit f : E ! F une application linéaire.

Soient B1 une base de E et B2 une base de F .

Soit A =Mat (f;B1; B2) la matrice associée à f relativement aux bases B1 et B2:

Alors

rg (A) = rg (f)

Démonstration. on pose B1 = (e1; e2; :::; ep) et B2 = (v1; v2; :::; vn)

f (e1)

#
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:

vn

on a bien

rgA = dim hf (e1) ; f (e2) ; :::; f (ep)i = dim Im f = rgf:

2.5 Rang et matrice inversible

Proposition .3 Une matrice carrée de taille n est inversible si et seulement si elle est

de rang n.

Démonstration. Soit A une matrice carrée d�ordre n.

Soit f l�endomorphisme de E dont la matrice dans la base canonique est A. On a les

équivalences suivantes :

rgA = rgf = n() f surjective() f bijective() A inversible.

Propriétes

1) A = 0Mn;p(|) =) rgA = 0

2) Deux matrices semblables ont même rang

3) Deux matrices équivalentes ont même rang.


