REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

Tasdawit n Bgayet
Université de Béjaia

UNIVERSITE ABDERRAHMANE MIRA DE BEJAIA
FACULTE DE TECHNOLOGIE
DEPARTEMENT DE GENIE DES PROCEDES

L2 (ST)

Cours et Exercices Corrigés
Mathématiques 3

Conformément au Programme de deuxieme Année LMD
Sciences de Technologie

Rédigé par Dr : Abderrahmane YOUKANA

Année Universitaire : 2021 - 2022



Table des matieres

Préface

1 Intégrales simples et Intégrales multiples

1.1 Rappels sur l'intégrale de Riemann et sur le calcul de primitives

1.2

1.3

1.1.1 Sommes de Darboux . . . .. ... ... ... .....
1.1.2  Propriétés de l'intégrale de Riemann . . . . . . . . ..
1.1.3 Calcul de primitives . . . . . ... ... ... ... ..
1.1.4  Primitives des fonctions usuelles . . . . . . . . ... ..
1.1.5 Changement de variable . . . . . ... .. .. ... ...
1.1.6 Intégration des fractions . . . . . . .. ... ... ...
1.1.7  Intégrale d'un polyndéme en sin(x) et cos(z) . ... ..

1.1.8  Primitive de la forme : [ F (x, .”/%) de . .. .. ...
1.1.9 Intégrale de la forme [ F'(cos(x),sin(z))dz . . . . . ..
1.1.10 Exercices avec corrigés . . . . . . . . . . . ... .. ..
Intégrales doubles . . . . . . . ... Lo
1.2.1 Propriétés des intégrales doubles. . . . . . . .. .. ..
1.2.2  Théoreme de Fubini . . .. ... ... ... ......
1.2.3 Changement de variables dans les intégrales doubles . .
1.2.4 Changement de variables en coordonnées polaires
1.2.5 Exercices avec corrigés . . . . . . . .. ...
Intégrales triples . . . . . . .. ... L
1.3.1 Propriétés des intégrales triples . . . . . .. .. .. ..
1.3.2 Théoreme de Fubini pour les intégrales triples . . . . .
1.3.3 Intégrale sur un parallélépipede, cas des variables sépa-
rables . . ...
1.3.4 Changement de variables pour les intégrales triples
1.3.5 Coordonnées cylindriques . . . . . .. .. .. .. ...

5



TABLE DES MATIERES 2

1.3.6 Coordonnées sphériques . . . . . . . ... .. ... .. 58

1.3.7 Exercices avec corrigés . . . . . . . .. .. ... 60

2 Intégrale impropres 64
2.1 Intégrales impropres de lere espece . . . . . . . . ... .. .. 65
2.2 Intégrales impropres de seconde espece . . . . . ... ... .. 67
2.3 Intégrales doublement impropres. . . . . . . .. .. ... .. 68
2.4 Propriétés fondamentales des intégrales généralisées . . . . . . 68
2.4.1 Relation de Chasles pour les intégrales généralisées . . 68
2.4.2 Linéarité des intégrales généralisées . . . . . . . . . .. 69
2.4.3 Intégrale faussement généralisée . . . . . . . . . .. .. 70
2.4.4 Positivité de l'intégrale généralisée . . . . . . . .. .. 72

2.5 Calcul des intégrales généralisées . . . . . ... .. ... ... 72
2.5.1 Intégration par parties (IPP) . . ... ... ... ... 72
2.5.2 Utilisation d'un changement de variable . . . . . . .. 73

2.6  Intégrale des fonctions positives . . . . . . . ... 75
2.7 Critere de convergence . . . . . . . .. ... 76
2.7.1 Intégrales de référence a-Riemann . . . . . . . .. .. 76
2.7.2  Critere de comparaison . . . . . . . . .. ... ... .. 7
2.7.3 Critere d’équivalence . . . . . . ... ... .. .. ... 78
2.7.4 Intégrales de référence de Bertrand . . . . . . . .. .. 79

2.8 Intégrale généralisée d'une fonction de signe quelconque . . . 80
2.8.1 Critere de convergence absolue. . . . . . ... ... .. 80
2.8.2 Intégrales semi-convergentes . . . . . . . .. ... ... 81
2.8.3 Critered’Abel . . . . . ..o 82
2.8.4  Utilisation d'un développement limité ou asymptotique 83
2.8.5 Développements limités usuels . . . . . ... ... ... 83

2.9  Exercices avec corrigés . . . . .. .. ... 85
3 Séries numériques 94
3.1 Introduction . . .. .. ... ... ... 94
3.1.1 Suite des Sommes Partielles . . . . ... .. ... ... 94
3.1.2  Séries géométriques . . . . . ... 95
3.1.3  Séries télescopiques . . . . . . ... 96
3.1.4 Opérations sur les séries . . . . . ... ... ... ... 98

3.2 Séries a termes positifs . . . ..o 99
3.2.1 Criteres de Comparaison . . . . . . . .. ... .. ... 99

3.2.2  Critere d’équivalence . . . . . ... ... ... ... 100



TABLE DES MATIERES 3

3.2.3 Critere de comparaison avec une intégrale . . . . . .. 100
3.2.4 Séries de Riemann . . . . . .. ... ... ... ... 101
3.2.5 Regle de d’Alembert . . . . .. ... oL 101
3.26 Reglede Cauchy . ... ... ... ... .. ...... 102
3.2.7 Regle de Raabe-Duhamel . . . . . . ... .. ... ... 102
3.2.8 Regle de comparaison logarithmique . . . . . .. ... 103
3.3 Criteres de Convergence des Séries a termes quelconques . . . 103
3.3.1 Convergence Absolue . . . . . . ... ... ... .... 103
3.3.2  Critere de convergence pour les séries alternées . . . . . 104
3.3.3 Regle des équivalents . . . . . .. .. ... 105
3.3.4 Regles de D’Alembert pour les séries a termes quelconques105
3.3.5 Critere de Comparaison a une Série Géométrique . . . 106
3.3.6 D’autres Criteres de Convergence . . . . .. ... ... 106

3.4 Exercices avec solutions . . . . . . ... ... 106



Préface

Ce cours est un cours de niveau Licence désitné aux étudiants de deuxieme
année Licence, régime L.M.D, Licence-Master-Doctorat conformément au
programme officiel du module Mathématiques III.

Ces notes de cours sont issues de 'enseignement du module de Mathéma-
tiques III durant ces années au niveau du département de Génie des procédés,
Faculté de Technologie, Université de Béjaia.

L’objet principal de ce cours est de développer des compétences et des
techniques qui permettront de

e savoir déterminer les bornes d’intégrations dans une intégrale double et
triple,

e maitriser I’application du théoreme de Fubini dans les intégrales doubles
et triples,

e savoir choisir le changement de variables approprié (polaires, cylin-
driques, sphériques),

e maitriser le calcul des volumes et des surfaces,
e faire la distinction entre l'intégrale indéfinie et 'intégrale définie,
e ¢étudier la convergence de l'intégrale généralisée,

e déterminer si une série numérique de nombres réels converge ou non.

Je suis a priori tres reconnaissant a tous ceux qui sauront apporter des corrections ou
toutes autres critiques constructives, merci de me les désigner en envoyant vos remarques

sur " abder.youkana@yahoo.fr".



CHAPITRE

Intégrales simples et Intégrales multiples

Ce chapitre donne une introduction a l'intégrale de Riemann et introduit
quelques propriétés fondamentales liées a la notion de cette intégrale.

1.1 Rappels sur ’'intégrale de Riemann et sur
le calcul de primitives

Définition 1 (Subdivision) Soit [a,b] un intervalle fini, on appelle subdi-
vision S de [a,b] toute suite finie ordonnée (t;),;<, de [a,b]:

a=ty <t < ---<t,=0

On appelle "pas" de la subdivision, le réel qu’on note par p(S) défini par

p(S) = max [tip —til.

Exemple 2 Dans cet exemple, nous donnons quelques subdivisions de [’in-
tervalle [0, 1].

e Si={0.51}, S ={0.55 51}, S ={0.5.51}, Si={0.2.5.3.1}
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CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

sont des subdivisions de [0, 1].

e La subdivision uniforme sur [a,b] est celle de points t; = a—l—ib;—“, 0<71<n,
elle est de pas b’T“

e Précédemment, Sy, Sa, S35 sont uniformes de pas respectivement
p(S1)=1/2, p(S2) =1/4 et p(S3) =1/3.

Par contre, Sy n’est pas uniforme et de pas p (Sy) = 2/5.

Exemple 3 (Subdivision de [’intervalle [a,b]) Dans le cas ou I = [a,b], on
peut considérer la subdivision uniforme suivante :

b—a

To=a<Ty=a+

n

b—a b—a b—a

<xy=a4+2—<z3=0+3-—...... <axr=a+tk <.
n n n
c’est une subdivision uniforme de I dont le pas est p(S) = %
1.1.1 Sommes de Darboux
Soit f une fonction bornée sur [a, b|.
On consideére une subdivision S de [a, b] qu’on note :
S={xp=a<z1<T39......... < Xpo1 < T, =b}.

Onposepouri =1,2,...,n, m; = inf e, | 2 f(x) et M; = SUDye(z; ;4] f(z).

Définition 4 On appelle somme de Darbour inférieure associée a f et o
le nombre

S[a,b}(f) U) = Z my (xz - Ii—l) .
=1

La somme de Darbouxr supérieure associée a f et o est le nombre

S[“:H(f? U) = 2?21 Mz (iCz - L"L'l',l) .

6 A. YOUKANA
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CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

Définition 5 (Fonction intégrable au sens de Rie-
mann )

Soit f une fonction bornée sur |a,b).

On dit que f est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann
intégrable sur [a,b] ) si

S[a,b](f) = S[a,b](f)‘

On note alors ce nombre par f; f(&)dt et il est donc Uintégrale
de f sur lintervalle [a, b].

une apph'catfon bormée somme de Darboux
supéreure

a une subdivigion b

somme de Darboux
lEeure

Sommes de Darboux

Remarque 6 Il existe des fonctions qui ne sont pas intégrables au sens de
Riemann.

Théoréme 1

1. Toute fonction continue sur un segment [a, b] de R est Riemann-
intégrable sur [a,b].

2. Sif est Riemann-intégrable sur [a,b]( avec a < b), alors |f| est Riemann-
intégrable sur [a,b] et on a

[/ o < [ 15ca

Riemann né le 17 septembre 1826 a Breselenz, Royaume de Hanovre, mort le 20 juillet
1866 a Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie, est un mathématicien allemand.
Influent sur le plan théorique, il a apporté de nombreuses contributions importantes a la
topologie, 'analyse la géométrie différentielle et le calcul différentiel

7 A. YOUKANA



CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

1.1.2 Propriétés de l’intégrale de Riemann

Soient f et g deux fonctions bornées et intégrables sur un intervalle [a, b].
Alors on a les propriétés suivantes :

e La positivité : Si f > 0 sur [a, b] alors

/abf(:c) dx > 0.

e La monotonie :
Si f < g sur [a,b] alors

/abf(x) dzx < /bg(x) dz.

a

e La linéarité :

[fas@) + o)) dr =

a

b

b
f(z) do +5/@ g(z) dz, Y(a,B) € R%

e La symétrie

si f est impaire.

+oo +oo i i
/ F(@) do = { gfo f(z) dx si f est paire.
e La périodicité : si f a pour période T alors :

b+T

/abf(x) da::/ f(z) dx

a+T

et

e La valeur absolue :
b b
[ @ i< [T @) do.

Théoréme 2 Si f est une fonction monotone sur un intervalle [a,b] , alors f
est intégrable sur [a, b].

8 A. YOUKANA



CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

Proposition 7 Soit f une fonction bornée sur |a,b] et ¢ € |a,b.

> Si f est intégrable sur |a,b], alors f est intégrable sur |a,c| et sur [c,b].

> Si f est intégrable sur [a, c| et sur [c,b], alors f est intégrable sur |a,b).

> Si f est intégrable sur [a,b], alors on a la relation de Chasles

/abf(a:) dr — /acf(x) d:z:+/cbf(x) dz.

Proposition 8 (Formule de la moyenne)

Soit f une fonction bornée et intégrable sur |a,b] avec a < b.

Soient m et M la borne inférieure et la borne supérieure de f sur [a,b].
Alors la quantité

bia/abf(x) dx

appartient a l'intervalle [m, M|. Cette quantité obtenue ci-dessus est appelée
la valeur moyenne de f sur [a,b].

fmoy =

Preuve
On a pour tout z € [a,b], m < f(x) < M, on déduit que :

b
m(b—a) < / f(x) de < M(b— a).
D’ou le résultat. [

Exemple 9
Calculer de la valeur moyenne de f(x) = x® + 3 sur [1,4].
Par un calcul simple

Froy = 5 [ 2 +8) de = [0 4 8a)f = 10

moy = = [ (x x=—[-x x]; = 10.

Y34 3'3 !

On a donc fimey = 30 est la valeur moyenne de la fonction f sur [1,4].
Proposition 10 ( Interprétation graphique)

o [P f(x)dx = aire "algébrique” sous le graphe de f.

y=r e =]
o [Y|f(x)|dx = aire sous le graphe de f (positive).

9 A. YOUKANA
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CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

1.1.3 Calcul de primitives
Définition 11 Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle
la, b].
L’intégrale de la fonction f sur |a,b] est l'aire exprimée en 4
unités d’aire de la surface comprise entre

> Cf, la courbe représentative de la fonction f,

> ['aze des abscisses et

b
> les droites d’équations x = a,x = b. f f(x)dx
a

On la note [° f(x) dx ot a puis b sont les bornes et = est la

Y

variable.

-]

Remarque 12 Les intégrales ont été inventées pour calculer des aires.

Définition 13 On considére une fonction f continue sur un intervalle I.
On dit qu’une fonction F est une primitive de f sur I si F est dérivable
sur I et

Vo e, F'(z) = f(z).

Exemple 14

On considére la fonction F définie sur R par F(x) = cos(z) + 2% — 4.

F est dérivable sur R et F'(x) = —sin(x) + 2z.

La fonction F est une primitive de la fonction f sur R ou f est la fonction
définie par f(x) = —sin(x) 4 2z.

Remarque 15
Si f admet une primitive alors cette primitive n’est pas unique.

Propriété 1 On considére une fonction f continue sur un intervalle I.
Deuz fonctions F' et G sont des primitives de la fonction f sur I

si et seulement s’ il existe un réel k tel que G(x) = F(x) + k, pour tout
x el

Exemple 16 Les fonctions F et G définies sur R par F(z) = —2* et
G(x) = —a* + 7 sont deux primitives de la fonction f définie sur R par

flx) = —4a3.

10 A. YOUKANA



CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

Propriété 2 On considére une fonction f continue sur un intervalle I, un
réel xo € I et un réel quelconque .
Alors il existe une unique primitive F' de la fonction f sur l'intervalle I telle

que F(xo) = yo.

Exemple 17

On consideére la fonction f définie sur R par f(x) = 3z% — 1.

On cherche la primitiveF' de la fonction f sur R telle que F(0) = 1.

Les primitives de la fonction f sont définies par F(z) = 23 —x+k ou k € R.
On recherche la valeur de k telle que F(0) = 1, par suite F(0) = 03 —0+k = 1
et donc k = 1. Par conséquent F(x) = 2 —x + 1.

Théoréme 3 ( Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral (TFC))
Soit f une fonction continue sur l’intervalle I. Soient a et b dans l’intervalle

I. Alors

e Construction d’une primitive de f

La fonction g, définie de la facon suivante :

g(x) = / f(t)dt, pour x € 1
est une primitive de f sur l'intervalle I, ¢’est-a-dire que

Vo eI, J(z) = f(z).

o Ewvaluation d’une intégrale définie [’ f(z)dx
Si F est une primitive de f, c¢’est-a-dire si F' = f, alors

1.1.4 Primitives des fonctions usuelles

On rappelle les dérivées des fonctions usuelles ainsi que les formules
générales de dérivation.

o [dx = x+c, c est une constante o [Ldx =log(|z])+c
réelle.
Of.rmdx:f:ﬁ—i—c,m;é—l. o [efdr =¢e"+c

11 A. YOUKANA



CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

o [cos(x)dr = sin(z) + o
o [sin(z)dr = — Cos(x) )
'fcoszzdx—tan() 'f\/m

.fsm dr = — cotg($)+c

o [tan(z)dr =

zdr = arctan(z) + ¢

dr = arcsin(z) + ¢

—In(cos(z)) + ¢

Les formules suivantes découlent toutes des regles de dérivation :

> [[u(x)] v/ (z) de = % +c (n#-1).
> [e'® /(1) do = @ + .

> [ Z/((j)) dr =In |u(z)| + c.

» [sin(u(x)) v/ (z) dv = —cos(u(z)) + ¢

» [cos(u(z)) v/ (x) dz = sin(u(z)) + c.

>/ \1}%

> [ 58 dr=—s+e

» [a” dxr = ﬁ +c.
» [u/(z)tan(u(x))dr = —In(cos(u(z))) + c.

Quelques résultats importants

a) [ 7= in(z) + c.
b) f\/li in(7) +c.
c) fmdx—farctan( )+ c.

d) [ m da = 5 arctan(*5*) + c.

Quelques formules de trigonométrie utiles
Soient a,b et = des réels (quelconques) :

e tanz = 2;2((?)’ cotan = Zif((i))
o sec(x) = ﬁ(‘r) cosec(x) = Sinl(x).
e cos*(x) + sin?(x

(z )=

(a+b) = cos(a) ( ) — sin(a) sin(b).
e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).
e cos(2z) = 2cos?(z) — 1 =1 — 2sin?(x).

e sin(2z) = 2sin(z) cos(z).

® COS

12

A. YOUKANA



CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

1+cos(2x)
—s -
1—cos(2x)
— -

e cos’(z) =
o sin’(z) =
Exemple 18 Calculer l'intégrale suivante [ cos(3x) dz.
D’aprés les formules précédentes, notez que [ cos(kz) dx = %sin(k:x) + c.
Pour k =3, on trouve [ cos(3x) du = 3sin(3z) + c.

Exemple 19 Calculer l’intégrale suivante : f027T cos? 6 df.

Calculons tout d’abord

o 2r 1 20 0 sin20]°"
/ cos® 0 df = / Lreosy R .
0 0 2 2 4 0

Ce qui nous donne f02“ cos?f df = .

Quelques résultats

Nous allons voir maintenant plusieurs petits résultats assez utiles liés a la
théorie de l'intégration.

Théoréme 4 Soit f une fonction continue sur [a,b] et de signe constant
sur [a, b].
Alors
b
[ 1@) de=0—= f@)=0, Vo€l

Proposition 20 Soit f une fonction continue sur |a,b].
Si Uintégrale de |f| sur [a,b] est nulle alors f est identiquement nulle i.e
(identiquement équivalent)

/ab|f(:p)| de =0= f(x) =0, Vz € [a,b] .

Proposition 21

e Intégrale d’une dérivée.
Si f est classe C' sur sur [a, b] alors

[ Fa)de = 5(0) - f(a).

13 A. YOUKANA



CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

e Intégration par parties.
Soient u et v deur fonctions C' sur [a,b], alors

Exemple 22 Calculer l’intégrale suivante :

/E x sin(z) dz.
0

Par parties :

Par conséquent

/5 z sin(z) de = — =z cos(x)]og —/ —cos(z)l dx
0 0

= /5 cos(z) dox = sin(:c)]og
0

= sin(z) —sin(0) = 1.
2
1.1.5 Changement de variable

On introduit maintenant un outil tres efficace pour le calcul des intégrales
simples.

Théoréme 5 ( Forme 1, y=v(zx)).
Soit f : la,b] = R une fonction continue. On suppose qu’il existe une applica-
tion

v:[a,b] — R,

de classe C1 et une application u, continue sur v([a,b]) telles que pour tout x
de [a,b] on ait I’égalité suivante :

Alors on a l’égalité :

14 A. YOUKANA



CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

Dans un calcul pratique, on raisonne formellement en posant

y=v(x), dou dy=7"(z)dr et  f(x)dr=u(v(z)) v (z)dr=u(y) dy.

Enfin, on change les bornes de I'intégrale.

Exemple 23 Calculer les primitives suivantes par un changement de va-
riable :

1.2 Zf/?d:v.
On utilise le changement de variable suivant :

et I” on obtient :

2. [ x&mdm.
En posant le changement de variable y = v(x) =Inx on a x = expv et
dv = dm—x, on écrit :

1 1 d 1
/ dr = ——x:/fdvzln|u|+c:ln]ln:c|—|—c.
zlnz Inz x )

Cette primitive est définie sur]0,1[ ou sur |1, 400 (la constante peut
étre différente pour chacun des intervalles).

Théoréme 6 (Forme 2, z= u(y))
Soit f:[a,b] — R, continue. On suppose qu’il existe une application :

w:[s,t] — [a, b,

bijective, de classe C' dont la dérivée ne s’annule pas u(s) = a et u(t) = b.
Alors

/abf(x)dx = /Stf(u(y)) ' (y)dy.

15 A. YOUKANA



CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

Ici encore, dans un calcul pratique, on raisonne formellement en posant :

r=u(y), doudr=u'(y)dy, et a=u(s), b=u(t).

Exemple 24 Calculer les primitives suivantes par un changement de va-
riable.

1.

16

[=[2- (z>0).

e gzlnzx’
Y=
pu— = y =
Posons x =u(y) =€V < y=Inx et { vy = Ined = 3.
Par suite dv = e¥dy et d’ou

3 evdy 3 dy
1= [ = [ =Ml =ms

eYy
fO mdw
Soit le changement de variable u = exp x.
Alors x = Inu et du = exp xdx, ce qui s’écrit aussi dx = %“.
D’ou
1
0 24 exp(—z) 12+, u

e 1 1 ‘
— du=|=n|2u+1]] =
/12u+1u {2n’“+ ‘]1

Cette pm’mitive est définie sur R.

fo ez+

ln(:l))(l +2¢)).

Posons le changement de variable u = e* avec x = Inwu et du = e*dx.
La variable x varie de x =0 a x = 1, donc la variable u = e* varie de

u=1au=ce. Alors

/1 e“dx da::/e du

0 Ver+1 1 Vu+1
= [2vu + 1]
=2Ve+1-2V2.

A. YOUKANA



CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

1.1.6 Intégration des fractions

Pour calculer une intégrale, on a toujours le probleme de savoir quelle
méthode utiliser, est ce qu'un changement de variable (il y en a beaucoup)
ou une intégration par parties (IPP) ou d’autres, dans la suite on va donner
une série de méthodes qui concernent certaines classes de fonctions.

Primitives des fractions rationnelles : g

On appelle fraction rationnelle le quotient de deux polyndmes.
La plupart des primitives que 1’on sait calculer formellement se rameénent a
des calculs de primitives de fractions rationnelles par des changements de
variable simples.

i) Intégrale du type [-—dz,a € R:

T+

1
/ de=In|z+a|+¢, ceR.
T+«

Exemple 25 Calculer l’intégrale suivante :

/01 - i g = [Infz +3[y = [In(z + 3)]; = In(4) — In(3).

ii) Intégrale du type [ mdx,a ERetn>1:

1 1
d = R.
/(x—l—a)” T O masap 1O CF

Exemple 26

2 1 2 > 16
2~ _dr= - 2t O
/0 wr3p T 5 (@+97] = 55

az+b
z2+pz+q

» Six?+px+q, (A > 0) posséde des racines réelles \; et Ay alors, il
existe A, B € R tels que
ar+b A n B
224pr+q T—MN  T— N

iii) Intégrale du type [ dr, oun a,bpet g R :

y V.Z‘GR\{)\l,)\Q}.

17 A. YOUKANA
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Par conséquent
ar + b A B
o= [ ( )
/x2+px+q$ x—)\1+x—)\2 .

- [ ae  o)

=Aln|x — A\ |+ Blnjz — Xa|+¢, ceR

Exemple 27 Calculer I = fol ;”2__14 dx.

En effet la fraction rationnelle se décompose sous la forme :

z—1 z—1 A B

2 —4  (x—2)(z+2) x—2+x+2

et les réels a et b se déterminent par identification :

a N b _Ax+2A—|—Bx—2B_ z—1
r—2 T+2 (22 —4) (22— 4)
donc :
A+B=1
24— 2B = —1
d’ou :

/01 (;2_—14) do = /01 <x1£42 * x3—7-42> da
lSln(|x+2|)+ln(|x—2|)r

4 0
_ 3 IZ(3> ~n(2).

2 44,2
Exemple 28 Calculer [; Wmdm

On fait d’abord une division Euclidienne et on trouve :

244 . 1822 + 36x + 24
= r —
23+ bx? +8x +4 23+ bx? +8x +4

18 A. YOUKANA
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et
2% +52° + 8r +4 = (v + 1)(x + 2)*.

On va décomposer en éléments simples la fraction rationnelle :

1822 + 36x + 24 a b c

:173+5a:2+8x+4_x+1+x+2+(a:+2)2’

Et apres des calculs, on obtient :

22+ 4 5 6 n 12 n —24
= r — .
3 + 522 4 8x + 4 z+1 z+2 (z+2)?
Et enfin,
2 x4+ +4 1 24 12
dex = -5 61 1 121 2 —_—
/01‘3—1—5962—1-81:—1—4 . QI z+6n(jz+ 1))+ 12In(je +2[) + x4+ 2]

= 12In(4)+6In(3) — 12In(2) — 14.
» Sile polynéme x?+ pr+q (A = 0) posséde une racine réelle double
notée u, alors il existe A, B € R tels que
ar +b A B
= + .
224+pr+q x—p  (r—p)?

Par conséquent
ar +b B
/7 —/ dx
2?2 +pr+q r—pu (v —p)?
-/ )d“/( )
x — (x —

=Aln|z — p| + +¢, ceR.
(z u)
Exemple 29 Calculer la primitive suivante :
3 —x
—— dx.
/1 (x4 1)2 v
Soit f(z) = W La décomposition en éléments simples de f
s’écrit sous la forme :
A B
J@ = at ey
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Par identification, on obtient A= —1 et B=1.

Par suite
3 g 301 3
Y L S
/1 (x+1)? v 1 x+1 v 1 (x 1)2
1
_ [ln|x—|—1|—+1} — In(4) + n(2) + -

» Sile polynéme 22 + px + ¢ n’admet pas de racines réelles, alors on
peut écrire :

2 2
2 _(,_P _r
x+px+q-<x 2) +q 1

On pose \; =5, Xy =¢q — %, on obtient :
2 +pr+q=(r—X\)*+ o

On effectue maintenant le changement de variable suivant :

- A 1
p= L= dt = —da, deplus(:c—)\1)2+>\2:)\2(t2+1>,
2 )\2
d’ou,
ar +b ax—i—b
/27 —/ du
T° +pr+q 5 ﬁ
)\2t+)\1 +b
= N Aodt
At B
:/+dt
(2 +41)

/t2+1 +/ (12 +
A

:§1n’<t2+1)’+Barctan(t)+c,cER
( $—)\1 2
( I, >+1

20 A. YOUKANA
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2 dx

Exemple 30 Calculer I = [ 555

Tout d’abord on remarque que

a:’3+1:(x+1)(:v2—:c+1).

Donc on décompose en éléments simples la fonction

1 a bx + ¢

f<x>:x3—|—1 x+1+m2—m—|—1'

Et apres calcul, on trouve

1 1 2
_ _ _ 3 3 3
f@) 3+ 1 az+1+x2—x+1

Et
%lx—i-% -1 2z-1 . %
2—r+1 6 22—zx+1 22—x+1
Et de méme

1
3 1

2
I - (o)

N | =

Maintenant, en posant le changement de variable uw = % T — %,
on obtient

2 dx 1 1 ) V3
/1 Sl — [31n(| r+1)— éln(’x —a:+1D +? arctan(

n(3) 61n(2)+\/§7r+1

~ 0,25.
6 18 ’

1.1.7 Intégrale d’un polyndéme en sin(z) et cos(z)

On se ramene au cas
I,,= /cosp(a:) sin?(x)dzx,

avec p, et ¢ deux éléments de N et il y’ a trois cas a envisager :
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i) Sip=2k+ 1 impaire :
Ly = [ (cos?(z))" sin(z) cos(z)dz = [ (1 — sin®(z))" sin?(z) cos(x)dx.
Dans ce cas on pose le changement de variable u = sin(z) et donc

I,,= / (1 - u2)k uldu.

Exemple 31 Calculer [ = [ cos(x)sin?(x)d.
On pose u = sin(z) donc du = cos(x)dx et par suite
2 L L. 3
I:/u du = -u’ + ¢ = —sin°(x) + c.
3 3
it) q=2k+1 est impaire :

I,= / (sin2(m))k cos?(z) sin(x)dx = / (1 = COSQ(SL‘))k cos?(x) sin(x)dx.

Dans ce cas, on pose le changement de variable u = cos(z) et donc

I,,= / (1 - u2>k uldu.

Exemple 32 Calculer [ cos*(x)sin®(z)dz.
Il est clair ici qu’on va poser u = cos(z), alors du = —sin(x)dx et donc

1 1
/0084(95) sin®(z)dx = /u4 (u2 - 1) du = —gu‘r’ + §u7 +c.

Par conséquent

1 1
/0084(13) sin®(z)dx = 5 cos®(x) + 5 cos’ () + c.

i1i) Sip et ¢ tout les deux paires :
Alors dans ce cas, on est obligé a faire une linéarisation.
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Exemple 33 Calculer :
I= /0032(x) sin?(z)dx.

On peut écrire
1
cos(x) sin(z) = 5 sin(2z).

Par suite
1 1
cos?(z) sin®(x) = 1 sin®(2z) = §(1 — cos(4x)),
et donc
r= 0= Lginga) +
= —x — —sin(4x) + ¢
8 32

1.1.8 Primitive de la forme : [ F <a:, ,’7%) dx

ou ad — bc # 0. Dans ce cas, on pose le changement de variable :

WJar +b ar +b dy™ —b

n __ —

= Syt = x .
4 cr +d Y cr+d a — cy™

Exemple 34 Calculer [ = [ (/12 o

Alors on pose le changement de variable :

1 21 dyd
P LN ik SN P L
11—z y=+1 (1+9y?)

Ce qui donne :

B 4y dy
e v

Et en décomposant en éléments simples la fraction rationnelle :

4u 3 1 dyPdy 3 1
= + = 32 2 2 T
(u—3)(u+1) w—1 wu+1l (¥-3)(2+1) y>?—1 y>°+1
Donc
3 dy
N e U
y?—3 vt y?+1
V3. |y V3. |y
= ———In|=+1|+ —1In|== — 1| + arctan(y) + c.

7
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1.1.9 Intégrale de la forme [ F'(cos(z),sin(x))dx

Pour le calcul de ce genre de primitives ou intégrales, il y’ a plusieurs
changements de variables possibles, on utilisera généralement :
> Les regles de Bioche lorsqu’il s’agit d'une intégration rationnelles en sinus
et en cosinus, on pose ¢(x) = F(x) dz, alors

1. si ¢¥(—x) = (z), on pose t = cosx.

2. siY(m —x) = 1(x), on pose t = sinz.

3. si Y(m + x) = ¢(x), on pose t = tan .

> Dans un cas plus général, on utilisera le changement de variable suivant :

2t 1 —¢?

dt, sin(z) = T cos(z) = et

) =d
t:tan<2>$ xzm

Exemple 35 Calculer I = [ 5———dx.

f 2+cos(x)

D’apres le changement de variable précédent t = tan(3), on trouvera :

+1

—/ 2dt —i rtn(i)
3 = arcta 7

/2 dx
/3 sinz”

Exemple 36 Calculer l"intégrale suivante |

D’apres les notations précédentes, on pose

t =cosx = dt = —sin(x) dz.
Par conséquent
/2 dx T/2  sinx
[
7/3 sinx r/3 1 —cos?x
0 —dt
121 —1¢2

_1/1/2< 1 1 )dt
20 t—1 t+1
1 t—17Y2
b
2 t+ 11
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1.1.10 Exercices avec corrigés

Exercice 37 ( Décomposition en éléments simples )
Calculer les z'ntégmles suivantes :

1.
2.

3.

4-
5.

o 54 d
J2 m dﬂ?f
f2(a: l)m 2)2 dx,

fS(w x+2)d$7

Solution :

1.

25

La décomposition partielle de cette fraction est de la forme

xz—1 z—1 a b

x2—4_(x—2)(x+2):x—2+x+2

et les réels a et b se déterminent par identification :

a N b _ax+2a+bx—26_ r—1
r—2 T+2 (22 —4) (22— 4)
Donc
a+b=1,
2a — 2b = —1.
D’ou
Tx—1 | 1 3 1
dr = /7 — d
/05132—4 v 0 4x—2+4x+2 v
L 3In(3)

= [jnte -2+ Stz +2) = —In(2).

4
La décomposition partielle de cette fraction est de la forme
x—17 a b
G—D@+2) o-1 z+42
ol les coefficients a et b sont a déterminer.

e Pour trouver a, en multipliant les deux membres de l’équation par
(x — 1), on obtient

lim (a + —

r—1

e ) gy 2T

x4+ 2 0T -
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e Pour trouver b, en multipliant les deux membres de ’équation par
(x 4+ 2), on trouve

b= lim (‘MM): im S 3

——2 x—1

Par conséquent, nous avons

4 x =17 4 2 3
/z (x —1)(z+2) do = /z_x—1+x+2dx
= [-2In(z — 1) + 3In(z + 2)];
= 3In(6) —3In(4) — 21In(3).

3. La décomposition partielle de la fraction est de la forme

42 __a b L ¢
(r—1)(z—-22 -1 (x—-22 2z-2

ou a,b et ¢ sont des coefficients a déterminer.

e Pour déterminer a, nous multiplions les deux membres de 1’équation
par (x — 1) et 'on obtient

L bx—1)  clz—1)\ .. 4o
O e N

Pour déterminer b, nous multiplions les deux membres de ’équation par
(xr —2)? et 'on aboutit a

a(x—2)2+b+c(x—2)2 . 42? _ 16,
r—1 T —2

b= lim
r—2

De la méme maniére pour trouver ¢, nous multiplions les deux membres
de I’équation par (x — 2) et I'on obtient

a+c= lim a(x—2)+ b +c| = lim da* =4
Casoe\ -1 (x —2) e (p—1)(z—2)

Puisque a = 4 nous avons
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Par conséquent, on a

0 42 0 4 1
/ * der = / dx + 0 dx
—2(x—1)(x —2)? —2x—1 (x —2)?
1 0
- [4 In(jz — 1)) — 16 — 4(1—1n(3)).
r—41-2
4. La décomposition est de la forme :
x4+ 2 a b ¢

)@ —2° (=1 @w=22 @=2)

Par suite T )
@—1)z-22 — (z-1 + (@—2)2 + (x—2)
_ clz—1)(z—2)+a(z—2)2+b(z—1)
= (a—1)(s—2)2
_ (at+e)x?+(—3c—4a+b)x+2c+4a—b
o (z—1)(x—2)2 )

D’ou, par identification on aboutit a un systeme d’équations linéaires :

at+c=0
—3c—4a+b=1
2c+4a —b=2

dont la solution est
a=3b=4c=-3.

D’ou apres décomposition en éléments simples, on a

-1 x4+ 2 -1 3 4 3
/{), (x —1)(x —2)? de = /43 ((l’—l)+(ﬂf—2)2_($_2)> o

— {—x: +31n(|z — 1)) — 31n(jz — 2|)} _;

= 3In(5)—3In(4) —3In(3) +3In(2) + 185 ~ —0,013.

5. La décomposition en éléments simples nous donne

1 a bxr+b cx + ¢

z (14 22)° r 1+a? (14 22)*
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En faisant des calculs, on obtient a = 1,0y =c¢; =0et b=c= —1, par

suite
1 L bx+b cxr + ¢

z(1+22)2 o 1422 (1+22)?

et apres identification des termes, on obtient

/2 / / zdx / rdx
1 (1+ 2?) 2?2 +1 (22 4+ 1)
1 ~112
_ 4 2 1/ 9
_[ln|x| 21n<x +1)+2(x +1) L

1 — 2
_ 0ln(5) 2300ln( )+ 3 0,085,

Exercice 38 (Régles de Bioche)

Calculer l’intégrale
2 1
Iy
0 1l+sinzx
Solution :

Nous allons utiliser le changement de variable t = tan(%).
On a donc x = arctan% ainsi que les formules suivantes :

) 2t . 2 ¥ 2t
SNy = —— any = —— €r = .
14 ¢27 1—¢2’ 1+¢2

Comme x varie de 0 d 5, on at qui varie de 0 a 1.
Ainsi, on obtient

2 1 1 1 2dt
]:/ —dr =
0o 1+sinx 0 1+1H21—|—t2

1 2 L2
:ol+ﬁ+%ﬁ:A(LHP
-2 171
= [Tl -
Exercice 39 (Changement de variable)

Utilisez un changement de variable approprié pour trouver les intégrales sui-
vantes :

1. [(z+1)(z —2)° dz,
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2. [(2x 4+ 3)v/2x — 1 dx,

1023 -5z
3. fiﬁ_xz% dx,

4. fﬁ dz,
5. [(cosz)?*?%sinx du.

Solution :

1. En posant u =2 —2,u+3 =2 + 1, on aura du = dx.

Par suite
/(:v+1)(:v—2)9dx:/(u+3)u9 du:/<u10~|—3u9) du
iu +iu O+ec
11 10
— i(x_2)11+i(x_2)10+c
11 10 '

2. En effectuant le changement de variable suivant :
u=2r—1l,u+4=2xr+3et dox = %du, on obtient

1
/(21:—1—3)\/217— ldx = / )\/ﬂdu:f/u%du—|—2/u% du
2% NP NP N
=_.- —u2 4+c=-u uz +c
d 3 5 3

3
2

(2x—1)2+§(2x—1)
(22 —1)*V2r — 1+ = (2x—1)\/2x—1+c

2 1 4
:@x—D%EtTQﬁ—5+3>+C

2 17
= <5x + 25) (2x — 1)V2x — 1 +ec.

3. En posant u = z* — 22 + 6, alors on aura du = (42° — 2z) dz.
Par conséquent

+

O’!\}—‘O‘(\H[\D\H[\D\H

1023 — bx

\/W 2/\/—
5 5
:§/uﬁdu=§mﬁ+c
=5Vat —224+6+c
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4. On effectue le changement de variable suivant :

2

u=1—=x — du= —2x dzx.

L’intégrale d’origine devient

x du
/mdz: N
N
=3

5. Nous allons utiliser le changement de variable u = cosz,

du

e —sin(x) = du= —sin(z) dx.

Nous pouvons maintenant évaluer l'intégrale sous ce changement de
variable. Alors

1 1
/(Cos 2)* 2 siny dr = /u2022(—du) — 2B

_ 2023
2023 5023 (o5 T) e

Exercice 40 (Intégration avec un changement de variable)
En effectuant un changement de variable, donner une primitive des fonctions
suivantes :

L ayT= do.

. \25‘{; 2z cos (z?%) du,
. f03\/37—+2 dzx,

[T cos?x sing dr,
()sz\/m dz,
P de

Solution :

v ™

D

1. Nous allons utiliser le changement de variable u = 1 — 22,

1
Zu:—2m:>du:—2xdx:>—2du:xdx, r=0—=u=1 x=1—=u=0.
x
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31

Nous pouvons maintenant évaluer [’intégrale sous ce changement de
variable, a savoir

0 1

13

3
uz2

1 1 /0 1
/x\/l—x2dx:—§/ \/ﬂdu:—i
0 1

[GSRN )

. On pose u = z* et donc du = 2x dx.

Comme x varie de /T d 2v/T on a u qui va varier de ™ a 4.
Ainsi, on aura

24/ 4m
/f 2 cos (33'2) dx = / cos(u)du = [sin]}™ = sin(4r) — sin(r) = 0.

. On utilise le changement de variable y = \/x + 2, par suite dy =

_1 __ dzx .
2\/md:v et donc dx = 2" Par conséquent

3 V5
/\/x+2dx:/ 2y? dy
0 V3
&

Y V3

3
= 5(5\/5 —2V/2).

. up =cos0 =1
. Posons u =cosx & du = —sinzdr et ! 1 -
Uy =Ccos g = ;
Par suite s
w/3 2 . 1/2 o 3 1(1 7
Jo/“cos*x sinx dx = [y ut(—du) = {—%L =-1 <§ — 1) =

. Posons 3 +1 = y? alors 3z%dx = 2y dy, ce qui nous donne x’dx =

%ydy.POU’F
r=0—y=vV0P+1l=1lr=2—y=v2+1=23.

1l résulte que

2 59 9 /3 52
2,/23 1d:/ﬂ/2d:f/ 2 gy = 22
/Oa:a:—i— v 13yyy 31yy 9
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6. On sait que [ I%H dx = arctan(x) + ¢ et on simplifie la fraction ration-
nelle de la maniere suivante :

IR 1
e+l (x—i—%f—i—%
1
Ha(e+1) ]
4 1
3

2 1)? '
[(\/ﬁx +7) + 1]
Par suite, on utilise le changement de variable suivant pour terminer le

calcul :
2

+ = d d
= T+ —, = —dx.
Y V3 V3 Yy

D’ou

2 1 2
R S U
1 224+ +1 3N ( 1)2+1]

e

V3 3
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1.2 Intégrales doubles

Ce chapitre est une partie pratique destinée a permettre de calculer les
intégrale doubles. Les deux principaux outils de calcul sont le changement de
variables et le théoreme de Fubini.

On fixe un repere orthonormé direct de I'espace (O, i j, /2) Un point tel

que O~]\7_I'> = zi + yf—k 2k a donc pour coordonnées M (x,y, z).
Soit f : R?> — R une fonction continue que l'on suppose positive pour
commencer. L’équation z = f(z,y) définit donc une surface S. On fixe une
partie D du plan z = 0 puis on s’intéresse au volume de I’ensemble des points
de I'espace compris entre D et la surface S, c¢’est-a-dire I’ensemble des points
M (z,y,z) dont la coordonnée z est comprise entre 0 et f(z,y), autrement
dit ’ensemble

Vi={(z,y,2) | (x,y,0) € D, 0 <z < f(w,y)}.

Les intégrales doubles et triples ont des applications techniques pour
déterminer les surfaces, les masses, les forces de régions bidimensionnelles, les
volumes, les valeurs moyennes des fonctions, les centres de masse et 'aire des
surfaces.

Ces intégrales sont importantes pour deux raisons : premierement,
parce qu’elles apparaissent naturellement dans de nombreuses applications
et deuxiemement parce que dans de nombreuses situations, de nombreuses
intégrales doubles en coordonnées rectangulaires peuvent étre évaluées plus
facilement si elles sont converties en coordonnées polaires.

Proposition 41 Soit f une fonction a deux variables continue sur D, alors

o [ f(x,y) dedy représente le volume algébrique sous le graphe de f .

o [[5|f(x,y)| dedy représente le volume sous le graphe de f .

1.2.1 Propriétés des intégrales doubles

Proposition 42 Soit D une partie bornée de R2.
(i) Aire(D) : Si f(x,y) =1, alors :

Aire(D) = / /D dzdy.
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(ii) Positivité : Si f(x,y) > 0 pour tout (x,y) € D, alors
|| #a.y) dady >0,

(iii) Linéarité :Pour tout \,u € R, on a

//D(/\f(x, y)+hrg(z,y)) dedy = )\//D f(z,y) dedy+p //D g(z,y) dxdy.

(iv) Relation de Chasles : Si D = D1 U Dy et Dy N Dy = courbe ou

point ou &, alors

//Df(a:,y) dacdyZ//D1 f(z,y) d:z:dy+//l)2f(:c,y) dxdy.

[, ) dady| < [[ 1G] dady.

(vi) Monotonie : Si f(z,y) < g(x,y) pour tout (z,y) € D, alors

//D f(z,y) dedy < //D g(x,y) dzdy.

1.2.2 Théoréme de Fubini

Le théoréme de Fubini est un outil clé pour le calcul des intégrales mul-
tiples.

Il permet de calculer des intégrales doubles a 1’aide
d’intégrales simples et les intégrables triples a 'aide des
intégrales doubles.  En effet, le mathématicien italien
Guido Fubini a démontré les résultat important suivant
au début du XXeme siecle :

Guido Fubini (1879-1943)

Guido Fubini (19 janvier 1879 - 6 juin 1943) est un mathématicien italien, céleébre
notamment pour ses travaux sur les intégrales, en particulier le théoreme de Fubini.
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Théoréme 7 (Théoréme de Fubini pour les rectangles fermés)
Soient D = [a,b] X [c,d], (a < b,c < d) un rectangle fermé du plan R?* et
f D — R une fonction continue, alors f est intégrable sur D et on a

I f(x,y)dxdyZ/ab [/cdf(m,y)dyl dx:/cd M”f@,y)dxl dy.

Exemple 43 Calculer lintégrale suivante : [[,(x —2y) dzdy sur le domaine
donné par
D:{(ﬁf,y)EW, 0<z <1, —1§y§3}.

D’apres le théoreme de Fubini, on a :

3 /41
//(a:—Qy) dedy = / (/ (x —2y) d.:z:)dy
D -1 0
3 [o2 1
— T oye| d
/1[2 ym] Y
3r11 1 3
= S d:_2] — 6
[ av=[v-v] =
Proposition 44 Si f(z,y) = g(z)h(y) avec D = [a,b] X [¢,d],a < b et ¢ < d,

o I #9) dndy = [ / bg(x)dx] x [ / dh(y)dy] |

Exemple 45 Calculer l’intégrale suivante : f;‘ f_ol xe¥ dxdy.
Dans ce cas : g(x) = x et h(y) = €Y et donc

/34/_01:5@%' dedy = (/jwd:r;).(/;ey dy)

0
_ |z [69]4263_64
2| O 9
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Théoréme 8 (Théoréme de Fubini sur des domaines non rectan-
gulaires)

Soit f une fonction continue sur un domaine borné D de R?.

L’intégrale double I = [[, f(z,y)dxdy se calcule par l'une ou lautre des
facons suivantes :

e (Forme 1) Sil'on peut représenter le domaine D sous la forme
D = {(z,y) € R*/u(z) <y <wv(x), a <x < b} alors

[, rwatsdy = ['{ [ e o

e (Forme 2) Sil’on peut représenter le domaine D sous la forme
D ={(z,y) e R?*/ u(y) <z <w(y), c <y <d} alors

/[ s yyray = [* /u:(?) f(ac,y)dx] dy.

y
Si les deux derniéres représentations sont possibles, les deux résultats
sont évidemment égau.

Exemple 46 (Forme 1)
Calculer U'intégrale double suivante [[,y dxdy ou D est la partie du plan
Oxy délimitée par Uarc de parabole y = 2% en bas et par la droite y = 1 en haut.

On peut décrire D comme \ };

/,v
D:{(x,y)€R2|x€[—1,1],y€{xg,l}}. \/J"r
| ,

Finalement,
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Exemple 47 ( Forme 1)
Calculer 'intégrale double

=

Calculons d’abord l'intégrale interne (entre parenthéses)

=

2

(ZL‘2 + y2) dy) dx.

2

3
2 9 T
— d
/O<xas+ 3> €T
3 Pl
4
= — | dx.
/O(x+3)x

Intégrons maintenant la fonction obtenue de 0 a 3 :

(2% +?) dy) dr = [x Y+ y]

S [15 27 r 5346

537, 85

Exemple 48 ( Forme 1 )
Calculer lintégrale ([ xy dxdy sur le domaine

D:{(m,y)eRQ, x>0, y>0, :c—l—ygl}.
En effet, on peur écrire le domaine D sous cette forme

D:{(m,y)GRQ, 0<z<1, 0§y§1—$}.

1—// 2y dxdy—/ (/Ol_zxy dy)dx.

I=J 212 4 — {735(17363] +0a =2 gy = {—%E = o

Par suite,

2 6

Exemple 49 ( Forme 1)
Calculer aire du domaine borné D C R? délimité par les courbes d’équations

y=a>+2x+1ety=a3+1.
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On constate rapidement que

D={(z,y) eR? | -1<2<0, 22 +2x+1<y<a2®+1
{(z,9) | -1<2<0, 2" +2r+1<y<a’+1} 7 lx+1)?
—

D’apres le théoréeme de Fubini, on a

0 z3+1
Aire(D) = / / drdy — / / dy | dz
D -1 242241

:/_01(x3+1—a:2—2x—1)dx

1 1 0
_ [I4 _ 23 _xﬂ
-1

4 3

1 4 1 3 2
=~ (JD = 5P = (1)
_ 1l
TT1T3T T

Exemple 50 ( Forme 2)
Calculer Uaire de la région du plan suivante

D={(z,y|y<zr<y’1<y<2).

Par définition cette aire est donnée par l'intégrale de la fonction constante
égale a 1 sur le domaine D.
On calcule ensuite par tranche l’intégrale obtenue a savoir

//Ddxdy:/12 (/f@:) dy
2/12 (v* —v) dy

= [v*/3 - /2]
—7/3—3/2
~ 5/6.
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Exemple 51 Calculer l’aire du domaine suivant :

Di: = {(z,y) €eR* 2>0, y>0, v +y <1}

En effet, le domaine Dy représente un triangle rectangle et il peut étre présenté
par :
Dl:{($>y)€R2,0§x§1, 0§y§1_93}.

Par conséquent

mmpg:/;fm@ :(K(Akﬂw>w

_ /01(1—1;) do = [x_“ﬂ::;

1.2.3 Changement de variables dans les intégrales doubles

On introduit maintenant des changements de variables particulierement
utiles. Le changement de variables est un procédé qui consiste a remplacer des
variables par de nouvelles. C’est une méthode tres utilisée en analyse pour
I’étude des intégrales.

Le cadre général du probleme est le suivant. Soit f une fonction

f: D—R
(z,y) — f(z,y)

continue sur un domaine D de R?.
Théoréme 9 Soient U etV deuz ouverts de R? et

o:ACU—=DCV
(U,U) — (xvy) = ((,01(U,U),g02(u, U))

une bijection de classe C' du domaine A\ sur le domaine D, telle que
det J,(u,v) # 0 ot J,(u,v) est la matrice Jacobienne de ¢ définie par

Oz Ow
(5 §)
ou  Ov
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det J,(u,v) est appelé le Jacobien de ¢ donné par
det J,(u,v) =

Si f est une fonction intégrable sur o(A) = D alors

JIp f(z y)dzdy = [JA(f © @)(u,v) [det Jy(u,v)| dudv.
Exemple 52 Calculer l'intégrale double suivante : [[5(3y)*dzdy o
D={(z,y) eR*—2<2r+y<let-3<z—y<2}.

On utilise le changement de variables suivant :
u4+v u—2v

u=2r+y etv=ux—y alors (v,y) = (3%, “57).
La matrice Jacobienne est donnée comme suit :

oz Oz
Jo = ( % 9y ) - (
ou  Ov
/] (3y)dzdy =

1 1
3 ) = |d€t ‘]$0| = g

_2
3

QO [0 | =

D’ou

(u — 2v)?* dudv

Lo
‘\
) —

)3} 12 dv

[\

(1-20)* = (=2 - 2v)*| do

w w 4
=
|
[\
e

1 2 14
(3-20)1+ (-2 20)4] _ 30

-3

QO = O = O —= W[+~

| —

[ —

1.2.4 Changement de variables en coordonnées polaires

En géométrie plane, le systeme de coordonnées polaires est utilisé pour
donner une description plus simple de certaines courbes (et surfaces).
On peut appliquer la transformations des coordonnées cartésiennes en coor-
données polaires si le domaine présente une symétrie circulaire et que
la fonction présente des caractéristiques particulieres.
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Le changement de variables en coordonnées polaires consiste a poser

(x,y) = (rcos(8),rsin(0)).

En effet, tout point (z,y) € R? peut |
s’écrire sous la forme I ()
xr =rcosf et y =rsinf avec ‘ s
r>0 et 6el=][0,2r[ou]—m,mnl,
et de maniere unique si (z,y) # 0.

Les variables r et 6 s’appellent les co-
ordonnées polaires de (z,y).

oo X

Théoréme 10 (Intégrales doubles en coordonnées polaires)
Soit f une fonction continue sur un domaine D = o(A) de R? avec A C
R* x [0, 27[ et soit ¢ une fonction

¢: Rt x[0,27] — R?
(r,0) — (x =rcosf, y=rsinb).

La matrice Jacobienne de ¢ est

J¢(r,9) _ ( cosf) —rsinf >

sinf rcos@

et det J, = .
Alors, on obtient :

//D f(z,y)dzdy = //A f(rcosf,rsinf) r drdf.

Pour illustrer ce théoreme, considérons les exemples suivants :

Exemple 53 Calculer

//$dxdy odD:{(z,y)€R2|x2+y2§1 et:sz}.
D
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Le domaine D est l'intersection du disque de centre /
(0,0) et de rayon 1 et du domaine a droite de l'aze Oy. |
En utilisant les coordonnées polaires, on trouve que r |
est compris entre O et 1 et que 0 varie entre —g et g \

On a donc A ={(r,0) e Rt x [0,27][ | 0<r<1 et —ggegg}.
Par suite,

// a:dxdy—// r2 cos(0) dr df — (/ dr ) </_://220089d0>
:(/0 3dr> sin6]/2, = ; 2:;

Exemple 54 Calculer
JIp 7z de dy ot D= {(v,y) e R? | 2? +y* < 1,2 >0 et y > 0}.

On va passer en coordonnées polaires. Le domaine D
est l'intersection du disque de centre (0,0) et de rayon
1 et du domaine a droite de l'axze Oy et en haut de
laxe Ox, c’est-a-dire que r est compris entre 0 et 1 et |'

que 0 varie entre 0 et 7. -.\\\- /

On a donc A = {(r,0) e Rt x[0,2r[| 0<r<1 etogegg}.
Et donc,

1 /2
// dx dy—/ — cos(0) sin(0) dr d@z(/ rdr) / cosfsinf df | .
DSB2+y A T2 0 0

D’ou, il s’en suit que

271
ry _ |\~ 1o e
//1):C2+y2 dxdy—lQLX lQ(smG)

42 A. YOUKANA

/2

1
0 2




CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

Exemple 55 Calculer l’aire des domaines suivants :
a) Dy :={(z,y) €ER? 0<y <122},
b) Dy :={(x,y) € R* z*+y?—2x < 3}.
Solution :

a) Le domaine représente le demi-disque supérieur centré en (0,0) et de
rayon 1. On passe au changement de variables en coordonnées polaires
et on obtient

A={(r0) eR" x[0,27]] 0<O<7, 0<r<1}.

Par conséquent,

1,
Az’r(Dl):/D d:r;dy://Ar dfdr = /O/Ordﬁdr:g.

b) Le domaine Dy représente un disque centré en (1,0) et de rayon 2. On
pose le changement de variables suivant :

r=1+rcosb, y =rsinf.
Par suite J, = r ainsi
A={(r,0) e RT x[0,2r] | 0<r <2}

Par conséquent

2 rom 272
Air(D,) =// dxdy:// d&dr:/ / rdfdr = 21 | —| = 4m.
D2 A 0o Jo 2,

1.2.5 Exercices avec corrigés

Exercice 56 Calculer l’intégrale suivante :

I= /5 / sin(z + y) + cos(z — 2y)dxdy.
0 Jo
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Solution :
M¢éthode 1 : On fixe x et on intégre par rapport a vy, alors on obtient

: / sin(z + y) + cos(x — 2y)dzdy

(/25111 zr+y) + cos(x — 2y) dy) x

M¢éthodes 2 : On fixe y et on intégre par rapport a x, alors on obtient

™

I = / sin(z + y) + cos(z — 2y)dzdy
0

:/00

= /0 ([=cos(z 4+ y)]§ + [sin(z — 2y)]7) dy

(NE]

(SE]

/Wsm (x +y) + cos(x — 2y) dx)d
0

[SIE]

- /0 —cos(m 4+ y) + cos(y) + sin(m — 2y) — sin(—2y)dy

[SIE

1 1 1
= {— sin(m + y) + sin(y) — 3 cos(m — 2y) + 5 cos(m — 2y) + 5 Cos(—2y)]0 =2.

Exercice 57
Calculer les intégrales suivantes :

1. 1 2 (100 — 62%y) dxdy,
2. [[pcos(xy) dedy ot D = {(x,y) ER?, 1<2<2 0<y< %}
Solution :

1. Par un calcul direct, on trouve

/11 /02 (100 — 6x2y> dxdy = /11 {1003: — 2x3y}i:z dy

1
_ / (200 — 16y)dy = [200y — 8y%] = 400.
_1 _
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En inversant l'ordre d’intégration, on obtient le méme résultat.

= 100 — 6’y

tiKiL

/02 /_11 (100 — 6x2y) dydz = /02 {1003/ _ 3x2y2}zj e

- /02 (100 - 34%) — (=100 — 32%)] dx

2
_ / 200 da — 400.
0

2. D’apres le théoreme de Fubini, on a

Exercice 58 (Changement de variables)

Calculer intégrale suivante [[p ey dzdy Ou D est la région délimitée par le
trapéze dont les sommets sont (1,0),(2,0), (0, —2) et (0,—1).

Solution.

Posons le changement de variables suivant :

U+ v U—
z=— = 1(u,v), y = = po(u,v).
Ainsi, on obtient det(J,) = 3.
Par suite, on aura un nouveau domaine défini par :

D* ={(u,v); 1<v<2,—v<u<wv}.
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(L.L0) (2.0 r (-1.1) (1,1)

u

(z,y) (u,v)
(1,0) )
(2,00 | (2,2
(0,—=1) | (=1,1)
(0,—-2) | (=2,2)
Finalement,
// e%dxdy:—/ / ev —‘dudv
D 1 —v
20 W
= —ev| d
. 7€ » v
2
_ L
—/1 2(6 e )dv
2

Exercice 59 ( Coordonnées Polaires)
Utilisez les coordonnées polaires pour évaluer
1. [Ip e($_2)2+(y_3)2d:cdy ot le domaine d’intégration D est le demi cercle
de centre (2,3) et rayon r = 3,
2. 1 )2 == cos(a? +y?) dydu,
g S4B @ ) dyde.

Solution :

1. On peut représenter le domaine D de la maniére suivante :
9
D—{@y) eR (@-27+ (-3 <]
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Posons le changement de variables suivant :

x=2+rcosb,
y =3+ rsinb.
On obtient
J[[ o0y = [[ et arao,
D A
ot 3
A= {(r 0) € R* x [0, 27], O§r§2}.
Donc

//AreTQ dr df = /027r/§ re” drdf
- (/fd@) (/0 dr)

1 22
= 27 {267“} =m(er —1).

2. La région D est définit comme suit
D:{(m,y) eR?—-1<z<1, —V1—2a2 Syg(]}.
Par suite, on trouvera en utilisant les coordonnées polaires

T<f<2r
0<r<i1

et ainsi lintégrale devient

/ / , COs x +y )dyd:c:/%/olrcos (7’2) drdf.

Et donc

d&
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3. Un calcul simple en coordonnées polaires nous donne

/11 /0\/@ (:U2 + 92)3/2 dydx = /07T /01 <7~3) rdrdf = /07r éd@ = g

Exercice 60 Calculer l’intégale suivante :
// 2idzdy  on D = {(:c,y) eR? 2*+4y° < 1}.
D

Solution :

On procede par deux méthodes différentes :
»Résolution par un changement de variables :
On fixe y et on integre par rapport a x

4 <1
2 <1 — 49

—/1—4y? <x <y/1—492

Alors

Ce qui nous donne

1/2 1—4y2
// aszdxdy:/ / 22dx | dy
D —1/2 \ J—y/1-42

Soit le changement de variable suivant : 2y = sin#, alors 2dy = cosfd#.
Pour y = —3, on obtient —1 = sinf et donc § = —7/2.
Pour y = 1/2, on obtient 1 = sinf et donc 6 = 7/2.
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D’ou

/7r/2 ?) (1 — sin 9) \/1 —sin?60 ;COSQ do

/2

—/ —cos 40de
7r/2

/2 1 /1

= 1 20)“do
_w/g3<2< + cos 20)°
1 w/2

- E —7/2

1 fm/2 1
= (<1+2cos20+2(1+cos40)> df

—7/2

(1 + 2 cos 260 + cos? 26) do

7r/2 1
12/ ( +2c0829+2(1+cos46)) db

/2

1 1 T2 g
12 { 0 + sin 20 + 8sm49]_ﬂ/2 =3

» Résolution par un changement de variables en coordonnées po-
laires :
Posons le changement de variables suivant :

,
x =7 cosf et y:§sin9.

On a donc
A={(r0)eR" x[0,2m)| 0<r<1}.
%

Ainsi, on obtient det J, =
Par conséquent, on obtlent

//Dx2dxdy - 2/ /%r cos? § dfdr
= </0 r d?“) (/Oﬂ;—i—cos(%)d@)

1 [9 N 5111(29)127r o
0

8

2 4

3
Exercice 61 Calculer l’intégrale suivante :

// xy dxdy,
B

49 A. YOUKANA



CHAPITRE 1. INTEGRALES SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES

ou
B:={(z,y) €R%, 220, y>0, 2*+><2, y<a?}

Solution : On peut séparer l’ensemble B comme suit

= {(z,y) € R?, 0<:L’<1O<y<x2} /< o
SR }U

Par suite

//B vy dwdy = / / wyddy + / / zy dady
—// :Bydyd:l?—l—/ /QIQxydydx

I \/ .Z'
_/ Y2 /ﬂ y?
= r—| dx + T
o 2 0 1 2 0

dz
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1.3 Intégrales triples

Soit f : V — R une fonction définie sur un domaine V' C R3. L’intégrale
sur V de f: V — R s’appelle une intégrale triple, on la note

///Vf = ///V f(a,y, 2)ddydz.

En coordonnées cartésiennes, 1’élément de volume est dxdydz et le volume
d’un domaine V' peut donc se noter par Volume(V') := [[[,, dxdydz.

Le principe des intégrales triples est le méme que pour celui des intégrales
doubles.

Signification géométrique

Le graphe de f est une hyper-surface de R* (difficile & dessiner)

o [[f, f(x,y,z)dxdydz = quadri-volume sous le graphe "algébrique" sous
le graphe de f.

o [[f,|f(z,y,2)|dxdydz = quadri-volume sous le graphe de f.

1.3.1 Propriétés des intégrales triples

Soit V une partie bornée de R3.
1. Volume (V) :si f(x,y,z) =1, alors

Volume(V') = / / dxdydz.
1%
2. Positivité : Si f(z,y,2) > 0 pour (z,y,2) € V, alors

///v f(@,y, 2)dxdydz = 0.

3. Linéarité : Pour tout A, € R, on a

///V(/\f(x,y,z)—i—/lg(x,y,z)) drxdydz = )\///V f(z,y,2) dedydz+pu ///v g(x,y, z) dedydz.

4. Relation de Chasles : Si V; NV, = surface ou courbe ou point ou &,
alors

///Vluv2 f(z,y, 2) dedydz = ///Vl f(z,y,2) dacdydz—k///v2 f(z,y, 2) dedyd:z.
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1.3.2 Théoreme de Fubini pour les intégrales triples

Théoréme 11 (Théoréme de Fubini)
Soit f:V — R une fonction continue.

1. (Forme 1) Cas ouV =a,b] x [¢,d] X [s,t], a <b,c<d et s <t,
on a

[l s opteivaz = [ [[[ sty
- /: l/cd[/:f(w,yw)dx]dy}dzz...

2. (Forme 2) CasouV = {(z,y,2) € R3, (z,y) € A, u(z,y) <z <wv(x,y)},
ot A est la projection orthogonale de V' sur le plan (Ozy), alors

Ry R M T

( Uordre d’intégration est forcé).

3. (Forme 3) Cas ouV = {(z,y,2) € R s <z <t (v,y) € A2)} ou
A(z) est Uintersection de V' avec le plan z = C*, alors

///V f(z,y, z)dxdydz = /: l//A(z) f(x,y,z)dxdyl dz.

( Uordre d’intégration est forcé).

dy] dx

Exemple 62 ( Forme 1)
Calculer lintégrale suivante [[[,(x —y + 2z) dxdydz ot le domaine

V:{(x,y,z)ERB,nggl, 0§y§3et2§z§3}.

Comme ['ordre d’intégration n’est pas forcé. Par exemple, on commence d
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intégrer par rapport a la variable z et donc

///V(x—y—l—Zz)dxdydz = /01(/03</23(:L’—y+2z)dz>dy)dx
— /01(/03[302—3/2—}—22]2613/)(137
_ /01(/03(x—y+5)dy>dx
= /01 [xy—y22~l—5y12dx

1 21 322 21 1
— e = | 22— g =12,
/0(3x+2)x [2 +2x1

Exemple 63 (Forme 2)
Calculer le volume du domaine suivant :

V:{(az,y,z) € R3, (r,y) € D = [0,1]2, nggx}.

Volume(V) ://dedydz://l) [/Ox dz
://Dxdxdy
:/01/01xdxdy

/Ola:dm

dxdy

X

I

DN | —

Exemple 64 ( Forme 3)
Calculer intégrale suivante : [[[,, xz dxdydz, ot le domaine

V:{(m,y,z)ERs, 0<zr<y—=z z2<y<l, nggl}.
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D’apres le théoreme de Fubini, on a

///V (z2)dedydz — ( 1( Oy sz dx) dy) dz
1( 2y —2) )dz
[Z—Z] i
- 6/ (-2’

1
= - —322 438 2t dr = —.
6/02 22 4323 z 120

1.3.3 Intégrale sur un parallélépipede, cas des variables
séparables

C’est I'analogue du résultat obtenu pour les intégrales doubles.

Proposition 65 Soit V' le parallélépipéde [a,b] x [c,d] X [s,t] ot a <b,c <
d,s<t. Si
V(z,y,2) €V f(z,y,2) = g(x)h(y)l(z)

ot g, h, | sont des fonctions continues sur [a,b], [c,d] et [s,t] respectivement.
Alors

JJf, £y, 2)dwdydz = (ng<w>dw) - (/jh(y)dy) ([ 1)

Exemple 66 Calculer l'intégrale suivante : [[[,,(xyz) dedydz ot
V={(2,y,2) eR0<2<1, 0<y<1, 0<2< 1.

En effet, on a

/// wy2) dudydz = l/lzd:c] x V;y;dy] x Vol”‘;dz] - 216
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1.3.4 Changement de variables pour les intégrales triples

On introduit maintenant des changements de variables particulierement
utiles. En fonction des symétries du probleme étudié, ces changements de
variables peuvent permettre de simplifier considérablement ’expression des
intégrales a calculer.

Proposition 67 Soient U et V deuz ouverts de R? et

o= (p1,p2,p3): ACU—->DCV
(u,v,w) — (%?Ja Z) = (gpl(u,v,w),gag(u,v,w),go;),(u,v,w))

une bijection et de classe C'sur A\ = p~Y(D).
La matrice Jacobienne de ¢ est

Oz Oz Oz

U v Quw

J,=| % 5 8y
o]

o 8 ¥

ou Ov Ow

Le Jacobien de la matrice Jy est donné par

oz Oz Oz
gu 211 %w
det(J,) = | gt 3 o
9z 0z 0z
ou Ov Ow

Sio(A) =D, et det J, # 0, on obtient :

///D fx,y,w) dedydz = ///A F(e(u,v,w)) [det(J,(u, v, w))| dudvdw.
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1.3.5 Coordonnées cylindriques

Un point M de 'espace R? peut étre repéré par ses
coordonnées cartésiennes (x,y, z). Le changement de
variables en coordonnées cylindriques correspond a

(r,0) sont ici les coordonnées polaires de la projection >

\
poser (z,y,z) = (rcosf,rsiné, z). Les coordonnées i
de M dans le plan (Ozxy) (c’est-a-dire le plan z = 0). i

Dans R3, les coordonnées cylindriques sont utiles lorsque le probléme étudié
présente une symétrie autour d’un axe.

Considérons 'application "passage de coordonnées cylindriques a carté-
siennes'

¢ RL x [0,27[xR — R?
(r,0,z) — (z,y,2) = (rcosf,rsin, z)

% % % cos@ —rsinf 0
Jo(r,0,2) = 3% g—z g—g = | sinf rcosf O
= 5 5 0 0 1

Ainsi, le Jacobien est égale a detJ, = r. Si p(A) = D, la formule du
changement de variables s’écrit alors :

///Df(ﬂf,y,Z)dil?dde:///Af(TCOSQ,TSiHQ,Z) r drdfdz.

Exemple 68 Calculer l’intégrale suivante :

I = [f[,z dxdydz ou

D:{(x,y,z)ER3,$2+y2§1 et nggl}.
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On utilise le changement de variables en coordonnées cylindriques. On a

A= (D)={(r0,2)|0<r<1,0<0<2ret 0<2<1}.

]:///f)zdxdydz:g///Azrilrdez
:(/0 rdr).</0ﬂd9).</0 zdz)

et alors

e

Exemple 69 Trouver l'intégrale [[[,/x? + y*dxdydz, ou
D = {(m,y,z) R 22+ <1,0<2< 1}.
En transformant la région D en coordonnées cylindrique, nous obtenons

D={(r0,z)|0<r<1,0<60<2m 0<z<1}.

1 pom 1
/// \/372+y2d:vdydz:// /T2drd9dz
D o Jo Jo
:/1/271' 17031
0o Jo 3 o
1 27T1d9d
=), by 5
L 27
= [ —d
/0 3
o
=5

Alors

> dfdz
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1.3.6 Coordonnées sphériques

Le systeme de coordonnées sphériques est un autre systéme de coordonées
utile en trois dimensions. Il simplifie en particulier les calculs d’intégrales
triples sur des volumes limités par des portions de sphéres ou de cones.

Les coordonnées sphériques sont adaptées aux problemes qui présentent une
symétrie autour du centre du repere.

Un point M de I'espace R? peut également
étre repéré par ses coordonnées sphériques

(p,0,0).

Remarque 70 Attention! Il existe plusieurs conventions pour les coordon-
nées sphériques (mathematiciens, physiciens, astronomes ...). En mathéma-
tiques, en général, p €] — 7, 7|

Proposition 71 Les Coordonnées sphériques d’un point de [’espace sont
données par :

R’ x| 0,2m{x] — g g[ - R (R_ x {0} x R)
o - pcos(6) cos(ip)
(p.0,) = | psin(0) cos(p)
psin(y)

Le déterminant de la matrice jacobienne de ® est

cos(f) cos(p) —psin(@)cos(p) —pcos(d)sin(p)
det Jo(p,0,¢) = | sin() cos(p) pcos(f)cos(p) —psin(f)sin(yp)
sin(yp) 0 /)COS(SO)

= p? (sin(gp) x cos(ip) sin(y) + cos(p) x cos? ))
— P cos(ip) £0.

La formule du changement de variables s’écrit alors :

/// f(z,y, z)dxdydz:///Af(pcos@cosgo,psin@cosﬁ,psincp) p* cos @ dpdfdp.
D
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Si nous résumons les résultats obtenus, nous avons le tableau suivant :

changement de coordonnées | valeur absolue du jacobien
polaires — cartésiennes r

cylindriques — cartésiennes r

sphériques — cartésiennes p? cos(p)

Autrement dit :

e En coordonnées polaires :

drdy = |det J,(r,0)| drdf = r drdf.

e En coordonnées cylindriques :

drdydz = |det J,(r,0, z)| drdfdz = r drdfdz.

e En coordonnées sphériques :

drdydz = |det Jo(p, 0, )| dpdfdp = p?* cos ¢ dpdfdep.

Exemple 72 Calculer Uintégrale I = [[[5 (2? + y* + 2?) dxdydz ot B est la
demi-boule B = {(x,y,2) € R}, >0, 22 +y* + 22 < 1}.

On utilise le changement de variables suivant :

x = pcosfcosp
®: < y=psinfcosp
z = psinp

la demi-boule B sera décrite en prenant

T m™T
pelo, 8e-2 70 vel|-3.5|

On effectue le changement de variables dans l'intégrale :

1 bl 3 2
I:/// p4cosg0dpd9d30:(/ ot dp).(/ d@).(/ cos dcp>:57r.
v 0 3 —3

Exemple 73 SoitV = {(z,y,2) € R® [2? +y* < 22,0 < z,2” +y* + 22 < 1}.

sphére d'équation
V est la région de R® contenu a lintérieur de la TN
sphere centrée a l’origine et de rayon 1, a l'intérieur cone déquation x2+ y2= 22
du cone d’équation x> + y* = 2* et au-dessus du plan
horizontal d’équation z = 0.
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3/2
Fvaluons l’intégrale triple /// (Iz + 97 + Z2> / dzxdydz en utilisant les coordonnées sphériques.
1%

V' correspondant a Vs en coordonnées sphériques comme suit :

Ve ={(p,0,0) |0<p<1,0<0<2m0<¢p<n/4}.

Fuvaluons ’intégrale triple

T 27 rl
/// (x2 + 1y + 22>3/2 dodydz = /4 / (p2)3/2 p? cos(ip) dpdfdyp
v o Jo Jo

_ </OZCOS(¢>d¢>.</02ﬂd0>.(/01p5 dp) —3\%.

1.3.7 Exercices avec corrigés

Exercice 74 FEvaluer l’intégrale triple suivante :

/ / Vy dxdydz

sur la région

plan d'équation =z = |

surface d'équation
— 2 v
z=x-t -

V:{(x,y,z)eR3, Ogaz,Ogy,(:c2+y2) Szél}

|

|

|1

! ¥

|

| :

| e

| P
arc de cercle d'équation
x2+y?=1

En effet, V:{(I,y,z)€R3,O§x§1, 0<y<+V1-—22 (x2+y2) Szgl}.
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Donc

1—x2 1 1 V1—x2
/// y drdydz = / / y dz | dy | dz :/ / (y2]le, ody | dx
0 22 4y2 o \Jo =y

1—22 11_22 1_22
(1_1,2)3/_311 d:v:/< 21')_( z)
0 0

Exercice 75 ( coordonnées cylindriques)

Calculer les intégrales triples suivantes : f f\}% f2 +yz27z (y* + 22)3/2 dx dy d=z.

Solution.
En coordonnées cartésiennes, on doit intégrer sur le solide défini par les
inégalités

Y2 <e<2-y -2 —V1I-2<y<V1-22, —1<z<1

Il est naturel de passer en coordonnées cylindriques

r=x
=rcost
z=rsinf
et on obtient 'intégrale triple
27 p2—12
/ / / 22)3/2 dr dy dz = / / / r* dz ddr
2+22
2 1
:</ 1d9>/7" Tdr:47r/ r4(7“2—1)d7°
0 0
7 5
:4WV_T] _8

7 ) 35
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Exercice 76 ( coordonnées sphériques)
Calculer ’intégrale triple suivante :

1
///V T dzdydz,

ou V' est donnée par
V= {(:U;y;z) eERL1<z24+9y2+22< 9}.

Solution :
La région V' en coordonnées sphériques est donnée par

Vs ={(p,¢,0) | 0 <0 <2m, —gégogg, 1<p<3)}

et
a:2+y2+z2:p2.

Par suite,
/// \/m drdydz = / [ﬂ/ — . p*cos @dpdpdh

2T % ]_2
7/0 / <2p1

3
> cos ¢ dodf

4 cos ¢ dpdf

Ir
/ (481119075 )
:/02 8 df = 16m.

Exercice 77 Soit la région V := {(z,y,2) € R3,| 0 < 2,1 < 2? + y? + 2% < 4}.
Calculer lintégrale [[[,, zdzdydz.

sphére d'équation x2+ 32+ 2 = 2
La région V' correspondant a Vs en coordonnées
sphériques comme suit :

sphére d'équation x2+)2+22 =1

Vs ={(p,0,0) |0<0<2m,1<p<20<p<m/2}.
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Donc nous obtenons

63

/ / /V > dadydz

/
y

VB

/ / p sin(p) dpdfdy

us
5
SlIl

) (/027r ) (/:p dp) = 3.
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CHAPITRE

Intégrale impropres

Notre but dans ce chapitre est de calculer des intégrales sur des intervalles
non bornés (allant jusqu'a —oo ou +00), ou bien des intégrales sur un inter-
valle borné de fonctions ayant une limite infinie en un point de l'intervalle
d’intégration.

I'intégrale généralisée est une généralisation, une extension de la notion
d’intégrale de Riemann. Si on se réfere a I'interprétation intuitive d’une inté-
grale comme la surface d’'un domaine dans le plan, dans les deux cas nous
cherchons a calculer des surfaces de domaines non bornés.

Définition 78 Soient I un intervalle quelconque de R et f une application
de I vers R. On dit que f est Localement Intégrable sur l’intervalle I si
et seulement si elle est intégrable (au sens de Riemann) sur tout intervalle
fermé borné contenu dans I. Autrement dit

f est localement intégrable sur I < V(a,b) € I, f est intégrable sur [a, b).

Remarque 79 Toute fonction continue, ou continue par morceaux est loca-
lement Riemann-intégrable.
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Définition 80 On dit que deux intégrales sont de méme nature si elles sont
soit toutes les deux convergentes, soit toutes les deux divergentes.

Définition 81 L’intégrale I est dite impropre si

b
I:/ f(z)dx
(1) a et/ou b= +o0.
(2) si f n'est pas bornée en un ou plusieurs points de l’intervalle [a, b].

Selon la maniére dont ['intégrale est impropre, elle porte la dénomination :

e (1) : intégrale impropre de premiére espéce ( intégrale sur un intervalle
non bornée).

e (2) :intégrale impropre de seconde espéce ( intégrale de fonction non
bornée).

o (1) et (2) : intégrale doublement impropre ou bien impropre de troisiéme
espéce.

Exemple 82

+oo dt
t2+1

. p I
est impropre en +00, converge et est égale a i-

i) fo % est impropre en 1 , converge et est égale a 2 .

i) fo Sdi 5 est impropre en 3 et diverge.

i) f+°° % est impropre en 0o puis en —1 et diverge.

v) [T 1+t4 dt est impropre en 00, converge et vaut f

Définition 83 (Point singulier) On dit que xy est un point singulier pour
la fonction f si elle n'est pas bornée en ce point i.e. lim, ., f(zg) = oc.

2.1 Intégrales impropres de lere espece
Définition 84 On dit que [° f(t) dt est une intégrale impropre (ou géné-
ralisée) de 1°7¢ espéce si au moins l'une des bornes de l'intervalle (a,b) est

infinie.
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Définition 85 Soit f une fonction localement intégrable sur [a,4o0.
On dit que Uintégrale [ f(t) dt converge si

T

lim f(t) dt est finie.

T—+00 Jq

Si c’est le cas, on pose
+oo
= lim /
a f T—+00 f

Dans le cas contraire, on dit que l’intégrale diverge.
Remarque 86 Pour [°_ f(t) dt, la définition s’adapte de fagon évidente.

Exemple 87 1. Soit f(t) = 1. Elle est définie et continue sur [1,4o00].
En effet

z ]
lim / —dt = lim (Inz —Inl) = +o0.

rz—+o00 J1 T—+00

Ainsi l’mtégmle généralisée f1+°° L dz diverge.

2. Soit f(t) = 1+t2 FElle est définie et continue sur [0, +oo[. Alors
) z 1 ) T
xgrfoo . mdt = xl_lgloo(arctan(x) —arctan(1)) = 5

T L 3., rdoo 7r
Ainsi Uintégrale généralisée [{™ 1+t2 dx converge et vaut

3. Soit f(t) = ﬁ Elle est définie et continue sur [2,+ [ On a

_ z 1 _ -1
lim / ———dz = lim ( + 1) =1.
x—+o00 Jq (t — 1)2 z—+oo \x — 1

Ainsi Uintégrale généralisée [,

e 1 sdt converge et vaut 1.

Exemple 88 L’intégrale I = f1+°° 4t dt est convergente car

dt 171* 1
ERE .
1 t2 tl T

I = lim 1—1:1.

T—r+00 x

et donc

Exemple 89 L’intégrale I = [;"° cos(t) dt est divergente car

/Ox cos(t) dt = sin(x)

et comme la fonction sinus n’a pas de limite en +oo, alors I est divergente.
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2.2 Intégrales impropres de seconde espece

Définition 90 Soit f une fonction localement intégrable sur (a,b).
Lintégrale f; f(t) dt est dite généralisée de 2" espéce si f posséde au moins
un point singulier dans l'intervalle (a,b).

Définition 91 [ étant une fonction définie et localement intégrable sur |a, b|.
Nous dirons que lintégrale impropre f{ff(t) dt converge si et seulement si la
fonction x — [ f(t)dt admet une limite finie en b~. Dans ce cas, on note

/bm) dt = lim [ f(¢) dt.

r—b— a

Dans le cas contraire, on dit que [’intégrale impropre f(f f(t) est divergente ou
bien n’a pas de sens.

Remarque 92 Pour une fonction f définie et localement intégrable sur |a, b,
la définition s’adapte de fagon évidente.

dt

. diverge car

Ldt
e t

Exemple 93 L’intégrale [,

= —1lne

et comme lim,_,o —Ine = 400, alors I est divergente.

Exemple 94 L’intégrale [, % dt converge car

11 1
| =i -20-ve

et donc
I =1lim2(1 — \/E) = 2.

e—0

Exemple 95 Calculer l'intégrale fol Int dt .

On a pour tout x >0, [fIntdt =1+xlnz — .
D’ou
lim [ Int dt = 1.
z—0 J1

L’intégrale fol Int dt est donc convergente et vaut —1.
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Proposition 96 f étant une fonction définie et localement intégrable sur
(a,b). Sic € (a,b) est un point singulier alors

b T b
/f@ﬁ:hm F(6) dt + lim [ f(t) dt.

z—c~ Ja z—ct Jz

Si les limites ci-dessus existent et sont finies, on dit que les intégrales impropres
qu’elles définissent convergent, sinon on dit qu’elles divergent.

2.3 Intégrales doublement impropres

Dans cette partie, on s’intéresse au cas des intervalles |a, b[, | — 00, b],
Ja, +o00] et | — 00, +00[ c’est-a-dire au cas des intégrales doublement impropres
(mixte). Dans ce cas l'intégrale s’écrit comme somme d’intégrales généralisées
de 1°7¢ espeéce et d’intégrales généralisées de 2% espece, elle converge si toutes
ces intégrales convergent et diverge si I'une au moins diverge.

Définition 97 Soit f une fonction continue sur|a,b| et ¢ €]a,b|.

e On dit que l'objet f(f f(t)dt est une integrale impropre a la fois en a et b .
L’intégrale impropre f(ff(t)dt est dite convergente si et seulement si les deux
intégrales [; f(t)dt et ff f(t)dt sont convergentes. Si c’est le cas, la valeur de
[Y f(t)dt est donnée par

Aﬁ@ﬁ:Lﬁ@ﬁ+LU@ﬁ

e Dans le cas contraire, i.e. si pour tout ¢ €]a, b l'une des intégrales impropres
[€ f(t)dt ou [P f(t)dt diverge, on dit que Uintégrale impropre [ f(t)dt diverge.

Remarque 98 En pratigue, il suffit de prendre ¢ = 0 pour conclure.

2.4 Propriétés fondamentales des intégrales
généralisées

2.4.1 Relation de Chasles pour les intégrales générali-
sées

Théoréme 12 (relation de Chasles pour les intégrales impropres)

Soient —oo < a < b (resp. a < b < +00).
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Soit f: [a,b[— R continue sur [a,b] (resp. |a,b]).
Supposons de plus que [’intégrale impropre f(f f(t) dt converge.
Soit ¢ € [a,b]. Alors on a :

a) [7 f(t) dt converge.
b) De plus, on a : [P f(t)dt = [C f(t)dt + [° f(t)dt

2.4.2 Linéarité des intégrales généralisées

Théoréme 13

Soient —oo < a < b( resp. a < b < +00).

Soient f et g deuz fonctions loc-intégrables sur [a, b (resp. |a,b]), et \, p deuz
réels.

o Si les intégrales [P f(t)dt et [P g(t)dt convergent, alors

a) [PONF(t) + pg(t)) dt converge.
b) De plus :

/ab(Af(t) + pg(t)) dt = /\/abf(t)dt + u/abg(t)dt

Démonstration 1 Soit x € [a,b] et (A, ) € R2. Par linéarité de lintégrale
de Riemann, on trouve

)\/ dt+u/ / (\f + ug)(t)dt.

Puisque [° f(t)dt et [0 g(t)dt sont convergentes alors
/()\f+ug)()dt—>)\/ dt+u/
D’oq le résultat.

Remarque 99

e Si l'intégrale impropre ff f(z)dx est convergente et 'intégrale ffg(m)dw
est divergente, alors [° f(x) + g(z)dz est divergente.

e Si l'intégrale impropre f;f(m)dx est divergente et l'intégrale ffg(x)dx
est divergente. Alors on peut rien dire conclure sur la nature de l'intégrale
J2(f(x) + g(x))da est divergente.
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2.4.3 Intégrale faussement généralisée

Définition 100 ( Prolongement par continuité)
La fonction f est prolongeable par continuité en xqy s’il existe un réel [ tel
que la fonction f*, définie par

f(z) st Va # xo,

st T = x.

Exemple 101 On considére la fonction f(x) = S";(x), Vx # 0. FElle est
définie en dehors de 0, mais elle a une limite en 0.

En effet, lim,_,q %(I) =1, alors le prolongement de f définie comme suit

sin(x)

fflz)={ =

st x#0,

1 st x=0.

Théoréme 14 ( Intégrale faussement généralisée)

Soient : —00 < a < b < 400.

Et soit f : [a,b]— R une fonction continue par morceaux.

Si f est prolongeable par continuité en b~ alors en notant f son prolongement
en b~, nous pouvons affirmer que

/abf(t)dt - /bf(t) dt.

a

Remarque 102 Pas dintégrale faussement impropre en 00, c’est réserver
uniquement a une borne finie.

Exemple 103 FEtude de la nature de [, tIn(t)dt.

» Calcul direct
La fonction f :tw— tln(t) est continue sur]0,1]. Soit x € [0, 1].
On procéde alors par intégration par parties (IPP).

u(t) =1In(t) o/(t) =

J) =t  o(t) =

M‘T\H\H
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Cette IPP est valide car u et v sont C' sur [z,1]. On obtient :

i@yt = | S| =L [ tar
. 2 5

212
2
__Z _ 12
= 21n(x) 4[tL
1, 1, 1 1

Comme lim,_,o 2% In(z) = lim,_,o x X x In(x) = 0, il résulte alors que l'intégrale
impropre [ tIn(t)dt est convergente.
De plus

()t —
Atn@t—4.

» Résolution via le prolongement par continuité
Comme t1n(t) —¢ 0, on peut prolonger la fonction f : t — tln(t) par
%

continuité en posant f(0) = 0. En notant f la fonction prolongée, Uobjet
fol f(t)dt n'est plus une intégrale impropre mais l'intégrale sur un segment de
la fonction f continue sur [0, 1].

Exemple 104 Considérons l’intégrale généralisée

L

sin

/ dz.
0 T

est continue sur 10, 1] .Or

sin x
T

La fonction

sinx
lim =1.
=0t T
Ainsi % est prolongeable par continuité au point x = 0. On en déduit que

sin x
T

l'intégrale généralisée fol dx converge.

Exemple 105
o L’intégrale [°, 1_?;5@) dt est faussement impropre en 0 et elle est donc

convergente.
e L’intégralefy t*In(t)dt est faussement impropre en 0 et donc convergente.

71 A. YOUKANA



CHAPITRE 2. INTEGRALE IMPROPRES

2.4.4 Positivité de l'intégrale généralisée

Théoreme 15 Soient :
a € R beR avec a <b. f:[a,b]— R une fonction continue par morceaus.
e Si l'intégrale impropre ff f(t)dt est convergente et si f >0, alors

/abf(t)dt >0

2.5 Calcul des intégrales généralisées

2.5.1 Intégration par parties (IPP)

Théoréme 16 Soient f et g deuz fonctions C* sur [a, b].
Alors pour tout x > a,

Silimg_y, [f(t)g(t)]" existe alors [7 f(t)g' () dt et [° f/(t)g(t) dt sont de méme

a
nature et si elles convergent alors

[ 10 )t = tim [0~ [ £

Théoréme 17 Soient f et g deuz fonctions C* sur]a,b[. Si la fonction fg
a des limites finies en a et en b alors

[ swade et [ g @a

sont de méme nature et si elles convergent

b
[ £ 0yt = i F)(t) ~ Im(Fo)(t) ~ [ 70

Remarque 106 Pour une fonction définie et localement intégrable sur ]a, b,
la définition s’adapte de fagon évidente.
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2.5.2 Utilisation d’un changement de variable

Théoréme 18 Soient f :]a,b[— R continue et ¢ :|a, B[—]a, b], de classe C*
et bijective alors

b B
| f@yde et [ o) (bt

sont deuz intégrales impropres de méme nature et si elles convergent

b 8
/a f(z)dz :/ fle()) ¢/ (t)] dt.

(67

Exemple 107 FEtude de la nature de ff . i);dt-
~1)6

e La fonction f :t+— —— est continue sur |1,2].

(t—1)%

e Sous réserve de convergence de l'intégrale impropre flz ( 1)ldt.
t—a)?2

Posons le changement de variable

pu=t—1parsuiteu=t—1 et donct=u+1.

>du=dt et dt=du.

> Sit=1alorsu=1—-1=0.

> Sit=2alorsu=2—-1=1.

Ce changement de variable est valide car ¢ : u— u+1 est C' sur [0,1].

On obtient ainst :
2 1 11
/ dt = / —_du.
1 (t — 1)6 0 us

o [in utilisant le critére de Riemann (au voisinage de 0 ), l'intégrale
impropre fol -du est convergente. Par conséquent, l’intégrale impropre
ub6

Ik (till)% dt est convergente.

Corollaire 108
Soit a € Ry U {400} et soit f:] —a,a]— R continue sur| — a,al.

a) Si f est paire :
o [“ f(t) dt converge & [§ f(t)dt converge.
e Dans ce cas : [*, f(t)dt =2 [ f(u)du.
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b) Si f est impaire :
o [? f(t)dt converge < [i f(t)dt converge.
e Dans ce cas : [*, f(t)dt = 0.
Exemple 109 FEtude et nature de lintégrale : [*2° 2t dt.
e La fonction [ :t v 2t est continue sur | — 0o, +o0o[. De plus, elle est
impaire car, pour tout t €] — 00, +00]

F(=t) = =2t =~ (t).

o Soit x € [0,4o00][:

/x2tdt: [tﬂx:x? s toeo.
0 0

r—r—+00

Ainsi [;F° 2t dt n'est pas convergente.
e On en déduit que [*2°2t dt est divergente.

Attention
On ne peut pas diviser l'intégrale sous cette forme :

2t dt = 0.

On ne peut effectuer le changement de variable puisque l'intégrale impropre
[F02t dt est divergente.

Exemple 110 Ftude et nature de ['intégrale : f:(Q/i \/# dt.

e La fonction f :t — ﬁ est continue sur | —/2,+/2[. De plus, elle
est impaire car pour tout t €] —v/2,/2|

_ —t ot

V2 (-2 V21

f(=t) = — /().

e On en déduit, sous réserve de convergence

" " Vit dt
/\/5\/2—152 __/0 V2 — 12

Or Uintégrale impropre foﬁ \/2'17 dt est convergente. Ainsi ff’ﬂ —t_dt

Vo—t2
est convergente.
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e On en déduit que f:% \/;_jdt est convergente, de valeur

vz 0 t V2ot
/ at = | at+ [ dt = 0.
V22— 12 V22— 12 0o V212
Exemple 111 FEtude de la nature de [’intégrale impropre f0+°° efﬂ’il.

1
et+1

e La fonction f :t — est continue sur [0, +0ol.

e Soit x € [0,+00 . Posons le changement de variable
u=-¢" alorsu=¢e'( donct=1In(u)) & du=e'dt et dt =% =12a
» Sit=0 alorsu=¢e"=1.
» Sit=ux alors u = e".
Ce changement de variable est valide car ¢ : u — In(u) est de classe
Clsur[1,e®]. On obtient :

/fﬂ dt B /e”‘ du
o et+1 i u(utl)
e /1] 1
(-t
1 u  u-+1

B /ewdu e du
1 U 1 u+1

= [(ju))]s" = M(ju+ 1))

ex
— I (ex - 1) +(2) — In(2).

o On déduit que Uintégrale [;7>° etd-it-l

De plus : [" 2 = In(2).

est convergente.

2.6 Intégrale des fonctions positives

Dans cette partie nous n’utiliserons que les fonctions positives. Dans le
cas ou la fonction f considérée est continue et négative sur [a, b[ (resp. |a, b],
resp. |a, b[), on se raméne aux cas précédents en considérant la fonction — f
qui est positive sur cet intervalle.
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2.7 Critere de convergence

Théoréme 19 (Intégrale impropre bornée)

Soient a € R,b € R avec a < b.

Soit f: [a,b[— R une fonction continue par morceaux, avec f > 0.
L’intégrale impropre [° f(t)dt est convergente si et seulement si

M eR,, Veelab, Flz)= / F(t)dt < M.

Exemple 112 L’intégrale [} COSQ(%) dt est une intégrale impropre de 2"

espece. En effet
2 1 2
Fa)= [cos(p)dt< [ dt=(3-2)<3, Vo€l
Ainsi Uintégrale [7 cosz(%) dt est convergente.

2.7.1 Intégrales de référence a-Riemann

Théoréme 20 (Intégrales de Riemann au voisinage de +oc0)
Soit lintégrale [["°t=dt ou v est un réel strictement positif.
Dans ce cas, la primitive est explicite et ['on a

+00 . 1 —a+1 z :
/ idt _ l%mx_ﬂroo [—a—l—lt L 32. a#1
1t lim, 4 oo [In(?)]7 sia=1

On en déduit immédiatement la nature (convergente ou divergente) des inté-
grales de Riemann a savoir

Sia <1 alors Feotadt diverge,
st o> 1 alors Fet—adt converge.

Théoréme 21 ( Intégrales de Riemann au voisinage de a)

Pour tout a € R et a < b.

L’intégrale ff (tflifl)a converge si et seulement si o < 1.

Dans ce cas la convergence est absolue.

En particulier, l'intégrale fé’% converge si et seulement st a < 1, et la

convergence est absolue.
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Exemple 113 |2, (tfig)g diverge et [, % converge.

Corollaire 114 (Régle du t*f(t) en +o0)
On suppose que f est positive au voisinagae +0o. Alors

Ja>1, limy 1 ot*f(t)=0 = [ f(t) dt converge .
Ja <1, limg, oo tf(t) = 400 = [ f(t) dt diverge .

Corollaire 115 ( Régle du t*f(t) en 0)
On suppose f positive au volsinage de 0.

> Sl existe « < 1 tel que limy_ot*f(t) = 0 alors f est intégrable au
voisinage de 0 .

> Sl existe a > 1 tel que limy_,ot*f(t) = +o0 alors f n'est pas d’inté-
grable au voisinage de O .

2.7.2 Critere de comparaison
Théoréme 22 (Comparaison par inégalité)
Soient a < b < +o0o  (resp. —oo < a < b).
Soient f,q : [a,b|— R deus fonctions continues sur [a,b] (resp. |a,b]).
Supposons de plus : Vx € [a,b],0 < f(x) < g(z).
e Alors on a :
> Si [Pg(t) dt  converge alors [P f(t)dt converge.
> Si [Pf(t) dt  diverge alors [ g(t)dt diverge.

e De plus, dans le cas de la convergence, on a :

Remarque 116 Le critére de comparaison n’est pas applicable a des fonctions
de signe variable.

Exemple 117 On v.a2déterminer la convergence de [;F Sliﬁ,;dt,
La fonction t — sllitf est continue, donc localement intégrable sur [0, +oo.

On a un probleme de convergence, ou une singularité, en +oco. D’ailleurs,
elle est positive et on va montrer la confuerfence de l’intégrale en utilisant le

g A . sin? ¢ 1
critere de comparaison. On a ¥t € {0, +oo |, 0< T3 < -

Or f0+°° i th dt converge par existence d’une limite finie a la primitive a arctan t
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en +o0.
En effet

x T
im —— dt = lim arctan z = —.
r—+oo0 Jo 1 4 t2 z—+00 2

. i 2
Ceci prouve que [, ?iﬁt

dt converge.

2.7.3 Critere d’équivalence

Théoréme 23 Soient a € R, b € R avec a < b.

Soient f,q : [a,b|— R deuz fonctions positives et localement intégrables.
Supposons que les fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de b qu’on
note f(t) ~ g(t) alors

i) Si Uintégrale impropre [ f(t)dt diverge alors [° g(t)dt diverge également.

i) Si Uintégrale impropre [° g(t)dt converge alors [° f(t)dt converge égale-
ment.

Exemple 118 FEtudions la convergence de 01 Sint—*/idt.

La fonction t — %‘/Z est continue, donc localement intégrable sur ]0,1].

On a un probleme de convergence, ou une singularité, en 0. Par ailleurs, elle
) ) )

est positive et on va étudier la convergence de ['intégrale en utilisant le critére

24 s . sinv/t 1

d’équivalence : *= ~ N

Or fol % converge par existence d’une limite finie a la primitive 2v/t en 0 .

sin \/f

S dt converge.

. 1
Ceci prouve que |,

Exemple 119
1. Considérons l'intégrale généralisée fg
0.
Intéressons-nous au comportement de la fonction Sl% lorsque x tend
vers (.
En effet, le développement limité au voisinage de (0) de la fonction sinus
est sinx = x + o(x), ce qui implique que

sin x

dx dont le point incertain est

. sinx
lim =1.
z—0 g

Par conséquen est équivalente a 1 lorsque x tend vers 0.

Par le Théoréme des équivalents, les intégrales généralisées fé)’ 2 idx

sin x
t, =
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3 A Y
et |51 dx sont de méme nature. Or cette derniére est sans conteste
convergente.

2. Le théoréeme des équivalents permet d’affirmer que l'intégrale généralisée

+oo 2% + 32+ 1 o
/ —————e “dx,
1

224+ 4

dont le seul point incertain est +oo est convergente.

En effet,
2 +3x+1

24+ 4

Comme l'intégrale de ce dernier converge alors notre intégrale converge.

e~ ale™,

Exemple 120 La fonction f(x) = \/1:52j71+1 est équivalente a l’infini a xg%

Comme [,/ —Zzdx converge (intégrales de Riemann) alors Uintégrale J5ee \/ﬁwdx
converge.

2.7.4 Intégrales de référence de Bertrand

Théoréme 24 (Intégrales de Bertrand)
Lot~ (In(t))~Pdt ou B est un réel strictement positif.
La primitive est explicite :

/ T n() Pt = { bimg oo [ ()] sih# L
2 lim, oo [In(In(?))]3 si B =1

Par conséquent, on peut déduire la nature (convergente ou divergente)
des intégrales de Bertrand suivantes :

B<1 = "t 1(In(t))Pdt diverge,
g>1 = [t 1(In(t))Pdt converge.

Corollaire 121 Soit « et B deux nombres réels.

La fonction t — m est intégrable

sur [2,400] si et seulement si (a>1) ou (a=1cetp>1).
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2.8 Intégrale généralisée d’une fonction de signe
quelconque

2.8.1 Critere de convergence absolue

Définition 122

Soita <b  (resp. —oo < a <b, resp.—oo<a<b< +00).

Soit f une fonction définie sur |a,b| d valeurs dans R et localement intégrable
sur [a, b[.

On dit que lintégrale généralisée fff(t)dt converge absolument, ou est ab-
solument convergente si et seulement si Uintégrale généralisée [P|f(t)| dt
converge.

Remarque 123 Pour démontrer la convergence absolue nous pouvons donc
utiliser les critéres de convergence relatifs aux fonctions positives.

L’intérét de la notion de convergence absolue est dans le théoréme suivant :

Théoréme 25 Soit f une fonction définie sur [a,b], d valeurs dans R et
localement intégrable sur [a,b].

Si Uintégrale généralisée ff f(t) dt converge absolument alors ff f(t) dt converge.
De plus on a :

[ty ar <[5 ar

En revanche, la réciproque est fausse.

Exemple 124 Etudier la convergence de fiFe %dt.

Soit f la fonction de [1,+oo[ dans R définie par f(t) = =5t
f est continue sur [1,+o00[ et pour tout x € [1,+00]
1

< (2.1)

sint
t2

IFO)] =

Or, Uintégrale généralisée [;7> t%

(a=2>1), donc [;° %g(t) dx est absolument convergente.

dx converge par le théoreme de Riemann
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2.8.2 Intégrales semi-convergentes

Définition 125 On dit qu’une intégrale généralisée ff f(t) dt est semi-convergente
si elle est convergente sans étre absolument convergente.

+o0o t
/ sin di.
1 t

a) Montrons pour commencer que cette intégrale généralisée converge.
Soit x > 1. Une intégration par parties (IPP) donne

T sint cost1” T cost
/ ot = {—] —/ dt.
1t t 11 1 t?
Lorsque x tend vers 400, les deux termes

cost]”® T cost
Lot ety
t 11 1

Examinons les deux termes :
R
° [LO”L = —“2% cos 1. Or la fonction “=* tend vers 0 (lorsque

Exemple 126

¢
x — 400), car cosz est bornée et % tend vers 0.

Done [==t]" admet une limite finie qui est cos 1
t 11

e Pour le deurieme terme, notons d’abord que f+°°
grale absolument convergente

En effet |COSt| < & et Uintégrale de Riemann [;7° % dt converge.

Par consequent f1+°° st dt converge, d’ot [ <%t dt admet une limite
finie.

o Conclusion : [{ #2L dt admet une limite finie (lorsque x — +00), et
donc par définition [ Sitﬂdt converge.

cost dt est une inté-

+oo

b) Prouvons maintenant que l’intégrale [; Smt

dt diverge.
Comme sinz € [0, 1], il vient sin?t < |sin(¢ )\

Par le Théoréme de comparaison, il suffit donc de prouver que l’intégrale

P in? .
généralisée [ %tdt diverge.
e Fcrivons d’abord

/z sin? tdt / —dt B /ff COiQtdt.
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e On a d’une part, Uintégrale généralisée [, 2italt diverge par théoréme

de Riemann (a = 1) et d’autre part, les arguments prouvant la conver-
gence de [[7° 22Ldt prowvent également celle de [;7>° <2t

e Ce qui nous donne
+oo gin? ¢
/ dt
1

t

est nécessairement divergente.

2.8.3 Critere d’Abel

Pour établir la convergence d'une intégrale généralisée qui n’est pas abso-
lument convergente, nous disposons du théoreme d’Abel.

Théoréme 26 (Critére d’Abel) Soit [ une fonction localement intégrable
sur [a, b[, telles que

o [ est positive, décroissante et telle que lim, ., f(z) = 0.

e Soit g une fonction continue sur [a, b telle que la primitive [ g(t) dt soit
bornée c’est a dire que

dM >0, Vx> a,

/;g(t)dt‘ <M.

Alors intégrale
b
/ f(t)g(t) dt converge .

Exemple 127 Le théoréeme d’Abel permet de prouver aisément la convergence

des intégrales
+o sint +o0 cos 2t
e | dt
1 t 1 t
En effet, pour la premiére intégrale, la fonction f(t) =
théses du théoréme et g(t) = sint aussi : pour tout t > 1,

% vérifie les hypo-

’/ sintdt‘:][—cost]gf|:|cosl—cosx|§2, M =2.
1

Ainsi d’apres le Théoréme d’Abel, I'intégrale impropre [;>° S";(t) dt converge.

De la méme maniere, on peut montrer la convergence de l'intégrale

[0 <52t en choisissant f(t) = 1 et g(t) = cos(2t).
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Remarque 128 Soit [ f(t) dt une intégrale convergente, si f a une limite
[ en +00 alors | = 0. Mais ce n’est pas une condition suffisante.

Exemple 129 L’intégrale [, %dt est divergente méme si lim ﬁ = 0.

Remarque 130 11 se peut que [, f(t) dt soit convergente sans que f n’ait
de limite en 400, ni que f ne soit bornée.

2.8.4 Utilisation d’un développement limité ou asymp-
totique

Si aucun des criteres classiques ne permet de conclure la nature d’une
intégrale impropre, il nous reste a utiliser le développement limité.

Définition 131 ( Formule de Taylor-Young)

Soient I un intervalle ouvert de R, xqg € I et n € N un entier naturel.

Si f est dérivable n fois sur I, alors il existe une fonction € définie sur I
vérifiant lim, ., o((x — x)") = 0 et telle que

o, f) Zo k
VxEI,f(x):kZ:fk(!)(x—xU) + o((z — xp)") = 0.

2.8.5 Développements limités usuels

Donnons le développement limité au voisinage du point xq = 0 de quelques
fonctions usuelles, ces développements limités proviennent de la formule de
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Taylor-Young :

2 n

a:_l oy T n
e’ = +x+?+---+ﬁ—l—0($).
s (_anzn n+1
Cosx:1—2!+---+(2n)!+o(x )
. z? <_1)n$2n+1 2n+2
Slnl’:$—3!+"'+(2n+1)!+0<l‘ )
s " 2n+1
coshx:1+2!+---+(2n)!+0(x )
_ 3 p2n+l -
Slnhx:$+y++<2n—i_1)|+0<$ )
1
E:1+$+$2+"‘+$n+0($n).
2 _ 1)+l
ln(1+x):x—z+‘~'+()x”—i—o(m”).
n
z° (_1)n 2n+1 2n+1
arctan(x):x—§+~~+mx —i—o(x )
ala—1 ala—1)---(a—n+1
(1—|—:E)a:1+0433+7( 5 )x2+-~-—|— ( ) n‘( ):Jc”—l—o(:z").

Exemple 132 FEtudier la nature de lintégrale In (1 — w) dt.

Ona 1— % +—> 0, alors on applique le développent limité de la fonction

In(1+ ) au voisinage de 0 comme suit :

I (1 B sir;(t)) _ _sir;(t) Si;tgt) +O(si722(t)) A —|—f2(t)+o(8i22(t)).
Avec » o oy
t gglmo(“@( o, fir) = —Smt( Vet fult) = S”;tﬁ )

Or Uintégrale [;7° fi(t) dt converge d’aprés le critére d’Abel.

D’autre part, on a

sin?(t)
2t2

fa(t) ~ (t = +00)
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et

sin(t) 1 +oo dt
< — avec / — convergente .
1

0<
-2t T 212 2t2

Par conséquent

+o0o in(t
/ In <1 — SH;( )> est convergente.
1

2.9 Exercices avec corrigés

Exercice 133 Montrer la convergence de l’intégrale suivante :

+00 1 J
t.
/0 t3+1
Solution :

e Méthode 1 : On utilise la définition

T

dt

f’»‘ 1
lim |
= Jo (4 1) (Bt 4 1)

' 1z 1 1o 2t—1 I 1
= lim —/ —dt — = 7dt+—/ ——— dt
z4o0 | 3 Jo t+1 6.Jo t2—t+1 2 Jo (t—l) 4+ 3
2 4

. . 1 ) ¢ 1 2t — 11"

IIEIJPOO ([ln(t—l—l)]O—G {ln (t —t+1)}0+—\/§ [arctan 7 ] )
1 1 20 —1

N e e st

_ 11 (x4 1) N 1 ; 2£E—1+7T
= lm gl 7 arctan

_O+1<ﬂ+ﬁ>_2ﬂ
o Vve\2 "6/ 3B

Ainsi 'intégrale est donc convergente.
Méthode 2 : On utilise les criteres de convergence, en effet

L= i
Y

dt

—_

w

> [;7°° % est convergente.
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1/(#3+1)

W = 1.

> hmt_>+oo

1

t3

1
341

» Les fonctions ¢t — ﬁ
et bornés sur [1,+oo[. Par suite [

ainsi que t — sont positives, continues

est convergente et donc

également [;F> tgil dt.

Exercice 134 (Intégrales généralisées et IPP)
A laide d’une intégration par parties, étudier la convergence des intégrales
sutvantes :

a) Jo In(t) d
b) JFe ! cos(t)dt.

Soluion.

a) La fonction o — In(x) est continue sur |0, 1]. On consideére donc € > 0
et on utilise une intégration par parties sur [e, 1] avec les fonctions

Ces fonctions sont bien de classe C! sur [e, 1].
On obtient alors :

/6 n(t)dt =[tIn(t / dt

:—eln()—l—i—eﬁ—l.

e—0

Ainsi, 'intégrale f01 In(t)dt est convergente et égale & —1.

b) La fonction ¢t — e~ cos(t) est continue sur R. On considére donc x > 0
et on utilise une intégration par parties avec les fonctions :

) =

u(t) =e"" u'(t
t) = sm(t)

V'(t) = cos(t) v(

Ces fonctions sont bien de classe C' sur [0, z], ce qui nous donne
/ e ' cos(t)dt = [e’t sin(t +/ Fsin(t
0

= sm —|— / sm
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Considérons alors la deuxieme intégrale et effectuons de nouveau une
intégration par parties avec les fonctions de classe C! sur [0, x]

u(t) =e"" u'(t) = —et

v'(t) = sin(t) v(t) = — cos(t).
On en déduit

/x e 'sin(t)dt = {—e_t cos(t)} - /$ e ' cos(t)dt
0 0 0
=—e “cos(x)+1— / e ' cos(t)dt.
0
On obtient donc
/w e 'cos(t)dt = e sin(x) —e “cos(z) + 1 — /x e ' cos(t) dt.
0 0

En passant a la limite, on trouve
x

1 1
. —t o . - —x . _ —x _
lim e 'cos(t) dt = lim 5 (e sin(z) — e * cos(z) + 1) =3

z—+00 Jo T——+00
, +oo —t 1
Par conséquent [;"* e cos(t) dt converge et vaut ;.

Exercice 135 A l'aide du changement de variable suggéré, étudier la conver-
gence des intégrales suivantes et les calculer.

+o00 dt _ it
a) J, T T avec u = ¢’

b) [;F < dt, avec u = V1.

Vit

Solution :

a) La fonction t —
ne s’annule pas.
e On considere donc x > 0 et on utilise alors le changement de variable

1 . + 7, .
(CES ) est continue sur R car le dénominateur

u=¢, t=In(u), du=e" d tel0x.

On commence par simplifier I'intégrale, a savoir
)

z dt B /95 eldt
/0 (et +1) (et +1)  Jo et (et +1) (et +1)

T eldt

_/o (¢! +1) (1 +e)
Coroetdt

N /0 (et 4 1)2.
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Puis, on utilise le changement de variable pour obtenir

z d e du
/0 (et+1)(te—t+1) - /1 (14 u)?

N l‘uiwr
1
2

1 1
— — —.
1+ e x=+oc0 2

dt

AiHSi l’intégrale fOJrOO m

’ \ l
converge et est égale a 5

b) La fonction ¢ +— e:[f est continue sur R}, car sur cet intervalle, le

* 7

dénominateur ne s’annule pas. L’intégrale est donc doublement impropre.
e En 0 : On considere € > 0 et on utilise le changement de variable
proposé sur [e, 1]

1
u=+t, t=u> du=—dt.
2/t

/ \/_dt—Z/ fdt
—Q/ﬁe
~afe,
:Q(e_ﬁ—e_1>

—2(1-e).

e—0

cela donne

Ainsi, intégrale 2 (1 —e™') J§ e:/g

(1—e).

e En 400 : On considére x > 1 et on utilise le méme changement de
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variable

z o=Vt
RV \/5

= 2/ e “du
1

_VE
=2[-e),

=2 (e_1 — e_ﬁ> — 2!

X——+00

+Ooe

Ainsi, 'intégrale [; gt converge et est égale a 2e71.

+ooe

e Conclusion : I 1ntegrale 2t converge et est égale a

+oo g~V 1oVt
A
0o Wt 0 Vi

Exercice 136 Ftudier la convergence des intégrales suivantes :

) " L% ) 1+t2 dt.

+o0 e —\[

= 2.

Solution :
a) Soit f la fonction de [1,400[ dans R définie par f(z) = i%,

[ est continue, positive sur [1,+oo[ et pour tout x € [1,+o0],

/ R I Y RS S
Y ) B NZy A
Donc la fonction F : x v+ [T f(t)dt est bornée, par suite [;{>° f(z)dx converge.

b) Soit f la fonction de [1,+o0[ dans R définie par f(z) = -,
[ est continue sur [0, 4+o00[ et pour tout x € [0, 40|,

[ L0t  farctan ]2 = arct
— |arctan = arctanxz,
o 1+1t2 0

done limg, sy o0 fo 1+t2 dt = 5 est finie et par suite ffr 1+t2 dt converge.

Exercice 137
Quelle est la nature des intégrales suivantes :
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2 Sin
1§ A At 3. ktg 5. )0 e,
2. fo \ft+1)’ 4 fl V(65— t(t+1)
Solution :

1. On a t* —1 = (t + 1)(t — 1), la fonction intégrée est continue sur
[0, 1[U]1, 3] et le seul probléme est ent =1. Ent =1, on a

2 —t+2 12—2+45 1 2

2-1 a1 1+t t—1 t—1

Pourt > 1 proche de 1, les deux fonctions en produit sont positives (car
2/(t—1) est positive). La fonctiont — 1/(t — ) n’est pas intégrable pres
de 1" car lintégrale de f est divergente. Donc f tgztf’ dt est divergente.
Notons qu’on n’a pas besoin de regarder le probleme de 1~ car une seule

divergence suffit d conclure.

2. L’intégrale fo Vi t+1) est impropre en 0 .

La fonction x — 7 est continue sur ]0,1] donc elle est localement

t(t+1)
intégrable sur 0, 1].
De plus, cette fonction est positive sur |0,1]. On peut alors utiliser les

critéres des fonctions de signe constant.

1 1 1 1 .
r o) t et fo dt converge donc fo \/t+1) CONVerge aussi.

3. Soit f la fonction de |0, 7] dans R définie par f(t) = 5.

t

I\J\W

f est continue sur |0, |, positive sur |0, 7| et vérifie

1 185int sint
lg%wf()—%g%w\/%t %—>0 t =L

Donc [§ 25tdt converge.
12

4. Soit f la fonction de [1,5[ dans R définie par f(t) = ﬁ

f est continue sur [1,5[, et positive sur [1,5] et pour tout t € [1,5], on

trouve
1 1 1 1

@< =T~ ave=t

Or f1 —==dt converge, donc I f(t)dt converge.
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5. On décompose cette intégrale comme suit :

+00 o +00 1 d
/0 (:U2—|—1 / $+/ (x24+1)x .
La premiere intégrale diverge puisque
1 1
(2+ 1)z 0z

et Uintégrale de X sur 0,2] ne converge pas.
La seconde intégrale converge car

1 1
(224 1) x +oo 23
et lintégrale de m% sur (2, +00] conve'rge

Y44 . [t
En somme, ['intégrale : [, (IQH dx diverge.

Exercice 138
Etudier la convergence des intégrales suivantes. Lorsqu’elles convergent, en

calculer la valeur.

1. [t L e dt,

f—i-OO 1 dt

oo 2

+o0
9 oo W dat,

4 foo 1+t2

Solution :

L. +;° e dt est convergente car on a

L |
/C mdt = arctan(z) — arctan(c), Ve €] — oo, +00].

D'ou [;7* 1it2d lim,_, o arctan(z) — arctan(c) = § — arctan(c).
dt = arctan(c) 4 5 et donc on a

De méme [
+o0o 1
/ ——dt = .
oo 1+ 12

00 1+t2
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. L’intégrale [72°

1

2. Considérons la fonction ¢t —— ;z- Elle est continue donc localement

intégrable sur R*. Pour étudier la nature de I'intégrale généralisée

oot
L. &

il faut donc "couper" 'intégrale en quatre termes

/ Ldt /0 dt /1 dt /+O° dt
o 1271127 Jo 1 12
et étudier séparément la nature de ces quatre intégrales généralisées.
La primitive de t — t% sur tout segment de R* est donnée par ¢ — —%.
D’ou
Ldt 1
/ —=14+—- —1quand z — —00

x t? T

et

@ dt 1
/ — =1——- — 1 quand z — 4o0.
1 12 X

Donc les deux intégrales généralisées [~1 % et

- 2 f+oo dt

convergent, mais

Tt 1
/ —=—-1——— 400 quand x — 0.
1 t2 x

Par conséquent, 'intégrale généralisée f_ © diverge.

On en déduit que I’ 1ntegrale généralisée [~ +;° ‘g diverge.

—Lt—— dt est convergente.
t2+1 3/2

d’ou hmgHJroo fo t2+1)3/2 dt =
Les deux intégrales f;">

dt et f dt sont convergentes

(t2+1)3/2 (t2+ 1)3/2

et valent respectivement 1 et -1 .

Par conséquent, U'intégrale [~ 7 dt est donc convergente et vaut

t2 1)3/2
bien entendu 0.

. La fonction ¢ — 1/ (1 + %) est continue sur R, donc les seuls soucis sont

en +00.

On a 5 ~ % quand t — Foo. Or 1/ (14 1?) est positif et 1/t* est
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intégrable en 4-0o. Par conséquent [*2° : jﬁ dt converge.
e Par ailleurs, en utilisant la primitive connue, on a méme que

+00 1
/ dt = lim arctan(z) — lim arctan(z) = g - (—g) = .

oo 14 ¢2 z—+00 z——00

Exercice 139
FEtudier la convergence des intégrales suivantes :
1. [{7° Tsin() dt,

2. [} —Ldt.

tsint

Solution :

1. Soit f la fonction de [1,4o00] dans R définie par :

1 1

f(t) = n Sin(;)-

f est continue sur [1, +oo[ et pour tout t € [1, 400,

1 1 11 1
) =|-sin(-) < |2 ==.
7] ’t$n(t)‘_‘tt‘ =
Or [;"*° %dz converge, donc [;™° f(t)dt est absolument convergente et
par suite elle converge.
2. Soit f la fonction de ]0,1] dans R définie par f(t) = ;o—.
f est continue et positive sur |0, 1].
On a pour tout ¢ €]0,1], f(t) > 1.
Or [y %dt diverge et donc [ ﬁdt diverge aussi.

1

Exercice 140 Etudier la convergence de f02 0 1 dt
—cost)3

Solution :
Soit f la fonction de | 0, g} dans R définie par f(t) =

Cherchons un équivalent de f au voisinage de 0.

Comme cost =1 — % +o0(t?), alors 1 — cost I~ %

D'oi f(t) v 5 =2
(%)

Or fog L dt converge (a =2< 1), alors fog f(t)dt converge.

2
t3

1
1 -
(1—cost)3

ol
o~
wino|
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CHAPITRE

Séries numériques

3.1 Introduction

Etant donnée une suite numérique (tn), ey de nombres réels, on sait alors
que la somme d’un nombre fini de ses termes est finie. Mais ce n’est pas
toujours le cas quand on passe a un nombre infini de termes. On se propose
alors de donner un sens a l'expression >, u,. Il est ainsi naturel de former
les sommes partielles .S, = ug + uy + us + ... + u, et d’étudier la limite de la
suite (Sy),cy- En notant S = lim, o Sy, si cette limite existe, on convient
de poser S = Y"1t u, et de dire que S est la somme de la série 3,0 Uy.

Ce chapitre est consacré aux conditions nécessaires et suffisantes de la
convergence de la suite (Sy), oy et a la généralisation des propriétés connues
sur les sommes finies.

3.1.1 Suite des Sommes Partielles

Définition 141 Soit (uy),,5 une suite de R ou de C. On définit les sommes
partielles par

Sp= up=1ug+u+-+u,
k=0
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et on s’intéresse a la limite de S, lorsque n — oco.

Définition 142 Soit >, -, u, une série numérique réelle ou complexe conver-
gente, de somme S. Alors, son reste d’ordre N noté Ry est donné par

n=N
RN=S—SN=Zun— Zun: Z Uy,
n>0 n=0 n>N+1
Définition 143 On dira que la série Y, cn Uy est
e Convergente si S = lim, . S, existe et on note alors 3, >qu, cette
limite,

e Divergente si elle n’est pas convergente,

Théoreme 27 Si une série numérique réelle ou complexe Y-, o u, est conver-
gente alors son reste d’ordre N converge vers zéro.

Preuve. 144 Pour démontrer ce résultat, il suffit de considérer [’égalité
sutvante :

n=N
RN:S—SN:Zun—Zun: Z Uy,
n>0 n=0 n>N—+1

et de faire un passage a la limite des deux cotés.

3.1.2 Séries géométriques

Proposition 145 Une série géométrique est une série dont le terme général
est de la forme u, = cq™,c# 0, ¢ € R.
Le calcul de la somme partielle est donné par

1— n+1 .
g —1¢ rh st q # 1. (3.1)
cln+1) si g=1.

La série»  u, est convergente < |q| < 1.
neN

Dans le cas ou la série géométrique converge, sa somme vaut alors

1
Zun—cl_q.

neN
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3.1.3 Séries télescopiques

Proposition 146 Une série télescopique est une série dont le terme général
est de la forme w, = a, — Gpy1.
La somme partielle est donnée comme par S, = ag — Gpy1.

La série Z u, est convergente <& lim a, eziste.
N n—-+0o00
n

Exemple 147 Déterminez si les séries suivantes convergent ou divergent.
Si elles convergent, déterminez leur somme.

L Ynen ninimy-

On procéde a la décomposition en éléments simples
1 (a+l)—-n 1 1

n(n+1) nn+1) n n+1
On a pour n € N*

n 1 n 1 1 1
Sy =2 o) = e

Quand n tend vers +o00, on obtient
400 1

;k(kﬂ):l

Par conséquent, la série Y, cn est convergente.

1
n(n+1)

+o00 1
2. n:2 Tl2—1 .

La somme partielle de cette suite est définie par

n 1 3 1 1
Sn = = - — — —
kz:; -1 4 2n 2(n+1)
Par suite
. ) 3 1 1 3
lims,=lm|(-——————| =-.
n—o0 nmo\4 2n 2(n+1) 4

Par conséquent la somme partielle converge, par suite la série converge
et sa valeur est

© 1 3
nz::zn?—l:l
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Proposition 148 (Condition nécessaire de convergence)
Soit (3 ,en Un) une série convergente alors lim,_, 4o u, = 0.
La réciproque est fausse.

Preuve. 149 Si la série Y, cyu, converge, alors par définition la suite
(SN)n>; de ses sommes partielles converge et donc la suite (Sx — Sn—1)x>1
tend vers 0. Or YN > 1, SNy — Sn_1 = un et en conséquence la suite (uy,) tend
vers 0 .

Proposition 150 (Test de divergence grossiére)
Si la suite réelle ou complexe (uy,) ne tend pas vers 0 quand n tend vers l'infind,
alors la série Y, oy Uy diverge. Autrement dit

lim w, # 0 = ) u, diverge.

n—-+oo neN
Preuve. 151 C’est la contraposée de l'implication précédente.

Remarque 152 Cette condition nécessaire de convergence de la série n’est
pas suffisante car il existe des séries divergentes et dont le terme générale
tend wvers 0.

Exemple 153 la série harmonique dont le terme général est de la forme

Uy = % oun € N* est divergente bien que lim,,_, . u, = 0.

Exemple 154 Déterminez si les séries suivantes sont convergentes ou diver-

gentes
oo 2n4n3
.Z. ano 1+4TL3 .
En effet
2n+n® 1
li p= lim — = - #0.
A, =l S =0 7

Comme la limite est différente de zéro et donc par le test de divergence,
la série diverge.

2.n
2. Yoo T
En effet
2.n
Jog,w =l g =t A0

En vertu du test de divergence, on déduit que la série diverge.

97 A. YOUKANA



CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

Proposition 155
® 503N Un est convergente, alors Vk € N, 35, <, u, est convergente.
o Sidk €N, X, 5, u, est convergente, alors 3, cnuy est convergente.

Proposition 156 ( Convergence d’une série complexe)
Une série complexe Y, cn U converge si et seulement si les séries Y-, cn Re (uy,)
et > pen Im (u,,) convergent toutes les deuz et dans ce cas

> u, => Re(uy) 47> Im(uy,).
n=0 n=0 n=0

3.1.4 Opérations sur les séries

Proposition 157 (Linéarité) Si les séries > ey Un €t Y ,en Wy convergent,
alors pour tout A\, u € R, la série >, cn(Auy, + pv,) converge et

S Ay A+ pvn) =AD  un 1Y Uy

neN neN neN

Corollaire 158

1. 80Yen Un cOnVETge MAis Y, cn Uy diverge, alors Y., cn(un +vy,) diverge.

2. Si les deux séries sont divergentes, on ne peut rien dire sur la nature
de leur somme.

Exemple 159

- 1 -1 _ A . - 1
o La série Y ,en i + 2onen - = 0 est convergente méme si la série 3, ey =
est divergente.
e Soit la série Y, en 2 et la série Y., cn(—2), les deux séries sont divergentes
mais la somme des des séries est convergente.

Proposition 160 S5i les séries 3,~o U, €t 3,50 v, sont convergentes et ont
pour somme Sy et Sy respectivement, alors la série Y-,~q (un + vy,) est conver-
gente et a pour somme Sy + Sy puis également la série ., <o (Au,) est conver-
gente et a pour somme AS.

Proposition 161 ( Comparaison des sommes)
St deux séries réelles Y, cn Un €l Y ,cnVn convergent, alors si

dng €N, Vn>ng, wu,<wv,, alors Z Uy < Z Up-
neN neN
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3.2 Séries a termes positifs

Définition 162 Une série ),y uy est dite série a termes positifs si u, > 0,
pour tout n € N.

Définition 163 On dit qu’une série Y, cn Uy, €st une série a termes positifs
a partir d’un certain rang ng si et seulement si

dng €N, Vn>ng, wu,=>0.
Proposition 164 Soit Y, cnu, une série a termes positifs alors

Z Up converge & (Sp)nen  est majorée.

neN
Quand la suite des sommes partielles n’est pas majorée, S, QO 400 et on
écrit Y nen Un = +00.
Preuve. 165 La suite (Sx) ey €5t croissante puisque
VN € N,Sy41 — Sy = ung1 > 0 et donc la suite (Sx)yey converge si et
seulement si elle est majorée.

3.2.1 Criteres de Comparaison

Proposition 166 Critéres de Comparaison
Soient Y, enUn €t Y ,enUn deuz séries vérifiant 0 < w, < v, a partir d'un
certain rang ng.

» Si la série Y, cnUn converge, alors y.,cn U, converge et Zk o Uk <
Zk no

» Sila série ZneN u, diverge, alors Y, cnvn diverge.

Exemple 167

| sm(2n )|

1. Soit la série 3,5, , son terme général est u,

Or Y,51 55 est une série de Riemann convergente.
| sin(2n?2)]
n3

Par conséquent ", <, est convergente.

n . +oo Inn
Exemple 168 Etudier la convergence de 3772 5.
On alim,_, 1“7” =0 et donc (1“7"> est une suite bornée par une constante
w’on note par M. Il s’en suit que Yn € N*,0 < 182 < M.
q j2 q ,0< 2L
Par suite, ‘v’n eN*, 0< 11122 < 2Mn, ce qui nous donne une série géométrique
de raison 3, donc convergente. Par conséquent Sk 1’“2’;” converge.
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3.2.2 Critere d’équivalence

On suppose que u, >0, Vn € Net que lim, ;f—: = [, alors

0 Sil—0 > neN Un converge = y U, converge,
7 Y onen Un diverge = > ,cn Un diverge.
o SilcR* > neN Un converge < > oy Un converge,
T Yhen Un diverge < 3,cn Un diverge.
o Sil= 400 > nen Un converge = » .y Un converge,
N " Yhen Un diverge = 3,,cn Un diverge.

Théoreme 28 Soient Y, cnUn €t Y ,enUn deux séries a termes positifs a
partir d’un certain rang ng, telles que u, ~ v, alors les deux séries sont de
“+oo

meme nature.

o ; + 1
Exemple 169 FEtudions la convergence de 32,2 175 -

Remarquons que la série est a termes positifs, alors on peut utiliser le
critere d’équivalence.
1

On a 3+14,L o 4% qui est le terme général d’une série géométrique de raison
oo

et donc convergente. Par conséquent la série

+o00 1
n=1 1427

est convergente.

Exemple 170 Montrer la convergence de la série Y~ sin %
Tout d’abord, notons que la série sin = est bien a termes positifs.
f n>1 nd
Au wvoisinage de (+00) sin 4 ~ 2, par suite L est une série de
n n4? ’ n>1 p
Riemann convergente. Par conséquent la série Y, ~; sin % converge aussi.

3.2.3 Critere de comparaison avec une intégrale

Théoréme 29 ( Comparaison avec une intégrale)

Soit f : [a,+00 [— R* une application continue, décroissante et positive.
On pose u, = f(n) pour n € N*.

Alors la série Y ,en f(n) et [[7°° f(t) dt sont de méme nature.

Exemple 171
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+o0 1

1. Montrer la convergence de > 2 gl

On pose f(t) = ﬁ,w > 0. il est clair que f est positive, décroissante
sur [0, 400 .

L’intégrale impropre [ Jit:j
nature que la série étudiée. Par conséquent

dt est convergente et elle est de méme

+oo 1
n=1 1+4+n3

converge.
2. Considérons Uapplication f : [1,4+00 [— RT définie par f(x) = %
On a [} %dx = logt et limy_ o0 [} %dw = 4-00. Donc (Z %) diverge.

3. Soit la fonction f : 1,400 [— RT définie par f(z) = I(;H).
f est continue, décroissante et positive.

/1t f(z)dz = log <t—it—1> — log (;) .

Comme limy_, o [{ f(z)dx =log2 < +oo alors la série (Z ﬁ) est
alors convergente.

3.2.4 Séries de Riemann
Définition 172 Une série de Riemann est une série numérique a termes

positifs, de terme général u,, = n%” a e R.

Théoréme 30 (Conditions de convergence d’une série de Riemann).
La série de Riemann >, n% converge si et seulement si o > 1.

Théoreme 31 Soit Y ,,~ou, une série a termes positifs.
o St da > 1 tel que lim,,_, - n%u,, =0, alors la série Y, -, u, converge.

o St da <1 tel que lim,, o n*u, = 400, alors la série 3,~qu, diverge.

3.2.5 Regle de d’Alembert

Théoreme 32 On suppose que u, > 0,Yn € N et que lim, “Ztl = /.
Alors

» Sil <1, la série converge.

» Sil>1, la série diverge.

» Sil =1, on ne peut conclure.
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Exemple 173 Déterminer si la série suivante est convergente ou divergente

(n)?

= (2n)!
On utilise le test du quotient :
1H%/(2 1))! 1)2 1
i (A DY/ @+t o (et 1) _1
n—00 (n!)?2/(2n)! n=o (2n+1)(2n+2) 4

(n)?

Par conséquent la série ZneN - )1 est convergente.

3.2.6 Regle de Cauchy
Proposition 174 On suppose que u,, > 0 pour tout n € N et que lim,,_,o, ¥/u, =
¢. On a

» Sil <1 alors la série converge.

» Sil > 1 alors la série diverge.

» Sil =1 alors on ne peut conclure.

n2
Exemple 175 e La série de terme général u,, = ("TH> est divergente car

. n 1 nt1\" _
limy, s oo |ty | = limy, sy o0 ( = ) =e>1.

e On ne peut rien dire sur la nature de la série de terme généra lun =

(%“)n via la regle de Cauchy car lim,, M = lim, 400 (n

3.2.7 Regle de Raabe-Duhamel
Proposition 176

Soit u, > 0,VYn > ng et notons lim,,_, .o n (u ” 1) =louleR.
[>1= la série > upen converge .
Alors <1l = la série Y upcy diverge .

=1 = On peut rien conclure.

Exemple 177 Soit la série Zn>1 =3. On alim, “Zzl =1.

Le critére de D’Alembert ne permet pas de conclure sa nature.
On applique donc la régle de Raabe-Duhamel, lim,,_, . n ( — 1) =lim, , o n (115") =
2 > 1. Ainsi la série est convergente.

Un+1
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3.2.8 Regle de comparaison logarithmique
Théoréme 33 Soit (3 ,cn Un) €t (X pen Un, ) deur séries a termes strictement
positifs. On suppose que =+ < =2t ¥n € N. - Alors

1. (X henn) converge => (X ,en Un) converge.

2. (X,entn) diverge => (X ,en Un) diverge.

Preuve. 178

1. On a pour tout n € N,

Unp+1 < Un+1 Un+1 @un—i-l Unp, Up—1 U

< << << =

Up, o Un Un+1 o Un Un+1 o Un Un—1 Vo

Ceci implique que u, < o Un, Vn € N. Sachant que (3,cnvn) converge
alors (ZneN Z—Svn) converge et d’apres le théoreme de comparaison ci-
dessus, (X penUn) cONVETYE.

2. C’est la contraposée du premier résultat.

3.3 Criteres de Convergence des Séries a termes
quelconques

3.3.1 Convergence Absolue

Définition 179 La série Y-, cnu,, est dite absolument convergente si et seule-
ment si la série Y, cn |un| converge.

Définition 180 ( Série semi-convergente)
On dit qu’une série réelle ou complexe est semi-convergente lorsqu’elle est
convergente sans étre absolument convergente.

Théoreme 34 Pour que la série numérique Y., cn U, Soit convergente, il
suffit qu’elle soit absolument convergente.

Dans ce cas, on a

neN neN

103 A. YOUKANA



CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

Exemple 181 La série 3_,~, smn(Q”Q) converge absolument puisque ] \ <

# et ce dernier terme est le terme d’une série convergente, par consequent la

série étudiée est absolument convergente.

Définition 182 On appelle série alternée toute série Y, cnun de la forme

> (-D)"a, avec a, >0, VneN.

neN

3.3.2 Ciritere de convergence pour les séries alternées
Théoréme 35 (Critére de Leibniz)
Soit Y ,en Un une série alternée telle que :

o (Jun|),cn est une suite décroissante,

e lim, ., u, =0.

Alors Y oneN Un converge et sa somme est du signe ug.
De plus, YN € N, |Ry| = [/ 25 tn| < [unsal-

Exemple 183 FEtudier la convergence de

)n
n%{; \/n3 +n+3

e On regarde d’abord si la série est absolument convergente. Pour cela, il
s’agit de définir le comportement de la série

e V n3 +n+3
En effet, on a
) 1/n

lim 5 =

=00 1//nd +n+ 3
En utilisant le critére de comparaison avec la série Y, =, on déduit que la

n
s . 1 . s P , )

SETIE D, en s est divergente. Par conséquent, la série proposée n’est

pas absolument convergente.

o Comme la suite proposée est alternée, on applique le le critére de Leibniz.

On pose u, = 1/~/n3 +n + 3. Alors
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» lim, , . u, =0, d’ou le terme général tend vers zéro.

» Pour toutn €N, (n+ 1>+ (n+1)+3=>n+n+3, donc w1 < uy.
En se basant sur le critere de Leibniz, la série est donc convergente mais
pas absolument convergente, on déduit donc que la série proposée est semi-
convergente.

3.3.3 Regle des équivalents

Proposition 184 Si 3, cnyuy, et Y ,cnvn sSont des séries réelles telles que :

® Uy ™~ Up.
no e

o La suite (uy), .y garde un signe constant d partir d’un certain rang,
alors

® (Vn),ey garde le méme signe constant que (uy), oy @ partir d’un certain
rang (éventuellement différents),

o (X ,enun convergente ) < (X ,en Un convergente).

Plus généralement, soient >, cnUn €t Y,y Un des séries réelles ou complexes.
Si uy, 2 Vns OU [t | o~ |vnl, alors (3 ,enun absolument convergente ) <
[e.e] o0

(X pen Un absolument convergente).

3.3.4 Regles de D’Alembert pour les séries a termes
quelconques

Proposition 185 Soit 3°,,>(u, une série a termes quelconques et supposons

Un+1

que la suite ( ) N est définie pour n assez grand et admet une limite [
n

quand n tend vers linfini. Alors
1. sil <1, la série 3, ey un est absolument convergente,
2. sil>1, la série ZZES u, est divergente,

3. sil =1, on ne peut rien dire de la nature de la série -, 5o Uy.

Exemple 186

1. La série de terme général u, = n% est convergente car

nn

li li ( i )n ! 0<1
= 1m —_— = 1m = .
n—teo (n+ 1)"H m—teo\n+1/ n+1
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s . s s n .
2. La série de terme général u, = < est divergente car

Ups1 B 6n-i—l n

= lim — | =e lim n =e> 1.
Up, n—+oo \ n+ 1e” n—+oon 4+ 1

lim
n—-—+oo

1
nlogn

3. On ne peut rien dire sur la nature de la série de terme général u, =
via la regle de d’Alembert car

nlogn

n—too (n 4 1) log(n + 1)

. Up+1
lim =
n—>-4o0o

U,

3.3.5 Critere de Comparaison a une Série Géométrique

Proposition 187 Soit ", u, une série a termes quelconques. S’il existe
un nombre réel ou complexe q, 0 < |q| < 1 tel que pour tout n assez grand,
Uinégalité |u,| < |q|" est vérifiée, alors la série Y ,~ou, est absolument
convergente.

3.3.6 D’autres Criteres de Convergence

Théoréme 36 Soit (ay), . une suite d termes poisitifs telle que limy, 4 a, =
[>0. 8 u, = an.v,,Vn € N et que Y,~ov, est une série a termes positifs,
alors les séries Y <o Un €t 3,50 Un Sont de méme nature.

Exemple 188 La série de terme général u, = n’;frgn

En effet, aprés décomposition, on aura u, = a,.v, 0t a, = Z—fg >0,Vn e N
avec lim, i oa, =1>0 et >~ 0, =D 51 % qui est une série divergente.
On déduit donc la divergence de la série >, ~1 Uy.

est divergente.

Théoréme 37 Soient (u,),cy €t (Vn),en deur suites numériques vérifiant
Up = Upi1 — U, VN € N. Alors la série Y,~ou, est de méme nature que la
suite (Vp),en-

3.4 Exercices avec solutions

Exercice 189 Déterminez si les séries suivantes convergent ou divergent.
Si elles convergent, donnez la valeur de la série.

106 A. YOUKANA



CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

+o0 1
1 n=0 (n+2)(n+3)’

o0 —n+29n+1
2. 302413 2nT
o) 1
3. Zn:O n2+43n+2°
Solution :
1. Le terme général peut étre décomposé comme suit

1 1 1
(n+2)(n+3) n+2 n+3

Up =

et la somme partielle de n-ieme ordre :

z": _Z": 111 Lol
= (k+2) k:+3)_k:0k:+2 k+3 2 n+3 "2

Donc la série est convergente et sa somme est

> 1 1

ngo(n—i—Q)(n—i—?)) )

o] 2n+1

Z 37n+22n+1 — Z 37(n72)2n+1 — Z 3n_2.
n=1 n=1

n=1

Par suite
’ 00 2n+1 0 2n—122

23T =) S =) s

n=1

e n—1 00 n—1
Z 3~ n+22n+1 Z 4 2 Z 12 ( ) )

n=1

Donc, c¢’est une série géométrique de raison ¢ = § < 1.
Par conséquent, la série converge et sa valeur est

oo

Z 3—n+22n+1 —

n=1
3. On commence par calculer la somme partielle

° 1

Sp=3 5.
§k2+3k+2
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Par décomposition en éléments simples, on trouve

1 1 1 1
2+3k+2 (k+2)(k+1) k+1 k+2

Par un simple calcul, on aura

n 1 1
S”_Z(k+1_k+2)

k=0
_(1 1>+<1 1)+<1 1)+ +<1 1 )+< 1 1)
S\l 2 2 3 3 4 n n+1 n+1 n+2
1
T 42

En passant a la limite quand n tend vers I'infini, on obtient

1
lim S, = lim > (1—n+2> = 1.

n—oo

Donc la série est convergente et a une valeur de 1.

Exercice 190 Testez la convergence des séries suivantes en utilisant le test
D’Alembert :

)ittt
i) 14+ 35+ 2+

AN | 3! 5!
ZZZ) §+ﬂ+m+

Solution :
i) On a le terme général est défini par u,, = %—Z, n € IN* et
Upyr  2(n+1) 3" n4+1 1
= 2=t Lo
Uy, 3ntl  2n 3n 3

Donc la série >, - u, est convergente.
it) On a u, = (2nﬁ!1)” et “ntl — gzg — 1, donc le test D’Alambert n’est
pas concluant.
Mais n (#L — 1) =n @Zﬁ — 1) = g % < 1 et selon le test de
Raabe-Duhamel, la série diverge.

108 A. YOUKANA



CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

Exercice 191 Tester la convergence des séries suivantes a l’aide du test
d’intégral :
N1, 2 3
2) 2*34‘3*3"‘4*34‘
1 2 3
W) et ae Tt
SN 1 1
1) 515+ gzs T T
Solution :

i) Le terme général est donné par u, = i = f(n) ot f(x) = L

f 1,00l = Ry et l'intégrale impropre

I f(@)de = 7 pmd

- e = ) o 12— (o + 1) ¥ do =
1 11
a1t 2(z+1)2 =327 171 < Q.

Par conséquent, la série converge. La méme conclusion peut étre obte-
nue en observant que 3, > Un €t 3,50 L ont la méme nature puisque
lim, ..o % = 1. Donc la divergence de la SETiE D50 Un-

ii) Le terme général peut s’écrire u, = 125 = f(n), ou f(z) = =47,
filo0] = Ret [ flx)de = 5 [° xfildx = 1ln(2? + 1) >
donc 32071 1447 diverge. D’ailleurs : % = 2+1 — 1€ (0,00) et d’apres
le test de comparaison, la série dwerge.

i1) On auy, = —7 = f(n), ot [ :[2,00] = (0,00), f(z) = =z el

/00 / d(Inx) 1 | 1 -
= = = — < 0.
o xln’x Inz lnxz In2

Par conséquent, la série Y o7, u, converge.

n

= oo,

Exercice 192 En comparant avec une série harmonique, vérifiez la conver-
gence des séries suivantes :

I o S
i) ps+nstogt-

i) 1+ 55+ 56+

-

Solution :
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. Ve V4 /4 . 3
i) Le terme general de la série est Uy = \/;/%
Pour v,, = on a *» = = — 1. Mais v, est le terme général d’une
f’ v" n6
s . 1
série harmonique avec o = 5 < 1 et la série }272, v, diverge. Par

conséquent la série donnée diverge aussi.

i1) En utilisant I'inégalité bien connue Inx < x, V x > 1, on obtient :

1 1
U, = — > —,Vn € IN;n > 2,
Inn n

donc par test de comparaison, la série Z diverge.

n=2 lnn
iii) Le terme general de la série est u,, = W’ n € N*.
On a un < == et comme la série géométrique L converge alors
5 5
oo
—1 n5" —— est une série convergente.

Exercice 193 Ftudier la convergence des séries suivantes :

. 47L
1) Xnz0 gy

3+1
i) 3o 5nitnr s
Z’LZ) cos(n2+1) )
ZU) n= 1 \/n\sf;ﬂf
v) 30 (nl)34m,
vi) (4n+1) :
Solution :

i) On se base sur le critere de Cauchy pour montrer la convergence de
cette série.
En effet, on a

3=

. 4n . (4”)% 4
lm ([ ———] = lim ———~%— = lim
n——+o0o (n + 3)” n—-+oo ((n + g)n); n—-+oo 1, + 3

Comme [ = 0 < 1, on déduit que la série Zn>0 — est convergente.

i1) On a lim, o = i % = 0. Donc selon le test de divergence, la série

n3+n?
diverge.
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cos(n2+1>

i17) On a <n 2 Vn € Net >, n? est une série convergente.

Par conséquent, la série est convergente par le test de comparaison.

iv) On a \/7% < \/% =n"2,Yn € Net >0°, n2 est une série convergente.

Donc, par le test de comparaison, la série est convergente.

. . 1347 3(nh4 . 3

U) On a hmn%Jroo uzi:l = lim ((Z;Siirz-ﬁ = (nt}l?)s(z) = hmn~>+oo % =
+o00. Donc par le test d’Alembert, la série diverge.

vi) On a ‘(4221)71‘ < ‘(i—:)n’ = (1/2)",Vn € N et la série géométrique

> 1(3)™ est convergente puisque 0 < ¢ = 1/3 < 1. Par conséquent, la

série est convergente par le test de comparaison.

Exercice 194 Montrer que les séries de terme général

N PR O L

von+1 v2n+1 n

ne sont pas de méme nature et que pourtant u, o Uy .
o

Solution :

On a

° \/ﬁ est décroissant et tend vers 0, donc d’apres la regle de Leibniz, la
série de terme général u,, est une série convergente.

e On sait que la sérié de terme général % est une série de Riemann divergente
donc la série de terme général v,, est la somme d’une série convergente et
d’une série divergente. Par conséquent, elle diverge.

D’autre part, on a

(=" 1 n
Ui_im_l_,_ﬂ_l_'_i_)l
I 2 Ve —1nrn
Un, T (=1)™n 2n + 1

Ce qui montre I’équivalence de ces deux séries.
Les deux séries ne sont pas de méme nature puisque les suites (i, )nen €t
(Un)nen e sont pas de signes constants.

111 A. YOUKANA



Bibliographie

[1] A. El Kaabouci, D. Essayed, Mathématiques, Edition ellipses, 2013.
[2] J.M. Monier, Analyse PC-PSI-PT, Dunod, Paris 2004.

[3] A. Bégyn, S. Pelletier, K. Jullian-Dupoiron, F. Desveaux, Mathématiques,
Edition Dunod, 2011.

[4] Y. Bougrov, S. Nikolski, Cours de Mathématiques Supérieures, Editions
Mir, Moscou, 1983.

[5] P. Dupont, Exercices corrigés de mathématiques, tome 2, 3¢, 2008.

[6] N. Piskounov, Calcul différentiel et intégral, tome 1, Editions Mir, Moscou,
1980.

[7] N. PISKOUNOV, Calcul différentiel et intégral, tome 2, 9¢, 1980.
[8] K. Allab, Eléments d’Analyse, OPU, Alger, 1984.

[9] B. Calvo, J. Doyen, A. Calvo, F. Boschet, Cours d’analyse, Librairie
Armand Colin, Paris, 1976.

[10] J. Lelong-Ferrand, J. M. Arnaudies, Cours de mathématiques, tome 4,
Edition Dunod, 1992.

112



	Preface
	Intégrales simples et Intégrales multiples
	Rappels sur l'intégrale de Riemann et sur le calcul de primitives
	Sommes de Darboux
	Propriétés de l'intégrale de Riemann
	Calcul de primitives
	Primitives des fonctions usuelles
	Changement de variable
	Intégration des fractions
	Intégrale d'un polynôme en sin(x) et cos(x)
	Primitive de la forme : F(x, [n]a x+bc x+d) d x
	Intégrale de la forme F(cos(x), sin(x)) d x
	Exercices avec corrigés

	 Intégrales doubles
	Propriétés des intégrales doubles
	Théorème de Fubini
	Changement de variables dans les intégrales doubles
	Changement de variables en coordonnées polaires
	Exercices avec corrigés

	Intégrales triples
	Propriétés des intégrales triples
	Théorème de Fubini pour les intégrales triples
	Intégrale sur un parallélépipède, cas des variables séparables
	Changement de variables pour les intégrales triples
	Coordonnées cylindriques
	Coordonnées sphériques
	Exercices avec corrigés


	Intégrale impropres
	Intégrales impropres de 1ère espèce
	Intégrales impropres de seconde espèce
	Intégrales doublement impropres
	Propriétés fondamentales des intégrales généralisées
	Relation de Chasles pour les intégrales généralisées
	Linéarité des intégrales généralisées
	Intégrale faussement généralisée
	Positivité de l'intégrale généralisée

	Calcul des intégrales généralisées
	Intégration par parties (IPP)
	Utilisation d’un changement de variable

	 Intégrale des fonctions positives
	Critère de convergence
	Intégrales de référence  -Riemann 
	Critère de comparaison
	Critère d'équivalence
	Intégrales de référence de Bertrand 

	Intégrale généralisée d'une fonction de signe quelconque
	Critère de convergence absolue
	Intégrales semi-convergentes
	Critère d'Abel
	Utilisation d'un développement limité ou asymptotique
	Développements limités usuels

	 Exercices avec corrigés

	Séries numériques
	 Introduction
	Suite des Sommes Partielles
	Séries géométriques
	Séries télescopiques
	Opérations sur les séries

	Séries à termes positifs
	Critères de Comparaison
	Critère d'équivalence
	Critère de comparaison avec une intégrale
	Séries de Riemann
	Règle de d'Alembert
	Règle de Cauchy
	Règle de Raabe-Duhamel
	Règle de comparaison logarithmique

	Critères de Convergence des Séries à termes quelconques
	Convergence Absolue
	Critère de convergence pour les séries alternées
	Règle des équivalents
	Règles de D'Alembert pour les séries à termes quelconques
	Critère de Comparaison à une Série Géométrique
	D'autres Critères de Convergence

	Exercices avec solutions


