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Série de TD n°2 d’analyse 2 

 

Exercice 1 : 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

𝑦′ = 2𝑥2 − 1 ; 𝑦′ − 𝑥𝑦 = 0; 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 0; 𝑦′ − 𝑒𝑥𝑦 = 0; √4 − 𝑥2𝑦′ − 𝑥𝑦 = 0; 

(1 + 𝑥2)𝑦′ + 3𝑥𝑦 = 0 ; 𝑥𝑦′ = 𝑦 + 𝑥𝑦 

Déterminer la solution de l’équation différentielle suivante : 

𝑥2𝑦′ − 𝑦 = 0 

vérifiant la condition 𝑦(2) = 1. 

Exercice 2 : 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

𝑦′ = −5𝑦 + 3 ; 𝑦′ = −𝑦 + 𝑥𝑒−𝑥 + 1 ; 𝑦′ = 3𝑦 + sin(3𝑥)  ; 𝑦′ = 𝑦 + sin 𝑥 + 2 cos 𝑥 ; 

3𝑦′ = −2𝑦 + 𝑥3 + 6𝑥 + 1 

Déterminer la solution de l’équation différentielle suivante : 

𝑦′ = −3𝑦 + 4𝑒𝑥  

vérifiant la condition 𝑦(0) = −2. 

Exercice 3 : 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

(1 + 𝑥2)𝑦′ − 2𝑥𝑦 = (1 + 𝑥2)2 ; 𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 2𝑥𝑒−𝑥2
 

Exercice 4 : 

On appelle équation de Bernoulli, l’équation différentielle du premier ordre suivante : 

𝑦′(𝑥) = 𝑎(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑦(𝑥)𝑛 (𝑛 > 0 et 𝑛 ≠ 1) 

En utilisant le changement de variable 𝑧(𝑥) = 𝑦(𝑥)1−𝑛, montrer que l’équation de Bernoulli se réduit 

à une équation différentielle linéaire du premier ordre. Application : 𝑦′ = 𝑦 + 𝑦2 

Exercice 5 : 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

𝑦′′ + 6𝑦 − 1 = 0 ; 3𝑦′′ + 2𝑦 + 4𝑦 = 0 ; 𝑦′′ − 6𝑦 + 3 = 0 ;  4𝑦′′ + 4𝑦′ + 𝑦 = (𝑥3 + 1)𝑒−
𝑥
2 

𝑦′′ − 4𝑦′ + 5𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 cos(2𝑥)  ; 𝑦′′ + 4𝑦′ + 4 = 𝑥𝑒−2𝑥 ln 𝑥  ; 𝑦′′ + 𝑦′ + 2𝑦 =  
2𝑥𝑒2𝑥

1 + 𝑥2
 

Exercice 6 : (à faire) Résoudre l’équation différentielle cos(𝑥) 𝑦′′ − 2 sin(𝑥) 𝑦′ − 2 cos(𝑥) 𝑦 =

𝑒𝑥  en posant 𝑦(𝑥) = 𝑧(𝑥)/ cos(𝑥). 
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Corrigé de la série n°2 d’analyse 2 

 

Exercice 1 : 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

𝑦′ = 2𝑥2 − 1 → 𝑦 = ∫(2𝑥2 − 1)𝑑𝑥 =
2

3
𝑥3 − 𝑥 + 𝐶 

𝑦′ − 𝑥𝑦 = 0 → 𝑦′ = 𝑥𝑦 →
𝑦′

𝑦
= 𝑥 →

𝑑𝑦

𝑦
= 𝑥𝑑𝑥 (𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) → ∫

𝑑𝑦

𝑦
= ∫ 𝑥𝑑𝑥 → ln 𝑦 =

1

2
𝑥2 + 𝐶 

→ 𝑦 = 𝐴𝑒
1
2

𝑥2

 (𝐴 = 𝑒𝐶) 

--------------------- 

𝑥𝑦′ − 𝑦 = 0 → 𝑥𝑦′ = 𝑦 →
𝑦′

𝑦
=

1

𝑥
→

𝑑𝑦

𝑦
=

𝑑𝑥

𝑥
(𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) → ∫

𝑑𝑦

𝑦
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
→ ln 𝑦 = ln 𝑥 + 𝐶 

→ 𝑦 = 𝐴𝑥 (𝐴 = 𝑒𝐶) 

------------------ 

𝑦′ − 𝑒𝑥𝑦 = 0 → 𝑦′ = 𝑒𝑥𝑦 →
𝑦′

𝑦
= 𝑒𝑥 →

𝑑𝑦

𝑦
= 𝑒𝑥𝑑𝑥 (𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) → ∫

𝑑𝑦

𝑦
= ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 

→ ln 𝑦 = 𝑒𝑥 + 𝐶 → 𝑦 = 𝐴𝑒𝑒𝑥
 (𝐴 = 𝑒𝐶) 

--------------------- 

√4 − 𝑥2𝑦′ − 𝑥𝑦 = 0 → √4 − 𝑥2𝑦′ = 𝑥𝑦 →
𝑦′

𝑦
=

𝑥

√4 − 𝑥2
(𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) →

𝑑𝑦

𝑦
=

𝑥𝑑𝑥

√4 − 𝑥2
 

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫

𝑥𝑑𝑥

√4 − 𝑥2
→ ln 𝑦 = −√4 − 𝑥2 + 𝐶 → 𝑦 = 𝐴𝑒−√4−𝑥2

 (𝐴 = 𝑒𝐶) 

----------------------- 

(1 + 𝑥2)𝑦′ + 3𝑥𝑦 = 0 → (1 + 𝑥2)𝑦′ = −3𝑥𝑦 →
𝑦′

𝑦
= −

3𝑥

1 + 𝑥2
(𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) →

𝑑𝑦

𝑦
= −

3𝑥𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

→ ln 𝑦 = −
3

2
ln(1 + 𝑥2) + 𝐶 → 𝑦 = 𝐴(1 + 𝑥2)−

3
2 =

𝐴

(1 + 𝑥2)√1 + 𝑥2
 

--------------------- 

𝑥𝑦′ = 𝑦 + 𝑥𝑦 → 𝑥𝑦′ = (1 + 𝑥)𝑦 →
𝑦′

𝑦
=

1 + 𝑥

𝑥
= 1 +

1

𝑥
(𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) →

𝑑𝑦

𝑦
= (1 +

1

𝑥
) 𝑑𝑥 

→ ∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫ (1 +

1

𝑥
) 𝑑𝑥 →→ ln 𝑦 = 𝑥 + ln 𝑥 + 𝐶 = ln 𝑒𝑥 + ln 𝑥 + 𝐶 = ln(𝑥𝑒𝑥) + 𝐶 → 𝑦

= 𝐴𝑥𝑒𝑥  (𝐴 = 𝑒𝐶) 
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Déterminer la solution de l’équation différentielle suivante : 

𝑥2𝑦′ − 𝑦 = 0 

Vérifiant la condition 𝑦(2) = 1. 

𝑥2𝑦′ − 𝑦 = 0 → 𝑥2𝑦′ = 𝑦 →
𝑦′

𝑦
=

1

𝑥2
(𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) →

𝑑𝑦

𝑦
=

𝑑𝑥

𝑥2
→ ∫

𝑑𝑦

𝑦
= ∫

𝑑𝑥

𝑥2
→ ln 𝑦 = −

1

𝑥
+ 𝐶 

→ 𝑦 = 𝐴𝑒−
1
𝑥  (𝐴 = 𝑒𝐶) 

Solution particulière 𝑦(2) = 1 : 

𝑦(2) = 𝐴𝑒−
1
2 = 1 → 𝐴 = 𝑒

1
2 → 𝑦 = 𝑒

1
2𝑒−

1
𝑥 = 𝑒

1
2

−
1
𝑥 

Exercice 2 : 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

𝑦′ = −5𝑦 + 3 →
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −5 (𝑦 −

3

5
) →

𝑑𝑦

𝑦 −
3
5

= −5𝑑𝑥 → ∫
𝑑𝑦

𝑦 −
3
5

= ∫ −5𝑑𝑥 

→ ln (𝑦 −
3

5
) = −5𝑥 + 𝐶 → 𝑦 −

3

5
= 𝐴𝑒−

3
5

𝑥 → 𝑦 = 𝐴𝑒−
3
5

𝑥 +
3

5
 (𝐴 = 𝑒𝐶) 

------------------ 

𝑦′ = −𝑦 + 𝑥𝑒−𝑥 → 𝑦′ + 𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥 → 𝑦′ + 𝑦 = 0 (𝑒𝑞. hom) →
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑦 →

𝑑𝑦

𝑦
= −𝑑𝑥 

→ ∫
𝑑𝑦

𝑦
= − ∫ 𝑑𝑥 → ln 𝑦 = −𝑥 + 𝐶 → 𝑦 = 𝐴𝑒−𝑥  (𝐴 = 𝑒𝐶) 

𝑣𝑎𝑟. 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝐴 = 𝐴(𝑥) → 𝑦 = 𝐴(𝑥)𝑒−𝑥 → 𝑦′ = 𝐴′(𝑥)𝑒−𝑥 − 𝐴(𝑥)𝑒−𝑥 

𝑦′ = −𝑦 + 𝑥𝑒−𝑥 → 𝐴′(𝑥)𝑒−𝑥 − 𝐴(𝑥)𝑒−𝑥 = −𝐴(𝑥)𝑒−𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥 → 𝐴′(𝑥) = 𝑥 → 𝐴(𝑥) =
1

2
𝑥2 + 𝐶′ 

𝑦 = (
1

2
𝑥2 + 𝐶′) 𝑒−𝑥  

------------------- 

𝑦′ = 3𝑦 + sin(3𝑥) → 𝑦′ = 3𝑦 (𝑒𝑞. ℎ𝑜𝑚) → 𝑦 = 𝐴𝑒3𝑥  (𝐴 = 𝑒𝐶) 

𝑣𝑎𝑟. 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝐴 = 𝐴(𝑥) → 𝑦 = 𝐴(𝑥)𝑒3𝑥 → 𝑦′ = 𝐴′(𝑥)𝑒3𝑥 + 3𝐴(𝑥)𝑒3𝑥  

𝑦′ = 3𝑦 + sin(3𝑥) → 𝐴′(𝑥)𝑒3𝑥 + 3𝐴(𝑥)𝑒3𝑥 = 3𝐴(𝑥)𝑒3𝑥 + sin(3𝑥) → 𝐴′(𝑥) = sin(3𝑥) 𝑒−3𝑥 

𝑖𝑛𝑡é𝑔. 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 → 𝐴(𝑥) = −
1

6
cos(3𝑥) 𝑒−3𝑥 −

1

6
sin(3𝑥) 𝑒−3𝑥 + 𝐶′ 

→ 𝑦 = (−
1

6
cos(3𝑥) 𝑒−3𝑥 −

1

6
sin(3𝑥) 𝑒−3𝑥 + 𝐶′) 𝑒3𝑥 = −

1

6
cos(3𝑥) −

1

6
sin(3𝑥) + 𝐶′𝑒3𝑥  

------------------------- 
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𝑦′ = 𝑦 + sin 𝑥 + 2 cos 𝑥 → 𝑦′ = 𝑦 (𝑒𝑞. ℎ𝑜𝑚) → 𝑦 = 𝐴𝑒𝑥  (𝐴 = 𝑒𝐶) 

𝑣𝑎𝑟. 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝐴 = 𝐴(𝑥) → 𝑦 = 𝐴(𝑥)𝑒𝑥 → 𝑦′ = 𝐴′(𝑥)𝑒𝑥 + 𝐴(𝑥)𝑒𝑥  

𝑦′ = 𝑦 + sin 𝑥 + 2 cos 𝑥 → 𝐴′(𝑥)𝑒𝑥 + 𝐴(𝑥)𝑒𝑥 = 𝐴(𝑥)𝑒𝑥 + sin 𝑥 + 2 cos 𝑥 

→ 𝐴′(𝑥) = (𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑒−𝑥 → 𝑖𝑛𝑡é𝑔. 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 → 𝐴(𝑥) = −
3

2
𝑒−𝑥 cos 𝑥 +

1

2
𝑒−𝑥 sin 𝑥 + 𝐶′ 

→ 𝑦 = (−
3

2
𝑒−𝑥 cos 𝑥 +

1

2
𝑒−𝑥 sin 𝑥 + 𝐶′) 𝑒𝑥 = −

3

2
cos 𝑥 +

1

2
sin 𝑥 + 𝐶′𝑒𝑥  

------------------------- 

3𝑦′ = −2𝑦 + 𝑥3 + 6𝑥 + 1 → 3𝑦′ = −2𝑦 (𝑒𝑞. ℎ𝑜𝑚) → 𝑦 = 𝐴𝑒−
2
3

𝑥  (𝐴 = 𝑒𝐶) 

𝑣𝑎𝑟. 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝐴 = 𝐴(𝑥) → 𝑦 = 𝐴(𝑥)𝑒−
2
3

𝑥 → 𝑦′ = 𝐴′(𝑥)𝑒−
2
3

𝑥 −
2

3
𝐴(𝑥)𝑒−

2
3

𝑥
 

3𝑦′ = −2𝑦 + 𝑥3 + 6𝑥 + 1 → 3𝐴′(𝑥)𝑒−
2
3

𝑥 − 2𝐴(𝑥)𝑒−
2
3

𝑥 = −2𝐴(𝑥)𝑒−
2
3

𝑥 + 𝑥3 + 6𝑥 + 1 

→ 𝐴′(𝑥) =
1

3
(𝑥3 + 6𝑥 + 1)𝑒

2
3

𝑥 → 𝑖𝑛𝑡. 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 → 𝐴(𝑥) =
1

8
𝑒

2
3

𝑥(4𝑥3 − 18𝑥2 + 126𝑥 − 177) + 𝐶′ 

𝑦 = (
1

8
𝑒

2
3

𝑥(4𝑥3 − 18𝑥2 + 126𝑥 − 177) + 𝐶′) 𝑒−
2
3

𝑥
 

Déterminer la solution de l’équation différentielle suivante : 

𝑦′ = −3𝑦 + 4𝑒𝑥 → 𝑦′ = −3𝑦 (𝑒𝑞. ℎ𝑜𝑚) → 𝑦 = 𝐴𝑒−3𝑥  (𝐴 = 𝑒𝐶) 

𝑣𝑎𝑟. 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝐴 = 𝐴(𝑥) → 𝑦 = 𝐴(𝑥)𝑒−3𝑥 → 𝑦′ = 𝐴′(𝑥)𝑒−3𝑥 − 3𝐴(𝑥)𝑒−3𝑥  

𝑦′ = −3𝑦 + 4𝑒𝑥 → 𝐴′(𝑥)𝑒−3𝑥 − 3𝐴(𝑥)𝑒−3𝑥 = −3𝐴(𝑥)𝑒−3𝑥 + 4𝑒𝑥 → 𝐴′(𝑥) = 4𝑒4𝑥  

→ 𝐴(𝑥) = 𝑒4𝑥 + 𝐶′ → 𝑦 = (𝑒4𝑥 + 𝐶′)𝑒−3𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶′𝑒−3𝑥  

Solution particulière 𝑦(0) = −2 : 

𝑦(0) = 1 + 𝐶′ = −2 → 𝐶′ = −3 → 𝑦 = 𝑒𝑥 − 3𝑒−3𝑥  

Exercice 3 : 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

(1 + 𝑥2)𝑦′ − 2𝑥𝑦 = (1 + 𝑥2)2 → (1 + 𝑥2)𝑦′ − 2𝑥𝑦 = 0 (𝑒𝑞. ℎ𝑜𝑚) →
𝑑𝑦

𝑦
=

2𝑥𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

𝑦 → ln 𝑦 = ln(1 + 𝑥2) + 𝐶 → 𝑦 = 𝐴(1 + 𝑥2) 

𝑣𝑎𝑟. 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝐴 = 𝐴(𝑥) → 𝑦 = 𝐴(𝑥)(1 + 𝑥2) → 𝑦′ = 𝐴′(𝑥)(1 + 𝑥2) + 2𝑥𝐴(𝑥)  

(1 + 𝑥2)𝑦′ − 2𝑥𝑦 = (1 + 𝑥2)2 → 𝐴′(𝑥)(1 + 𝑥2)2 + 2𝑥(1 + 𝑥2)𝐴(𝑥) − 2𝑥𝐴(𝑥)(1 + 𝑥2) 

=  (1 + 𝑥2)2 → 𝐴′(𝑥) = 1 → 𝐴(𝑥) = 𝑥 + 𝐶′ → 𝑦 = (𝑥 + 𝐶′)(1 + 𝑥2) 

------------------------ 
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𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 2𝑥𝑒−𝑥2
→ 𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 0 (𝑒𝑞. ℎ𝑜𝑚) →

𝑑𝑦

𝑦
= −2𝑥𝑑𝑥 → ln 𝑦 = −𝑥2 + 𝐶 

→ 𝑦 = 𝐴𝑒−𝑥2
 (𝐴 = 𝑒𝐶) 

𝑣𝑎𝑟. 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝐴 = 𝐴(𝑥) → 𝑦 = 𝐴(𝑥)𝑒−𝑥2
→ 𝑦′ = 𝐴′(𝑥)𝑒−𝑥2

− 2𝑥𝐴(𝑥)𝑒−𝑥2
 

𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 2𝑥𝑒−𝑥2
→ 𝐴′(𝑥)𝑒−𝑥2

− 2𝑥𝐴(𝑥)𝑒−𝑥2
+ 2𝑥𝐴(𝑥)𝑒−𝑥2

= 2𝑥𝑒−𝑥2
 

→ 𝐴′(𝑥) = 2𝑥 → 𝐴(𝑥) = 𝑥2 + 𝐶′ → 𝑦 = (𝑥2 + 𝐶′)𝑒−𝑥2
 

Exercice 4 : 

On appelle équation de Bernoulli, l’équation différentielle du premier ordre suivante : 

𝑦′(𝑥) = 𝑎(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑦(𝑥)𝑛 (𝑛 > 0 et 𝑛 ≠ 1) 

En utilisant le changement de variable 𝑧(𝑥) = 𝑦(𝑥)1−𝑛, montrer que l’équation de Bernoulli se réduit 

à une équation différentielle linéaire du premier ordre : 

𝑧(𝑥) = 𝑦(𝑥)1−𝑛 → 𝑦 = 𝑧
1

1−𝑛 → 𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

1

1 − 𝑛
𝑧

𝑛
1−𝑛

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

𝑦′(𝑥) = 𝑎(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑦(𝑥)𝑛 →
1

1 − 𝑛
𝑧

𝑛
1−𝑛

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑎(𝑥)𝑧

1
1−𝑛 + 𝑏(𝑥)𝑧

𝑛
1−𝑛 

Divisons les deux cotés par (𝑧
𝑛

1−𝑛), on obtient : 

1

1 − 𝑛

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑎(𝑥)𝑧

1
1−𝑛

−
𝑛

1−𝑛 + 𝑏(𝑥) = 𝑎(𝑥)𝑧
1−𝑛
1−𝑛 + 𝑏(𝑥) 

Soit une équation différentielle linéaire du premier ordre : 

1

1 − 𝑛

𝑑𝑧(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑎(𝑥)𝑧(𝑥) + 𝑏(𝑥) 

 Application : 𝑦′ = 𝑦 + 𝑦2 

𝑛 = 2 → 𝑦 = 𝑧−1 =
1

𝑧
→ −

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑧 + 1 →

𝑑𝑧

𝑧 + 1
= −𝑑𝑥 → ln(𝑧 + 1) = −𝑥 + 𝐶 → 𝑧 + 1 

= 𝐴𝑒−𝑥(𝐴 = 𝑒𝐶) → 𝑧 = 𝐴𝑒−𝑥 − 1 → 𝑦 =
1

𝐴𝑒−𝑥 − 1
 

Exercice 5 : 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

𝑦′′ + 6𝑦 − 1 = 0 → 𝑘2 + 6𝑘 − 1 = 0 → ∆= 40 > 0 → 𝑘1,2 = −3 ± √10 

→ 𝑦 = 𝐶1𝑒(−3+√10)𝑥 + 𝐶2𝑒(−3−√10)𝑥 

------------------------ 

3𝑦′′ + 2𝑦 + 4𝑦 = 0 → ∆′= −11 < 0 → 𝑘1,2 =
−1 ± 𝑖√11

3
= −

1

3
± 𝑖

√11

3
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→ 𝑦 = 𝑒−
1
3

𝑥[𝐶1 cos(√11𝑥) + 𝐶2 sin(√11𝑥)] 

------------------------- 

𝑦′′ − 6𝑦 + 9 = 0 → ∆= 0 → 𝑘1 = 𝑘2 = 3 → 𝑦 = (𝐶1𝑥 + 𝐶2)𝑒3𝑥 

----------------------------- 

4𝑦′′ + 4𝑦′ + 𝑦 = (𝑥3 + 1)𝑒−
𝑥
2 

𝑦(𝑥) = (𝐶1𝑥 + 𝐶2)𝑒−
𝑥
2 +

1

80
𝑥2(𝑥3 + 10)𝑒−

𝑥
2 

----------------------------------- 

𝑦′′ − 4𝑦′ + 5𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 cos(2𝑥) 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
1
2

𝑥 sin 𝑥 + 𝐶2𝑒
1
2

𝑥 cos 𝑥

+ 𝑒𝑥 [
1

34225
(−2035𝑥 + 2588) cos(2𝑥) +

8

185
(𝑥 +

202

185
) sin(2𝑥)] 

--------------------------------------- 

𝑦′′ + 4𝑦′ + 4 = 𝑥𝑒−2𝑥 ln 𝑥 (à faire) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


