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Département Informatique RN Equations différentielles

Série de TD n°2 d’analyse 2

Exercice 1 :
Résoudre les équations différentielles suivantes :
y' =2x2—-1;y ' —xy=0;xy —y=0;y —e*y=0; V4 —x2y' —xy = 0;
A+x)y +3xy=0;xy' =y +xy
Déterminer la solution de 1’équation différentielle suivante :
x2y' —y =0
vérifiant la condition y(2) = 1.
Exercice 2 :
Résoudre les équations différentielles suivantes :
y'=-5y+3;y =—y+xe*+1;y =3y +sin(3x) ;y' =y +sinx+ 2cosx ;
3y =-2y+x>+6x+1

Déterminer la solution de 1’équation différentielle suivante :

y' = =3y + 4e*
vérifiant la condition y(0) = —2.
Exercice 3 :
Résoudre les équations différentielles suivantes :

A +x2)y —2xy = (1 +x2)2;y' + 2xy = 2xe ™"
Exercice 4 :
On appelle équation de Bernoulli, I’équation différentielle du premier ordre suivante :
y'(x) = a(x)y(x) + b(x)y(x)" (n > 0etn + 1)

En utilisant le changement de variable z(x) = y(x)~", montrer que I’équation de Bernoulli se réduit
a une équation différentielle linéaire du premier ordre. Application : y' =y + y?

Exercice 5 :
Résoudre les équations différentielles suivantes :

y'+6y—1=0;3y"+2y+4y=0;y"—6y+3=0;4y" +4y +y=(x3+1De 2

2xe?*

yn_4yl+5y:xexcos(2x) ;y”+4y'+4=xe_2x1nx H y”+y’+2y= 1+ x2

Exercice 6 : (a faire) Résoudre 1’équation différentielle cos(x) y'' — 2 sin(x) y' — 2 cos(x) y =
e* en posant y(x) = z(x)/ cos(x).
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Corrigé de la série n°2 d’analyse 2

Exercice 1 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

2
y’=2x2—1—>y=f(2x2—1)dx:§x3—x+C

' d d d 1
y’—xy=0—>y’=xy—>y;=x—>7y=xdx(y’zé)—)f%:fxdx—ﬂny=§x2+C

1.
—)y:Aezx (A:ec)

1 dy dx(, dy) fdy dx
- | =
dx

xy’—y:O—)xy,=y—);=;—)7=7 y: 7—>1ny=lnx+C

!

d d d
y’—exy=0—>y’=exy—>y7=ex—>7y=exdx(y’=d—§)—>—[7y=fexdx

sIny=e*+C—>y=2A4e (A=e)

4 — x2v' 0 4 — x2v' Y X (, dY) dy xdx
Vi—x2y' —xy=0->+V4—-x%2y =xy > —= =—=]>—=
oy YOy T e T Ty T Vi
dy J‘ xdx Vis?
— = Slhny=—V4—x2+C-o>y=A4e V"> (4=e")
_fy V4 — x? Y Y
y' 3x dy\ dy 3xdx
14+x2)y" +3xy =0 (1 +x2)y' = -3 —:——(':—) o7
(14 x%)y" + 3xy > (1 +x0y xy—>y 1+2\ dx_>y 1+x2
1 S +x) +C oy = A0 +x2) -
- Iny=—=In X -S>y = X =
Y 2 Y (14 x2)V1 + x?
" 14x 1 o d 1
xy’=y+xy—>xy’=(1+x)y—>y;= . =1+;(y’=£)—>7y=(1+;)dx

d 1
—>17y=_[<1+;)dx—>—>lny=x+lnx+C=1nex+lnx+C=ln(xe")+C—>y

= Axe* (A = e®)
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Déterminer la solution de I’équation différentielle suivante :
x2y'—y =0
Veérifiant la condition y(2) = 1.

2.0 05 22" Y 1( : dy) dy _ dx
_— = e d = —_— = — =)D — = —
x°y' =y XY =y En i ) -2

1
—)y=A€_; (A :ec)

Solution particuliere y(2) = 1:

1

dy dx 1
—>f—= ——>lny=—;+C

y x?

1 11

1 1
y2)=Ae 2=1->A=e2>y=¢e2¢e x =2 x

Exercice 2 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

d 3 d
y’=—5y+3—>—y=—5(y——)—>—y:—5dx

3

dx y-%

5

d
—>f—y§=f—5dx

Y~5

3 3 3, 3. 3 c
—>ln( ——>=—5x+C—>y——=Ae 5 >y=2A4e’5 +§(A=e)

5 5

dy dy

y=—y+xe*>y +y=xe*->y'+y=0(eq.hom) > —=—-y->—=—dx

dx y

d
- 7y=—fdx—>lny:—x+C—>y:Ae‘x(A:eC)

var.const > A=A(x) oy =Ax)e™* oy ' = A'(x)e™™ — A(x)e™

1
y=—yt+xe* 5 Ax)e*—Ax)e™ = —-Ax)e ¥ +xe™* 5 A (x) =x > Alx) = Exz +C’

1
=5 2+C’) =
y <2x e

y' =3y +sin(3x) >y’ = 3y (eq.hom) - y = Ae3* (A = e°)

var.const > A = A(x) >y = A(x)e3* - y' = A'(x)e3* + 34(x)e3*

y' =3y +sin(3x) - A’ (x)e3* + 34(x)e3* = 34(x)e3* + sin(3x) —» A'(x) = sin(3x) e™3¥

1 1
intég.partie - A(x) = —ECOS(Bx) e~3% _ gsin(Bx) 3% + ('

1 1 1 1
-y = (—gcos(3x) e 3% — gsin(Bx) e™3% 4 C’) e3* = —ECOS(3X) - gSin(3x) +C'e3
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y' =y +sinx+2cosx =y =y (eq.hom) > y = Ae* (A = e°)
var.const > A =A(x) -y = A(x)e* >y’ = A'(x)e* + A(x)e”

y' ' =y+sinx+ 2cosx » A (x)e* + A(x)e* = A(x)e* + sinx + 2 cos x

3 1
- A'(x) = (sinx + 2 cosx)e™ — intég.partie > A(x) = —Ee‘x cosx + Ee‘x sinx +C’

3 1 3 1
Sy = (—Ee‘x oS X +Ee‘xsinx +C’) e* = —5C0Sx +§sinx +C'e*

2
3y'==2y+x3+6x+1-3y =-2y(eq.hom) >y =A4e 3 (4 =e°)

2 2 2 2
var.const > A=A(x) > y=A(x)e 3" >y = A (x)e 3" — §A(x)e_§x

2 2 2
3y = =2y+x3+6x+1-34(x)e 3 —24(x)e 3" = —24(x)e 3 +x3+6x+1

1 2 1 2
- A'(x) = §(x3 + 6x + 1)e3* - int.partie » A(x) = §e3x(4x3 —18x% + 126x — 177) + C’

y = (% eéx(4x3 —18x2% + 126x — 177) + C’) e%x
Déterminer la solution de 1’équation différentielle suivante :
y' =-3y+4e* >y = -3y (eq.hom) >y = Ae™3* (A = e°)
var.const > A=A(x) >y =A(x)e™3* > y' = A'(x)e™3* — 34(x)e 3
y' = =3y +4e* 5> A(x)e73* —34(x)e™3* = —34(x)e™3* + 4e* - A'(x) = 4e**
SAx) =e¥* + (' oy=(*¥+(CNe3* =e*+('e™3*
Solution particuliére y(0) = —2:
y(0)=1+C'=-2->C=-3->y=e¥—3e™
Exercice 3 :
Résoudre les équations différentielles suivantes :

d 2xdx
1+xP)y" —2xy =1 +x%)? > (1 +x*)y" —2xy = 0 (eq. hom) - 7}/ =172

y->Iny=In(1+x?)+C->y=A41+x?)
var.const > A=A(x) >y =A)1 +x?) -y = A (x) (1 + x%) + 2xA(x)
A+x2)y" —2xy =1 +x2)? > A ()1 +x2)? + 2x(1 + x2)A(x) — 2xA(x)(1 + x?)

= (1+4+x2)2-54A)=1-2Ax)=x+C" ->y=(x+C)1+x?)
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d
y' + 2xy = 2xe™*" > y' 4+ 2xy = 0 (eq. hom) — 7}1 =—2xdx >Iny=—-x*+C

—y=A4e* (4= e
var.const > A=A(x) -y = A(x)e > > y' = A'(x)e ™" — 2xA(x)e %"
y' +2xy = 2xe %" 5 A'(x)e ¥ — 2xA(x)e " + 2xA(x)e *" = 2xe~*"
SAX) =2x>AX) =x2+C' >y=(x2+CNe™*
Exercice 4 :

On appelle équation de Bernoulli, I’équation différentielle du premier ordre suivante :
y'(x) =a(x)y(x) + b(x)y(x)" (n >0etn # 1)

En utilisant le changement de variable z(x) = y(x)1™", montrer que 1’équation de Bernoulli se réduit
a une équation différentielle linéaire du premier ordre :

B 1 , dy dydz 1 _n dz
20 =y oy = oy = S dx  Ton? dx

_n _dz

1 n
z1-n— = a(x)z1-n + b(x)z1-n
1—n dx

y'(x) =alx)yx) + b(x)y()™ -

Divisons les deux cotés par (zﬁ) on obtient :

1 dz 1 n 1-n
— =a(x)zi-n"1-n + b(x) = a(x)z1-n + b(x)
1—ndx

Soit une équation différentielle linéaire du premier ordre :

1 dz(x
) =a(x)z(x) + b(x)
1—n dx
Application : y' = y + y?
2 1l dz +1 dz d In(z+ 1) +C +1
= 4 = = —— = - — = — - = — -
n y=1z " P z p x - In(z x z

Exercice 5 :
Résoudre les équations différentielles suivantes :
y”+6y—1=0—>k2+6k—1=0—>A=40>0—>k1,2=—3i\/10

Ly = e(-3HI0N 4 ¢ o(-3-VTO)x

—-1+iv1l
3y +2y+4y=0->A'=-11<0-> ki, =———=—

+
3 Tl

Wl =
[E=N
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Sy = e‘%" [C1 cos(\/HX) + G, sin(\/ﬁx)]

y'—6y+9=0->A=0->k =k, =3 >y =(Cix+C)e**

X
4y" +4y"'+y = (x> +1)e 2

x 1 x
y(x) = (Cix + Cy)e 2 + %xz (x3 +10)e 2

y'" —4y' + 5y = xe* cos(2x)

1 1
y(x) = C,e2* sinx + C,e2* cos x

+ X[ 1 (—=2035x + 2588) cos(2x) + 8 ( +202) in(2 )]
¢ 134225 X COSLeX) T 185 \* T 1g5) 51

y" +4y' + 4 = xe ** Inx (a faire)



