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Série de TD n°3 d’Analyse 2

Exercice 1 :

Soit (U, nen la suite a valeurs réelles définie par la donnée de u,, 1, et la relation de récurrence
vn €N, 2Upis — SUpeq +2u, =0
Soient (1) pen €t (Wy)nen les suite a valeurs réelles définies, pour tout n € N, par
v, =3u, —su et w,=—-——u,+su
n mn 2 n+1 mn 4 n 2 n+1l
1. Montrer que (V) en €st une suite géométrique de raison > En déduire une expression de v, en

fonction de n, de 1, et de u,.
2. Montrer que (Wy,) ey €st une suite géométrique de raison 2. En déduire une expression de w;, en
fonction de n, de uy et de u;.
3. Calculer v, + w, de deux fagons différentes et en déduire u,, en fonction de n, de u, et de u;.
4. Selon les valeurs de u, et de u; déterminer si la suite (1, ),ey converge et le cas échéant déterminer
sa limite.
Exercice 2 :

Soit (U, ),y définie par uy, = 1 et la relation de récurrence
_Up +8
Upsr = 2uy + 1
Et soit (v, ) ey définie par
Uy — 2

1, = —
" wu, + 2

T : 3
Montrer que (1, ) pep €5t une suite géomeétrique de raison — z

2. Exprimer v, en fonction de n.

3. Exprimer u, en fonction de n.

4. Montrer que (U, )pen converge et déterminer sa limite.
Exercice 3 :

. - . . . 3 - -
Soit (uy)pen la suite définie par récurrence par up = S et par la relation de récurrence

Upsr = (uy — 17+ 1
I. Montrer que pourtoutn e M, 1 <u, < 2.
2. Montrer que (uy,)pen est strictement monotone.
3. En déduire que (uy,)pep est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 4 :

Etudier la convergence des séries 3 u, suivantes :

n
1. u, = r 2. u, = L_ 3. u, = nsin(1/n)
nd +1 n?+ ,/n
1 1 —-1)"+mn 1
du=Ltmf1+ L) 58 g, 1
Vn vn n? 41 n!
3" + nt
i
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Corrigé de la série n°3 d’analyse 3

Exercice 1 :

1. Montrer que (17,) est une suite géométrique de raison (1/2) :

3
Upt1 = 3Uptq — Eun+2 3/5 3 3
5 = Vpy1 = 3Upyq _E(Eun+1 - un) = _Zun+1 +§un
Unt2 = Eun+1 — Un
1 3 1

=3 (30 =) =30

=ro(g) = (3u-5u)(3)

2. Montrer que (w,,) est une suite géométique de raison 2 :

n

3 3
Wnt1 = _Zun+1 + Eun+2 3 3/5
5 = Wnpy1 = _Zun+1 + E(Eun+1 - un) = 3Upyq — Eun

Upt2 = Eun+1 —Up

3 3
=2 (—Zun +Eun+1) = 2w,

n 3 3 n
Wy = w2t = (—Zuo +§u1)2
3. Calculer v,, + w,, de deux fagons différentes et en déduire u,, en fonction de n, uy et u, :

Up = 3Up — 5 Unt1

2 9 4
3 3 _)Un+Wn:(Z)un_>un:§(Un+Wn)
Wp = _Zun +§un+1
3 " 3 3 n
v, twy, = <3u0 _Eul) (E) + (—Zuo +§ul)2

Ce qui donne :

4 4 3 \/M\" /3 3 \_
Uy = 6(17,1 +wy) = 3 <3u0 _Eul) (E) + (—Zuo +Eu1) 2

4 2 " 12\
=(3u0-3u)(3) +(-3w+3um)2
4. Selon les valeurs de u, et u,, déterminer si la suite (u,) converge et le cas échéant déterminer sa
limite :

Pour n’importe quelles valeurs de 1, et u;, hous avons :

/4 2 1\" 1
fim (G0 =5 (5) =0 (-1<3<1)

.1 2 )
- Sl—guo +§u1 #0:

1 2
lim u,, = lim (——uo +—u1) 2" = 40
n—-oo n—oo 3 3
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La suite (u,) diverge.

.1 2 )
- SI_EuO +§u1 =0:

_ _ 4 2 "
m U = lim, (5“0 ‘5“1) (5) =0
Exercice 2 :

1. Montrer que (11,) est une suite géométrique de raison (-3/5) :

u, +8
" =un+1—2=21rn+1_2=—3un+6:(_§)(un—2):(_§)v
"y 427 Un+8 7 5w, +10 5/ \u, +2 5/

2u, +1

2. Exprimer v, en fonctionden :

w=e(-9) =(252) (3) = (93

3. Exprimer u,, en fonction de n :

n

Un — 2 v, +1
=uZ+2_)un_2=unvn+2vn_>(1_vn)un:2(17“+1)_)un_ 1n_vn

Un

n

DY
NS

4. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite :

La suite (v,,) est une convergente (—1 < —% < 1) ;

lim v, =0

n—oo

Donc la suite (u,) est également convergente :

i i v, +1
lim u, = lim (2 ):2

n—-oo n—-oo 1-— v,

Exercice 3 :
1. Montrer quepourtoutn e N:1<u, <2

On va utiliser le raisonnement par récurrence :
Pourn=0:1<%<2
Onsupposeque: 1 <u, <2
Montronsque : 1 < u,41 <2
1<u, <2-0<u,-1<1-20< W, —1)?<1-1<@W,—1)?+1<2->1<uy <2

2. Montrer que (u,) est strictement monotone :
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VREN: Upyy —Up = (Un —D* + 1wy = Uy = D? = Uy = 1) = (uy — Dy, — 2)
1<u, <2-> W, — D, —2)<0->up — U, < 0> U,y <uy,
La suite (u,,) est strictement décroissante.
3. Endéduire que est convergente te déterminer sa limite :
La suite est décroissante et minorée (u,, > 1), donc elle est convergente.

limu, =1

n—-oo
Exercice 4 :

Etudier la convergence des séries ), u,, suivantes :

.
non3p

1.

On a au voisinage de 1’infini :

n 1
U, ~ —_—
n +oo n3 nz
Par comparaison a une série de Riemann convergente (a¢ = 2 > 1), cette série est également

convergente.

Vn

Upn = 5—F—=
n o n24vn

2.

Le raisonnement est identique :

Vn

Un™~ +oo =
nZ

S
Nlw|

Par comparaison a une série de Riemann convergente (a« = 3/2 > 1), cette série est également
convergente.

3. u, =nsin (%)

En effectuant le changement de variable p = % ona:

: : (1 . sinp
lim u,, = lim nsin (—) = lim =1
n—oo n—-oo n p—0 p

La série est divergente (son terme générale ne tend pas vers 0).
- L

=z=in(1+5)

En effectuant le changement de variable p = \/iﬁ :

4, u,

1 1
lim u, = 1im—ln(1+—)=lim In1+p)=0
noow T nooo Vn Vn p—0 pIn( p)

Au voisinage de 0, on a In(1 + p) ~0. Par conséquent :

2
Up~oP
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Au voisinage de I’infini, on aura :
1
u ~ —
n +oo n
Par comparaison a une série de Riemann convergente (a = 1), cette série est également divergente.

_ (=D)"+n
R A

Au voisinage de I’infini, on a :

n 1
Uy~ — =
n +00n2

Par comparaison a une série de Riemann convergente (a« = 1), cette série est également divergente.

Pourn > 2,onan! > 2" (ceci se démontre par récurrence). On en déduit que :

1
OSESZn_l

. ;- , P 1 s - p
Par comparaison avec la série geometrique convergente (—1 < > < 1), cette serie est egalement
convergente.

_ 3M4nt
T gn_gn

1. u,

Au voisinage de I’infini, on a :

3" 3\"
B

. ;- ’ fais 3 o .
Par comparaison avec la série géométrique convergente (—1 << 1), cette série est également
convergente.



