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Série de TD 04
Exercice 01

Soit deux sphéres concentriques, la premiére de rayon intérieur R,

et extérieure R, uniformément chargée en volume avec une

densité volumique uniforme p positive entourée par une "
deuxieme sphére creuses de rayon Rz (R; > R,)

uniformément chargée en surface avec une densité surfacique 0

de charge positive o.

1- En utilisant le théoréme Gauss, calculer le champ électrostatique
créé par cette distribution en tout point M de 1’espace,
tel que OM = r. Distinguer les régions : r < Ry, R; <r < R,, R, <r < R3,7 > Rs.

2- Trouver le potentiel électrostatique en tout point M de I’espace.
Exercice 02 :

On considere deux cylindres infinis et coaxiaux. Le premier
chargé positivement avec une densité de charge positive p
comprise entre son rayon intérieure R, et extérieure R,. Le
deuxieme chargé positivement en surface avec une densité o
surfacique de charge positive o.

1- En utilisant le théoréme Gauss, calculer le champ
électrostatique créé par cette distribution en tout point M de
I’espace,

tel que OM = r. Distinguer les régions : r < R, R; <r <
R,, R, <r <R3, 1 >Rj3.

2- Trouver le potentiel électrostatique en tout point M de I’espace sachant que V(r = 0) = 0.

Exercice 03 :

Un cylindre de hauteur infini et de rayon R est chargé en volume avec une densité
volumique p = p(r). Le potentiel électrique crée par cette distribution de charge est :

T'SR:Vl = —£T3+C1
A avec, A une constante positive, C;et C, des constantes
r>R:V, = —;R3ln(r) + C,
0
quelconques
1. Déterminer pourr < Retr > R:

2. Le champ électrique et vérifier s’il est continu en 7 = R

3. La densité de charge volumique p(r)et en déduire la charge totale portée par le cylindre.
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Exercice 01 :

Le théoréme de Gauss énonce que :

#E(M)ES) _ Qe

€o

En raison de la symétrie sphérique de la distribution, le champ est radial (Le champ est porté par la
droite (OM)) :

EM) =E,.8,
On choisit comme surface de Gauss, la surface S d’une sphére imaginaire de centre O et de rayon r =
[oM]]

Considérons une surface élémentaire dS centré en M. Le vecteur dS est perpendiculaire a la tangente en
M et se dirige vers I’extérieur de la surface de Gauss.

ds = ds. 8,

Le flux du champ a travers la surface de Gauss est donc:

# EM).dS = # E,.dS=E, ﬁ dS = E,.4nr?

La loi de Gauss nous donne le champ radial :
_ dint
" 4meyr?
La charge a I’intérieur de la surface de Gauss dépend de la position du point M dans 1’espace. D’aprés
la distribution de charges, on distingue 4 régions :
Région 1 (r < Ry)

Qine = 0
Le champ créé dans cette région est :
E.=0

Surface de Gauss 0.""'"' T

Région2 (R, <r <R5)

4r 3 3
Qine = p(Vg = V1) = —p(r® — R{)
On obtient le champ suivant :
p(r*—R}) p ( R?)
E,=—F———=5—|r
3T 3&

E,(M)=—(r--L
2( ) 350<r T2>er
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Réqion 3 (R') <r< Rq)

4r 3 3
Qine = p(V2 = V1) = 7 p(R; — Ri)
Le champ sera donné par:

o PR3 —RD)
" 3g,12 o
o p(R3 —R?)
EsM) =———
3( ) 3807"2 €r

Région4 (r > R3)

im s 3 2
Gine = p(Vo = V1) + 083 = ?p(Rz — R}) + 4moR3

Le champ sera donné par:
_ p(R} — R}) + 30R3

" 3g,72
L p(R3—R)+30R:_ <
E,(M) = e
4-( ) 3807"2 T
O
2. Calcul du potentiel
e région4 (r> R3)

En coordonnées sphériques, le potentiel est donné par: G

V4(T) = _fg4a) = —fErdT‘
On obtient:

p(R3 — R?) + 30R3
5 dr
3T

v =- |

Apres intégration, nous obtenons :

R3 — R3) 4+ 30R?
V4,(r)=p( 2 1) 3+C

3gT

Ona:
Vi(+0)=0+C =0
On trouve :
p(R3 — R{) +30R3
3gor

V,(r) =
e région3 (R, <r < Rj3)

R3—R3) —,
Va(r) = —I%.dl = —fErdr

On obtient:
p(R3 — R?)
3gpr?

Va(r) = —f dr

Apres intégration, nous obtenons :

p(R3 —R})
V3(T) = # +C

La continuité de potentiel V5(r = R3) = V,(r = R3)
p(R3 — R?) p(R3 — R{) +30R3
- T4 —
3&9R; 3&9R;
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_OR3

= o
R3—R3) oR
Va(r) = p(R; ) n 3
3egr &0

e région2 (R; <r<R,)

Vz(r) = _fﬁz.gl)

p(r® — R})
Vz(T) = —J‘Trzl.dr
R3
v,(r) =3L%<—fr.dr+fr—;.dr>
r? R3
VZ(T)Z—'D——L—1+C

6y 3g T
La continuité de potentiel V,(r = R,) = V3(r = R,)

PRy p Ry _p(Ri—RD) | oRs
6y 3& R, 3&R, &0
250 &
r? R? pR2 OoR
Vz(r)z_p__i_1+p_2+_3

by 3egg T 2g o

p(BR; —12) p R} OR;

V. =
2(7) 6¢&g 3eg T &0

e régionl(r<R,y)

Vl(T) == —fﬁla == _fErdT
On obtient:
Vl(T) = C
La continuité de potentiel V;(r = Ry) = V,(r = R;)
p(3RZ —RY) p R} L IR

C =
6¢&g 3Ry &

_ PR3 —RD)  oRy

c
2¢g &o
p(R5 —R}) oRs
() =———+—
0 0

Exercice 02:
Le théoreme de Gauss énonce que :

#E(M)E’f _ Qine

€o

En raison de la symétrie cylindrique de la distribution, le champ est radial (Le champ est porté par la
droite (OM)) :
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E(M) =E,.é,

—_—

On choisit comme surface de Gauss, la surface S d’un cylindre imaginaire de rayon r = ||OM|| et de
hauteur h.

Le flux du champ a travers la surface de Gauss est donc:

#E(M)d_S)= j‘[E)IS‘)Bl-l- jfﬁ%gz'l‘ jfﬁﬁsL:Er‘lT[rz
SB]_ SBZ SBl

ffsBl E‘)ES:B]_ = ffSBZ E)d_S)BZ = 0 piusque E) 1 d_S)Bl et E) 1 E‘)BZ

¢ E(M).dS = ffSBlE“I?’SL = [f;,, E S, puisque E //ds,.
Sur la surface latérale du cylindre » = cst donc le champ E est constant

¢ E(M).dS = M, EdSs, = [fs, EdS, =E [[; dS, = ES, (Slasurface latérale du cylindre) ;
S, = 4nrh (h la hauteur du cylindre de gauss)

# E(M).dS = ES, = E4nrh

1- Réqgion /:Sir < R,

# E'),(M).IS') _ Qint SES, = Qint
€o €o

Qint = 0

2- Région/:SiR, <r<R,

Qint
E; S, =
11°L €

(S, = 2mrh)

qin: €St la charge comprise dans la couche entre le cylindre de Gauss et le cylindre
de rayon R,

T

Qine = p(Vg — V1)

V; Le volume du cylindre de Gauss
V; Le volume du cylindre de de rayon R
Qine = p(mr?h — mR{R)

E”. 27T’r‘h =

r

n —

p(rr®h —mRih) g = pr®—R) _p R?
€0 2&01 2¢&,
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€o
3- Région IT:'SiR, <1r <Ry

Qint
EnS, = ;n

(S, = 2mrh)

0
gint €St la charge comprise dans la couche entre le cylindre de rayon R,et
le cylindre de rayon R,

Qine = p(V2 — V1)

V, Le volume du cylindre de de rayon R,
V; Le volume du cylindre de de rayon R,
Gint = p(TR3h — mRTR)

nRZh — mR?h R — R?
E,.2mrh = p(mR3 ih) S E, = p(R; )
&0 2&9T
EyM) =——
(M) 2607 ey
4- Région [V:Sir > R,
EwS, = qgint (S, = 2mrh) ﬁ
qin: €St la charge g;comprise dans la couche entre le cylindre de rayon -

-

—

R,et le cylindre de rayon R, plus la charge g,qui se trouve sur le cylindre
de rayon R;

Qint = 1+ 42
q1=pWVy = V)

V, Le volume du cylindre de de rayon R,
V; Le volume du cylindre de de rayon R,
q1 = p(mR3h — mR{h)

gz = 053
S5 La surface latérale du cylindre de rayon R;
q; = 0S3 = 2moRzh
Qint = Q1 + q2 = p(MR3h — RER) + 2mOR3h

mRZ2h — mR?h) + 2moR3h R? —R?) oR
E,V.anh=p( 2 ih) 3 —’E1V=p( 2 1)+ 3
&0 2&9T &T
Eywy(M) =
w(M) < 26T + s ey

2. Calcul du potentiel
e régionI (r <Ry)
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En coordonnées cylindriques, le potentiel est donné par:
Vi(r) = —fﬁ,.a = —fErdr

On obtient:
Vi(r)=C
Ona:
Vir=0=0->C=0
On trouve :

Vi(r)=0
e régionII (R, <r<R,)

Vi (r) = _IEH'EZ = —fErdT

On obtient:
_ [p(?=RD)
i) = - [ B —ar

Apres intégration, nous obtenons :

p , PR}
=—— —1
V() 4807" + 2%, n(r)+C
La continuité de potentiel V;;(r = Ry) = V;(r = Ry)

p _, PR}
~ LRz E R =
480 1 + 250 n( 1) +C 0

p ., PR?
C=-—R2-"LIn(R
4e, 1 2¢, n(Ry)
p

PR}
Vi =——7r2+—
(1) 4z, r 2¢

p pR? /7
V() = —E(TZ —R?) +2—€11n (R_>
0 0 1

p PR}
1 —R%2—-—"—1In(R
n(‘r‘)+4£0 1 22, n(Ry)

e régionlII (R, <r < Rj)

Vin() = —fﬁm-a

p(R3 — RY)
Vin(r) = —I#-

R — R?
Vin(r) = —Mln(r) +C
2¢&g
La continuité de potentiel Vj;(r = R,) = Vi;;(r = Ry)
_p(RE—RD)

2¢&g

dr

2

P .2 o2 , PRI (R2>
In(R)) + C = —-—(R?—R?) +=——1In(=2
n(R,) + 480( 2 1)+2€0 n R,

R? (R R2 — R?
PRy <R2)+p( 2 1)1n(R2)
1

p
C=-——(R;—R}) +-—1
450( 2 1) + 250 n 280

p p

C= _4_30(R% —R) + Z_SO(RZZ In(R,) — Rf In(Ry))
p(R; — RY) p p

Vin(r) = = === In(") = 3= (R} = RY) + 5= (RF In(R,) — R In(Ry)
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e régionlIV (r > R,)

Vip(r) = —fE,Va = —fErdr
2 _ p2
V(@) = —f <p(R2 R + aR3).dr

2&0T T

p(RZ — R

V() = —< e
0

La continuité de potentiel V;,(r = R3) = V;;;(r = R3)

R?2 —R2) oR
—<p( 2 RO | 3>1n(R3) +C
2¢g 0

__p(RE—RY)
2¢g

oR p p
€ =—21In(R3) — — (RZ — R?) + =— (RZIn(R;) — RZIn(R,))
SO 4‘50 280

oR;
+ >ln(r) +C
€o

p p
In(R3) — 42y (RZ —R}) + 260 (R3 In(Ry) — R In(Ry))

p(R — RY) i oR3
2¢&g &0

p
+5— (REIn(R,) = RZ In(Ry)
€o

R
V(@) =— < )ln(r) + GS_;IH(RQ - 4L€0 (RZ —R?)

Exercice 03 :

1- Détermination du champ :

E = —grad(V)
En coordonnées cylindrique le gradient est donné par :
10 0 -

a -
grad = —e, +

ar o T rag% T ok
e Sir<R
E.(r) = (aV;ﬁr) G+ 20, S E) -0, %rzar
e Sir>R

2- La continuité du champ pour r = R:

A
E;(R) = S—EOR2

E,(R) =—R*(3) = =R

3¢&o r &o

pourr =R: " donc, E; (R) = E;(R) le champ électrique est continu au

pointr = R.

3- Ladensité de charge volumique p(r) et la charge totale portée par le cylindre :

Selon le théoreme de gauss le flux ¢ du champ est donné par :
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Qint
€o

¢ = #E(M).Is’ =

Donc,
— innt
€o

d¢

ddqint

La distribution des charge est volumique donc, o

=p = dq,: = pdV avec dV = rdrdfdz

Or p ne depend que de r donc on intégre sur la variable 8 et z
21 h
dV = rdrf d@f dz = 2mhrdr
0 0

_ p(r).2mhrdr
= 80

d¢  p(r).2mhr

dr &

d¢

€y

¢ =FPEM).dS = [T, EdSs, = [fs,, E(rydS, = E(r) [fy, dS, = E(r)S, (S,la surface latérale
du cylindre) ; S, = 4mrh (h la hauteur du cylindre de gauss)

¢ =E(r)S, =E(r)2nrh

do 2rhd (E(r)r)
I E(m)S, = S — (2)
_ p-2mhr d(E(r)r) _1d(E()r)
DM=0@)- o = Znh—dr - p(r) = EO;T
da i1”2.7”
pourr < R:p(r) =& —d(E;(:)r) = 50%—(35(; ) = Ar
a(2-r3(2).r
pour r > R p(T) =& d(E‘zi(rT')T) — 80% (350dr(r) ) =0

La charge totale porté par le cylindre:

O oy
v ° ’ 0

0

_ 2mhAR3
-3




