Chapitre O

Quelques résultats sur les E.D.O.
linéaires du second ordre

0.1 Equations homogeénes

Soit I’équation différentielle du second ordre suivante :

p(x)y”(m) + Q(m)yl(m) + r(m)y(m) =0, ze [a7 b]: (1)

ou p, q et r sont des fonctions continues sur [a, b] avec p(z) # 0,V x € [a, b].

0.1.1 Rappel de quelques résultats sur les E.D.O. linéaires du second
ordre :

1. Il existe exactement deux solutions y; et y» de I’équation (1) qui sont linéairement indépendantes
sur [a,b]. C’est & dire il n’existe pas une constante c tel que

y1(x) = cya(x), Vo € [a,b].

2. Siy; et yo sont deux solutions de 'équation (1), ¢; et ¢ sont deux constantes arbitraires alors
c1y1 + coys est aussi solution de 1’équation (1).
De plus si y; et yo sont linéairement indépendantes alors toute solution y de (1) peut s’écrire
sous la forme

y(x) = kyyi(z) + koya(x),x € [a,b] ou ky et kg sont des constantes.

3. Si on connait une solution y; de ’équation (1) alors on peut déterminer I'autre solution en
utilisant la méthode de variation de la constante. On aura une deuxieme solution y, de la

forme
y121(t) exp (— /t %ds)) dt. (2)

22y" — 2xy' 4+ 2y =0, v € R*.

vola) = (o) [

Exemple : Soit ’équation

Il est facile de vérifier que y;(x) = 22 est une solution de I’équation donnée et d’apres la formule
(2) sa deuxiéme solution est

z ] t(—2 z ]
ya(z) = 2% | = exp (—/ ( S>ds)> dt = x2/ t—4t2dt = —.

g2
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4. Définition de Wronskien : Soient f,g € C!(I), I un intervalle de R. Le déterminant

,xel (3)

W (z)=W(f,g)(x) =’ }C(Z@)) ;j((:ic))

est appelé le Wronskien de f et g.
5. Propriétés de Wronskien :
Proposition 0.1. Soient y; et yo deux solutions de I’équation (1).

(a) yi et ys sont linéairement indépendantes sur [a, b] si et seulement si leurs Wronskien défini
par

vwmzwwwmwz\%@ %@\

est différent de zéro pour tout x € [a,b].
(b) Pour tout x € [a,b] on a
" q(t)

Wy, y2)(x) = Wy, ya2)(z0) exp (—/ (t)dt> , ol xo est un point de I'ntervalle [a,].
zo P

Par conséquent, si le Wronskien de yy et yo est nul en un point xy de [a,b], alors il est nul
sur tout l'intervalle [a, b].
6. Formule de dérivation d’une intégrale :

Soeint u,v et f des fonctions dérivables sur un intervalle [a, b].

v(t) v(t)
S| [ s | = v ) - s +

u(t) u(t)

9f(t,s)
ot

ds, t € [a,b]. (4)

0.1.2 Résolution des E.D.O. linéaires homogenes a coefficients constants

Soient a, b € R et f: I — R une fonction continue. L’équation différentielle

y' +ay + by = f(x) (5)

est dite équation différentielle du second ordre a coefficients constants avec second membre (non
homogene). On lui associe I’équation sans second membre (homogene)

y'+ay +by =0 (6)
Résolution de I’équation homogene (6) : L’équation
P tar+b=0 ... (C)

(r € R ou C) est dite équation caractéristique de 1’équation différentielle (6). Il y a trois cas & envi-
sager
Premier cas : Si (C) admet deux racines réelles distinctes 71 et 79, alors la solution générale de
(6) est de la forme
y(x) = Cre™® + Cae™,

ou (', Cy sont deux constantes réelles.
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Deuxiéme cas : Si (C') admet une racine réelle double r, alors la solution générale de (6) est de
la forme

y(x) = (C1 + Cyx) €™,

ou (4, Cy sont deux constantes réelles.
Troisiéme cas : Si (C') admet deux racines complexes conjuguées r1 = « + i3 et ro = o — i3,
alors la solution générale de (6) est de la forme

y(z) = (C} cos Bz 4+ Cysin fx) e*”,

ou (4, Cy sont deux constantes réelles.
Un exemple pour chaque cas
Exemple (1)

y'+2y —3y=0 ... (1)
L’équation caractéristique
r?+2r—3=0
admet deux racines réelles distinctes r; = 1 et ro = —3. Ainsi, la solution générale de (1) est

y(l‘) =Ce" + 026_390, Cl, Cy € R.
Exemple (2)
L’équation caractéristique
P —dr+4=0
admet la racine réelle double r = 2. Ainsi, la solution générale de (2) est
y(x) = (C1 + Cyz) e**, C1,Cy € R,
Exemple (3)
L’équation caractéristique
P +4=0

admet deux racines complexes conjuguées r; = 2i et ro = —2i. Ainsi, la solution générale de (3) est

y(r) = (Ccos2x + Cysin2x) e
= (icos2x+ Cysin2zx, Ch,Cy € R.

0.2 Equations non homogenes

Considérons 1’équation différentielle du second ordre linéaire

(E)  pl)y"(z) + q(@)y (z) + r(2)y(z) = f(z), =€ la,b]

ou p, q, r et f sont des fonctions continues sur [a, b], associée a des conditions aux bords linéaires
non sépareées :
(F) { Ur(y) = any(a) + ay/'(a) + asy(b) + auy'(b) =7,
Uz(y) = Bry(a) + Bay'(a) + Bsy(b) + Bay'(b) =6,

les o, B;, 1 =1,4 et 7y, § sont des constantes réelles données.
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Définition 0.1. On appelle probléme auz limites homogéne associé au probléme (E)+(F) le probléme
(En) + (Fg) tel que :

(Eg) pa)y” +qx)y +r(x)y=0, a<z<b

(Fir) { any(@) + 00y (a) + ay(b) + auy/(b) = 0,
" Bry(a) + Bay/(a) + Bsy(b) + Bay'(b) = 0.

Si(f=0et(y#0o0ud#0)) ou(f#0ety=3=0), on dit que le probléme (E) + (F) est semi
homogéne.

Remarque 0.1. 1. Le probléme aux limites (E) + (F') est dit régulier si a et b sont des nombres
finis et p, q, v sont des fonctions bornées sur [a,b] et p(x) # 0 Va € [a,b], sinon on dit qu’il est
singulier.

2. Une solution d’un probléme auz limites est une fonction qui satisfait I’équation différentielle et
les conditions auz limites associées

3. Les conditions auz bords linéaires (F') sont générales, en particulier elles
comprennent :

a) les conditions de Dirichlet : y(a) =, y(b) =6 ;
b) les conditions de Neumann : y'(a) =, y'(b) =0 ;
c) les conditions mizte : y(a) =y, y'(b) =0 ouy'(a) =, y(b) =4,

d) les conditions aux limites linéaires séparées

{ ary(a) + aoy'(a) = v
Bry(b) + Bay' (b) = 0,

ou CE12 —|—0422 7é 0 et 512 —|—522 7& 0.

e) Les conditions auz limites linéaires périodiques

{ y(a) = y(b)
y'(a) =y (b).

Remarque 0.2. L’étude de [’existence et de l'unicité de solutions des probléemes aux limites est
plus difficile que celle des problémes a valeurs initiales (problémes de Cauchy). En fait, dans le cas
des problemes aux limites, une légere modification des conditions aux limites peut conduire a des
changements significatifs dans le comportement des solutions. Par exemple, le probléme a valeurs
initiales

y(0) =7, ¥'(0) =0,

a pour tout 7,0 € R, une unique solution définie par : y(x) = ycosx + dsin x.
Cependant, le probleme aux limites

{y"(x)er(x):O, O<z<m

{ y'(x) +y(z) =0 0<z <7
y(0) =0, y(m) =~ (v#0),

n’admet pas de solutions et le probleme

{y”(x)+y(a:):0, 0<x<b(0<b<m),
y(0) =0, y(b) =,
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a pour tout v € R, une unique solution définie par : y(x) = 7%
Alors que le probleme

y'(x)+ylx) =0, O0<z<m

y(0) =0, y(r)=0,

admet une infinité de solutions définies par : y(x) = csinzx, ¢ € R.

Le probleme homogene (Fy) + (Fi) admet toujours la solution triviale (nulle) y = 0. D’apres
I'exemple précédent il peut avoir des solutions non nulles. Le théoreme suivant donne une condition
nécessaire et suffisante pour que le probleme (Ey) + (Fy) n’ admet pas des solutions non triviales.

Théoréme 0.1. Soient ¢y et po deux solutions linéairement indépendantes de l’équation (Ey).
Alors le probléme homogéne (Eg) + (Fu) a uniquement la solution triviale y = 0 si et seulement si

Us(#1)  Ua(g2)

Démonstration. Toute solution de I’équation (Ey) peut s’écrire sous la forme

A:| Ur(e1)  Ui(p2) 20

y(x) = crp1(2) + copa(x), c1,c0 €R.

y est solution du probléeme (Ey) 4 (Fy) si et seulement si

Ui (crp1 + capa) =0
Us(crp1 + capa) = 0.

Ce qui donne le systeme linéaire

aUi (1) + caUi(p2) = 0
(S) { ClUQ((,Ol) + CQUQ(QPQ) = 0.

Par suite, le systeme (S) admet uniquement la solution triviale si et seulement si son déterminant A
est non nul.

Exemple 0.1. Considérons le probleme de Dirichlet

on a ¢1(x) = cosh(a? — 1) et @o(x) = §sinh(z? — 1) deuz solutions linéairement indépendantes de
Uéquation xy"(x) — ' (x) — 423y(x) = 0 avec

1
= —sinh 3 # 0.

| e(1) (1) |
A_’ - sinh3 | 2

©1(2)  ¥a(2)

D’ou le probleme (Q) admet que la solution triviale y = 0.

1 0
cosh 3 %

Dans ce qui suit, nous présentons un résultat, appelé Alternative de Fredholm, qui assure 1’exis-
tence et l'unicité de la solution du probleme non homogene (E) + (F') dans le cas ou le probleme
homogene admet uniquement la solution triviale.

Théoréme 0.2. (Alternative de Fredholm)
Le probléme non homogéne (E) + (F) admet une solution unique si et seulement si le probléme
homogéne (Ey) + (Fy) admet uniquement la solution triviale y = 0.
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Démonstration. Soient ¢ et o deux solutions linéairement indépendantes de 1'équation (Ey)
et 1 une solution particuliere de I’équation non homogene (E). Alors la solution générale de I’équation
(E) s’écrit sous la forme

y(x) = c1o1(x) + capa(x) + (1), 1, ca €R.

y est solution du probleme non homogene (E) + (F') si et seulement si

Up(crpr + capa +10) =y
Us(crpr + capa +90) = 6,

ce qui donne le systéme linéaire

($") { Ui (o1) + cUi(p2) = v — Ui ()
c1Usz(p1) + cala(p2) = 0 — Us(9)).

Le systeme (S”) admet une unique solution si et seulement si

_ | Uip1)  Ui(p2)
A_| Us(p1)  Us(e2) 70

Par conséquent, le théoreme 0.1 assure que le probleme homogene ayant que la solution triviale y = 0.

0.3 Exercices Corrigés

Exercice 0.1. Résoudre les équations différentielles linéaires homogénes du second ordre suivantes :
1.y =3y + 2y = 0;
2.y 4+2y +y=0;
3.y =2y + 2y = 0;
4.y =20y +y =0, a € R.

Solution 0.1. Résoudre les équations différentielles linéaires homogénes du second ordre suivantes :
1.

y' =3y +2y=0.... (Ey)
L’équation caractéristique de (E7) est
r?=3r+2=0.

Cette équation admet deux racines réelles distinctes r1 = 1 et ro = 2. Ainsi, la solution générale
de (E) est
y(z) = Ae® + Be*, A, B € R.

Y +2y +y=0...(E)
L’équation caractéristique de (Es) est
P +2r+1=0.
Cette équation admet la racine réelle double r = —1. Ainsi, la solution générale de (E3) est

y(x)=(A+Bx)e®, A,BeR.
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g y' =2y +2y=0...... (E3)
L’équation caractéristique de (F3) est
r?—2r +2=0.
Cette équation admet deux racines compleres conjuguées 1y = 1 + i et ro = 1 — i. Ainsi, la
solution générale de (Es3) est
y(z) = (Asinz+ Bceosx)e®, A, B € R.
4.

y'—2ay +y=0... ()

ou o € R. L’équation caractéristique de (Ey) est
r? —2ar +1=0.

On a A = 4a? — 4.
Dans l’étude des racines de [’équation caractéristique trois cas peuvent se présenter selon le
signe du discriminant A.

A>0 si «a€l—oo,—1[U]l, +o0o[;
A=0 si ae{-1,1};
A<0 si ae]-1,1[.

Premier cas : Sia € |—oo,—1[U]l,4+00[, on a : A > 0 et léquation (E4.C) admet deux
racines réelles distinctes

rn =

200 — V4?2 — 4
- 2a =a—+Va?—-1,

2 Vida? —4
ry = ot 2a =a+Va? -1
Donc, la solution générale de (E,) est

y(z) = Aelo—va?=T)a + Be(o"Lm)x, A, B eR.

Deuxiéme cas : Sia € {—1,1}, on a A =0 et l’équation (E4.C) admet une racine réelle
double r = a. Done, la solution générale de (Ey) est

y(x)=(A+ Bx)e*, A et BeR.

Troisiéme cas : Sia € |—1,1[ on a A < 0 et l’équation (E4.C) admet deuz racines complezes
conjuguées

2 V4 — 4a?
oty L —atiVI—a

rn =
2
200 — ivV/4 — 4a?
ro = a 12 @ =a—1iv1—a2

Donc, la solution générale de (Ey) est

y(z) = (Asin (\/1 —oﬂ)x—i—Bcos (\/1 —oﬂ) x) e, A, BeR.
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Exercice 0.2. Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :
Ly —y=x*+z+1,
2. y" =2y — 8y = e
3.y =2y =sinx;;
4.y =4y +3y = (2x + 1)e™*; y(0) =0, y'(0) = 0.

Solution 0.2. Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :
1.

y//_y:$2+x+1 ...... (El)

L’équation homogéne associée a (E7) est

L’équation caractéristique de (Ey.H) est
r’—1=0.
Les racines de l’équation sont : my = —1,79 = 1. Ainsi, la solution générale de (Fy.H) est
y(z)=Ae ™ + Be®, A,BeR.

Recherche d’une solution particuliére y, de (E;) :
On a le second membre de [’équation (E7) est

fx)=2"+z2+1= <x2+x+1)eow.

Comme 0 n'est pas une racine de l’équation caractéristique (E;.C'), donc on cherche une solu-
tion particuliere de (Ey) sous la forme :

yp () = (aa:z + bx + C) e = az® + bz +

ot a,b,ceR. On a
y; (x) =2ax+b et y; () = 2a.

En substituant dans léquation (Ey) les expressions de y, et de y;,’, on obtient
(Ey) = 2a — (aa:2+bx+c) =r’+az+1

= —ax’—br+2a—c=x>+x+1.

Par identification, on obtient le systéme suivant :

—a =1, a=—1,
—b=1, =< b=-1,
2a —c=1, c=—3.

D’ot, une solution particuliére y, de (Ey) est
Yy, (7) = —2* —x — 3.
Finalement,

Y(z) = yp(x)+y(2)
= —2?—x—-34+Ae "+ Be”, AABER

est la solution générale de l’équation (Ey) .
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L’équation caractéristique de (Eo.H) est
r? —2r —8=0.
Les racines de l’équation sont : ry = —2,19 = 4. Ainsi, la solution générale de (Fy.H) est
y(z) = Ae™* 4 Be*™ A et B € R.

Recherche d’une solution particuliére y, de (E,) :

On a le second membre de l’équation (Es) est
f(x) =e" = e

Comme 1 n'est pas une racine de l’équation caractéristique (E2.C'), donc on cherche une solution
particuliere de (Ey) sous la forme : y, (x) = ae® oua € R. On a

y; (x) = ae® et y; (x) = ae”.

En substituant dans l'équation (Ey) les expressions de y,,y, et de y,, on obtient
(Ey) = ae® — 2ae” — 8ae” = e,

Par identification, on obtient

= —9a=1
N -1
a=—.

9

Donc, une solution particuliére y, de (Es) est

Finalement,

Yi(z) = yplz)+y(2)

—1
= ?ez +Ae ™ 4+ Be**, AetBER

est la solution générale de I’équation (Ey).

y// _ 2?/ =sinz...... (E3)

L’équation homogéne associée a (E3) est
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L’équation caractéristique de (Es.H) est
r? —2r = 0.
Les racines de l’équation sont : r1 =0 et ro = 2. Ainsi, la solution générale de (E3.H) est

y(r) = A" + Be*,
= A+ Be*, A,B€ER,

Recherche d’une solution particuliére y, de (E3) :
On a le second membre de [’équation (E3) est

f (z) = sinz = sin (1) *.

Comme 0 + 1i n’est pas une racine de l’équation caractéristique (E3.C'), donc on cherche une
solution particuliére y, de l’équation (E3) sous la forme

Yp (r) = asinz + beosz, a,b € R.

On a

y;, (x) =acosx —bsinx et y; () = —asinz — bceos x.

En substituant dans l’équation (Es) les expressions de y,, Y, et de yg, on obtient

(E5) = —asinxz —bcosx —2(acosx —bsinx) =sinz,
= (—a+2b)sinx + (—b— 2a)cosz = sinx.

Par identification, on obtient le systeme suivant :
—a+2b=1, L Ja= —%,
—b—2a=0. b=2.
Donc une solution particuliére y, de l’équation (Es) est

1 . 2
Yp () = ——sinz + £ COST.

>

Finalement,

Yiz) = y(@)+yp(x)
1 2
= A+Be2$—5sinx+gcosx, A B R,

est la solution générale de (E3) .

y' =4y +3y=(2x+1)e"...... (Ey) )
y(0)=0 et y(0)=0 (

- On va résoudre d’abord 'équation (Ey) :
L’équation homogéne associée a (Ey) est



0.3. EXERCICES CORRIGES 11

L’équation caractéristique de (E4.H) est
r? —4r +3=0.
Les racines de l’équation sont : r1 =1 et ro = 3. Ainsi, la solution générale de (Ey.H) est
y(r) = Ae® + Be*, A, B € R.

Recherche d’une solution particuliére y, de (E,) :
On a le second membre de [’équation (Ey) est

f@)=Q2x+1)e™".

Comme —1 n’est pas une racine de l’équation caractéristique (E,.C'), donc on cherche une
solution particuliére de (E4) sous la forme :

Y (r) = (ax +b)e™™, ot a,beR.

On a
y;, () =(—ax+a—"0b)e " et y; () = (ax —2a +b) e .

En substituant dans l’équation (E,) les expressions de y,, y, et dey,, on obtient
(Ey) = (ax —2a+b)e® —4(—ax+a—b)e *+3(ax+b)e®=2x+1)e ",
= 8ax — 6a + 8b = 2x + 1.

Par identification, on obtient le systéme suivant :

8a = 2, ) oa=
—6a 4+ 8b =1, b=

Donc, une solution particuliére y, de (Ey) est

Y

Sl

1 5\ .
Yp () = (4I+16>€ :
Par suite,

Y(r) = y(z)+y(x)

1 5
— (-o+—=)e "+ A"+ Be*, A BER
<4x+16)e + Ae” + pe™, A, B €
est la solution générale de l’équation (Ey) .

Pour le probléme de Cauchy (I), on a

Y(O):O:>156+A+B:0 ..... (1)

On a ausst

—1 —1
Y'(z) = <4x + 16) e " + Ae” + 3Be™.

D’ou

~1
Y'(0)=0= = +A+3B=0..(2)
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De (1) et (2), on a

5 1
5 LA+ B=—0 A— 1
16 P 27
{;61+A+3B:o, d’ot {

Finalement,
1 5 1 3
Y (z) = <x + ) e — Ze + —e*,
est la solution de probléme du Cauchy (I) .

Exercice 0.3. Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :
1. " — 4y + Ty = e*.
2. xy" —y = 322
8. 2%y +3xy +y=x— 1.
Solution 0.3. Les solutions sont données par :
1. y(z) = (c1 cos V3x + ¢y 5in v/3x)e?® + (1/4)e®, c1,cy € R,
2. y(x) =cra® + co+ 23, c1,c0 €R.
3. y(x) =12 + caxlnz + f(x — 4), e, € R

Exercice 0.4. On considére I’équation différentielle homogene du second ordre suivante :
y' (@) + q(x)y'(x) + r(z)y(z) = 0, € [a,0], (7)

ot q € C([a,b]). Montrer que :

1. Siyy et yy sont deux solutions de 'équation (7), alors soit W (y1,y2) = 0 pour tout x € [a, ],
soit W (y1,y2) # 0 pour tout x € [a,b].

2. Deuz solutions y, et yo de équation (7) sont linéairement indépendantes si et seulement si
W(y1,y2) # 0 sur [a,b].

Solution 0.4. 1. Soient y; et yo deux solutions de l’équation (7).
De la définition (3) de Wronskien, obtient

W = y1yy — y21/)-
Comme y; et yo sont deux solutions de l’équation (7), on aura
v+ (@) +ry =0,

Yy + qys(x) + 112 = 0.

En multipliant la premiére équation par ys, la seconde par y; et en soustrayant, on obtient

Y1y — Y2yi + q(yys — y2yy) =0
= W' +qW =0.

En intégrant cette derniere équation, on aura

IV@ﬂ:cem(—/wﬂﬂdQ,xe[mm, ( clest Uidetité d’Abel ) (8)
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ot ¢ est une constante arbitraire.
Comme la fonction exponentielle ne s’annule pas sur tout R, donc

W(zr)=0<c=0.

De plus, pour xy € [a,b], on peut montrer que

T

W(x) = W(xo) exp (—/x q(t) dt) , T € [a,b].

0

Par conséquent, si le Wronskien est nul en un point xq de [a,b] alors il est nul sur tout l'inter-
valle [a, b].

2. Siyy et yo sont linéairement dépendants, alors 3k € R tel que y; = kys, et donc
W(y1,y2)(x) =0 sur [a,b].
Inversement, si W (y1,y2)(x) = 0 en un point de [a,b], alors de la question (1), on obetient
W(y1,y2)(x) = 0, YV € [a,b].

D’aprés les propriétés des déterminants, on obtient que les fonctions vectorielles (y1,y,) et
(y2,yh) sont linéairement dépendants, et donc yy et yo sont linéairement dépendants.

Exercice 0.5. Soit le probléme de Cauchy (probléme da conditions initiales) :

y' (@) +q(2)y (z) + r(z)y(z) = 0, x € [a, ]
(P)q yla :75 ot v,6 € R et q,r € C([a,b]).

Soient yy et yo deux solutions linéairement indépendantes de ['équation (7).

Montrer, a l'aide du Wronskien de y; et ya, que le probléme (P) admet une unique solution pour tout
v,0 € R.

Solution 0.5. Soient y; et yo deux solutions linéairement indépendantes de ’équation (7).
Toute solution de I’équation (7) peut s’écrire sous la forme

y(x) =y (z) + caya(x), ¢1,c0 € R.

y est solution du probléme (P) si et seulement si

ayi(a) + caya(a) =
{ cryy(a) + cayh(a) = 6. (9)

(9) est un systéme linéaire de déterminant

‘ yi(a) y(a)
N

ce qui ne peut pas étre nul d’apres l’exercice précédent.
D’od, le probléme (P) admet une unique solution pour tout y,d € R.
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Exercice 0.6. Soit ’équation différentielle du second ordre suivante :

p(x)y"(z) + q(@)y (z) + r(x)y(r) = 0, x € [a, ] (10)

ol p, q et r sont des fonctions continues sur |a,b] avec p(x) # 0,Yx € [a,b].
Montrer que si y; est une solution de l'équation (10) alors

(o) = (o) [ e (— / q“;ds)) it (11)

Y12 p(S

est aussi une solution de cette équation.

Solution 0.6. Utiliser formule de dérivation d’une intégrale (4).

Chargée de cours : Mme K. KHELOUFI-MEBARKI



