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Série de TD n°2 : Ensembles et relations

Exercice n°1

On considére dans R les sous-ensembles suivants : A =] — 00,3, B =] —2,7] et
C = |-5,+00]
Déterminons
A\B =] — 00, 3]\| = 2,7] =] — 00, —2]
B\A =] —2,7]\] — o, 3] =]3,7]
AAB = (A\B) U (B\A)
:] - 00, — ]U]37 7]
ANC =] — 00,3]N] — 5, +o0]
=] —5,3]
AUC =] —00,3]U] =5, 4+00]
=R
(A\B)NC =] — o0, —2]N] — 5, 4+00]
=]-5,-2
_ sl

Exercice n°2

I. 1. Déterminons P(F).

P(F) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3},{2,3},{1,2,3}}

2.
1 ¢ P(F) Non
{1,2} C F Oui,
{1,2} € P(F) Oui,
() C F Oui,
{0} ¢ P(F) Non
() € F Non
IT. Soient E un ensemble et A, B et C' trois parties de E. Montrons que



1. cU"P —cAu s,

Soit z € C’éAmB),

zeCP® o (¢ ANB)A(z € E)
S (g AV ¢ B)N(x € E)
S g ANz eE)V(x¢ BANx €FE)
sreCiveeCl
S relCpUlCs.
Donc CJ(EAHB) =CaUCE.
2. Soit (z,y) € (AUB) x C,
(x,y) e (AUB)xCsaxe(AUB)AyeC
S (reAvreB)ANyel
S xeANyeC)V(re BAye ()
& (zy) € (AxC)V(x,y) € (Bx(C)
& (zy) e (AxC)U (B x(O).

Donc (AUB) xC=(AxC)U(BxC).

Exercice n°3

[. 1. Montrons que R est une relation d’équivalence.
a)- R est réflexive car

Vo € R*, 2% > 0,
donc

Vo € R*, 2Rz,

ce qui montre que R est réflexive.
b)- R est symétrique car on a

Vr,y € R, 2Ry <= z.y > 0
<= y.x > 0 (le produit est commutatif dans R )
<— yRx
donc

Va,y € R*, xRy <= yRuz,
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ce qui montre que R est symétrique.
c)- R est transitive car on a

x.y >0
Vr,y,z € R*, (2Ry) A (YRz) <= ¢ A
y.z >0

— zy’z2>0

:>x.z>0(y2>0)
— 2Rz

donc
Vr,y,z € R*,  (2Ry) A (YRz) = 2Rz,
ce qui montre que R est transitive.

2. Déterminons I’ensemble quotient Riz-
Soit a € R*,

a={z € R,zRa},
or

TRa < x.a > 0.

Deux cas se présentent :

Sia > 0 alors x > 0, par suite a = R,
Si a < 0 alors x < 0, par suite @ = R*
On déduit alors

R/r = {R"",R""}
II. Dans R on définit la relation binaire 7 par :
Vo, yeR, xTy<= cos’r+sin’y=1

1. Montrons que 7T est une relation d’équivalence.
a)- Réflexivité de T : Vo € R. On a la formule

cos’z +sinlz=1= 2Tz

Donc Vz € R, 27T x.
D’ou la réflexivité de 7.



b)-Symétrique de T : Va,y € R, on a

xTy = cos®z +sin’y = 1
— cos? & + sin®y + (cos2 y + sin? x) =1+ (C082 y + sin? x)
— cos’x +sin®x + cos?y +sin®y = 1+ ((3082 y + sin? x)
= 1+1=1+ (0082y+sin2x)
— 1 =cos’y +sin’z
— cos’y +sin’z =1
= yTx

Donc Vz,y € R, 2Ty = yT x.
D’ou la symétrie de T
c)- transitivité de T : Vz,y,z € R, on a

Ty cos?z +siny=1...(1)
et — et
yTz cos?y +sin®z=1...(2)

(1) + (2) = cos®z + (sin’ y + cos’y) + sin’ z = 2
— cos’z +sin®z =1
Donc Vx,y,z € R,zTy et yT z = 2T 2.
D’oul la transitivité de T .

De a), b), ¢), on a T est une relation d’équivalence.
2. La classe d’équivalence de F.

%:{xER:xT%}

x € R :cos®z + sin? <%>

'y
))

}

xER:cosgle—sin2<

1
xER:coszle—(—)

oy

{ 2
3
= R :cos’x = ~
{xe cos” x 4}
3
:{xER:cosx:ig}
T —T 5r —br
—{6+2]€7T,?+2]€7T,F+2]€7T,T+2]€7T} avec k € 7

Exercice n°4



[. Dans N*, on définit la relation R par :

TRy < x divisey (Fke€Z" :y=kx)
1. Montrons que R est une relation d’ordre.
a) Réflexivité : V € N*, z divise z(x = 1.z) = 2Rz
donc R est réflexive
b) Antisymétrie :Soient z,y € N* :

TRy x divise y JkeN": y=kzx
= . =
yRx y divise x JneN': z=ny
sz=nkr=>nk=1=>n=k=1nkeN)=z=y.
Ce qui prouve que R est antisymétrique.
c) Transitivité : Soient =,y et z € N* :

{ny j{xdivisey :>{EIkEN* cy = kx

YRz y divise z dneN' :z=ny
=z=nk- -z
= TRz

donc R est transitive.
Comme R est réflexive, antisymétrique et tansitive alors R est une relation
d’ordre.
2. Cet ordre est partiel, car dx = 2,y = 3 tels que :
2 (non R ) 3 et 3 (non R).
II. Sur N2, on considére la relation S définie par :
(a,0)S (', V) & a+b =b+d,
1. Montrons que S est une relation d’équivalence.
a) Reéflexivitée de S : Soit (a,b) € N2 On a
a+b=>b+a.
Donc V(a,b) € N?, (a,b)S(a,b). D’ou la réflexivité de S.
b) Symétrie de S : soient (a,b), (¢/,b') € N? tels que (a,b)S («, V).
Montrons que (a’,b") S(a,b). On a
(a,0)S (a/,0) = a+b =b+d
=b+d =a+ b (symétrie de legalité)
= a' +b =10+ a (commutativité de addition)
= (d',b") S(a,b)
Donc Y(a,b), (a', V') € N? (a,b)S (a', V) = (d’,0') S(a,b).
D’otu la symétrie de S.

c) Transitivité de S : Soient (a, b), (¢/,b'), (a”, V") € N? tels que (a,b)S (a’, )
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et (a/,0')S (a”,b").
Montrons que (a,b)S (a”,b"). On a

{ (a,b)S (', 1) { a+b =b+d...(1)
=
)

et et
(@, V) S (a,b" a+b =b+a" ... (2)

M+ ©2)=a+b +(@+V)=b+d + b +d")
=a+b' =b+d"
(a,b)S (a",V").
Donc V(a, b), (a', V'), (a”, V") € N2 (a,b)S (a',V) et (a/,0') S (a",b") = (a,b)S (a”,b").
D’ou la transitivité de S.

De a), b), ¢) on a S est une relation d’équivalence.
b) Déterminons la classe d’équivalence de (1,1).

(1,1) = {(a,b) € N*, (a,b)S(1,1)}
{(a,b) eN*,a+1=0b+1}
{(a,b) € N*,a = b}
{(a,a)/a € N}.



