Parametres de position (ou de tendance
centrale)

Les parametres de position (ou de tendance cenhtsaht un ensemble de valeurs caractéristigues qui
permettent une représentation condensée de limfibom dans la série statistique. Les paramétres de
position (la moyenne, la médiane, le mode et leentj@s) donnent I'ordre de grandeur de I'ensendse
mesures.

1. Le Mode (notation M)

Le mode d'une distribution statistique est la valée la variable qui correspond au plus grand &ffea a la
plus grande fréquence (valeur dominante).

» Cas discret:
v" Sur le tableau statistique;, f;);=1x OU (x;, 1;)i=1 , C'€St lex; pour lequel la fréequence est la
plus élevée (effectif plus élevé).
v' Sur le diagramme en batons c’est la valeurorrespondant au baton le plus haut.

(ow) fi ¢

v

Xi
M,

Exemple :Nombre d’absences
M, = 2 qui correspond au plus grand effectif obseryé= 11.

» Cas continu: On suppose que les données sont regroupées daolasiees de méme amplitude
v' Classe modale C’est la classe du tableau ou de I'histogramoreespondant a la fréquence
(effectif) maximum. C’est la classe qui contientede.
v" On peut déterminer graphiquement la valeur du ngadetérieur de la classe modale) par la
méthode des diagonales



Classe modale

ei-1 My ¢

v

v' On peut déterminer analytiquement la valeur du nomeme suit :

Si [e;_1, ;[ est la classe modale alors

M D
0= €i—1 D, + D, (e; —ei_1)

~

ou
D; =n; —n;_, estle surplus de la classe modale par rappartkasse précédente,
D, =n; —n;,, estle surplus de la classe modale par rappartk$se suivante.

Notons qu’on peut remplacer les effectifs par tégidences.

Classe modale

D,
D,

ei-1 My i

v

En effet, d’apres le théoreme de Thales, on a

ei— My My—e_4

D, D,

(e, —My)D; = (Mg — €;_1)D,



eiDl + ei_lDz = MO(Dl + Dz)
Ce qui donne

_ e;D; +e;_1(D, + D; — D)
0 D, + D,

Exemple: Age des abonnés

La classe modale eg30,35[ (classe 4) qui correspond au plus grand effebskervén, = 272. Les surplus de
la classe modale par rapport aux classes précéeesiievante sont respectivement

D, =n,—n; =272 —168 = 104 etD, = n, — ng = 272 — 176 = 96.

5_30+ﬂ5_326

Par suiteM, = 30 +

104+96

Remarque : On peut prendre comme mode le centre de la clasdale.

Remarque : On dit qu'une série est unimodale lorsqu'elle @dssun seul mode (cas discret) ou une seule
classe modale (cas continu). Dans le cas ou la pégséderait plusieurs modes ou plusieurs classdales,
on dira que la série est plurimodale (bimodale borodes, trimodale pour 3 modes et etc.).

2. La médiane(notation Me )

La médiane est le nombre qui partage la série alesins observées en deux séries de méme taille.

F(Me) = 0.5
C A —
Xmin Y M Y Xmax
50% des observations € 50% des observations
n
N(Me) = 2

Pour déterminer la médiane il faut d’abord rarigesérie par ordre croissant (ou décroissant)t X50i.., X,
la série observeée &), ..., Xy la série ordonnée par ordre croissant.

» Cas discret:

OGS

( n

{l si S € N* (n pair)
I . n Lo
kX [n +1 "51) si > ¢ N* ( n impair)

Dans le cas pair, [X(E) ,X(EH)] est appelé intervalle médian.
2

2



On peut déterminer graphiqguement la médiane en utibant la courbe cumulative

deux cas :
1°" cas :
N(x) F(x)
A A
—
n 1 c
- 05 | = = = 7
2 1
sk >
Me
2°Mecas
N(x) F(x)
A A
—
milieu
no 05 —|— — - i =
2 1
1
1
1
R | .
xio1 M X;
xi_l + xi
Me =
2

. On distingue alors



» Cas continu :
v’ Classe médiane C’est la classe qui contient la médiane.

[e;_1, e;[ est |la classe mediande € [e;_q,e;[) Si F;_;1 <0.5<F;, (OUN;_; < % < N;).

v' La médiane est donnée par la formule
0.5 - Fi—l 0.5 - Fi—l

Me =¢;_1 + 7 (e;—e1)=¢€_1+a 7

n
7~ Ni1

Me =e;_1+a
n;

a amplitude de la classe médiane,

fi fréquence de la classe médiane,

n,; effectif de la classe médiane,

F; fréquence cumulée de la classe médiane,

F;_, fréquence cumulée de la classe qui précede la dasnédiane,

N;_, effectif cumulée de la classe qui précede la clagmédiane.

Sur[e;_q,€e;[, ona
X =€
F(x) == Fi—l + ﬁ.
i~ €i—1
Pourx = Me € [e;_1, &],
Me —e;_4
F(Me) = Fi_y + —f; = 0.5.
€ —€j—1
Par suite
0.5—-F;_
Me = e +—— *(e; — ei_1).

On peut déterminer graphiquement la médiane esartil la courbe cumulative:



F(x)

N(x) A A

0.5 1—

N| S

v

€1 Me e;_4

Classe médiane

3. Les quartiles

Les quartiles sont 3 valeurs qui partagent la srié groupes égaux);, Q,, Qs

F(Qy) =0.25 F(Qz) =0.5 F(Q3)=0.75
| | | | J
~ . g I g K g
Xmin 25% des obsQ4 25% des obs Q, 25% des obs Q3 25% desobs Xpax
n n 3n
N =7 N(@) =3 N(Qy) =

L’intervalle [Q4, Q3] s'appelle intervalle interquartile, il contient%®0des observations. Souvent l'intervalle
interquartile est défini par la difféeren@g — Q,.

Les calculs de détermination des quartiles soalbgnes a ceux de la médiane.



> Cas discret :

(o + Xma)
| 5 si Ze N
Q1= 4
| . n .
Uy TN
Q; = Me

> Si TE N*
Q3 =
N 3n ¢ N
Si —
U () 4
Graphiquement °
N(x) F(x)
A A
=
e ————
3n |
- 075 = = = =—
4 |
1
LS >
Qs
N(x) F(x)
A A
S
milieu
3n | 4o - =
2 0.75 |
|
- | R
Xi—- Q3 X
Q . Xi—q + Xi
3=



» Cas continu
Y Qi €leiyelsi iy <025<F (OUN;; <7< N)

n
0.25—F;_, 7 Niea
Q1=¢e-1+ Tl(ei —e1)=¢€_1+ 47(61' —ej_1).
l l
v Q; € [el-_l, el-[ si F,_1 <075<F; (OUNi_l < % < NL)
3n
0.75 — F;_4 7~ Ni1
Oz =e1+ Tl(ei —e_1)=e_1+ T(ei —€i_1)-
L L

Graphiquement : On procéde de la méme maniéreagogdliane. On remplace 0%5 fpar 0.25 %) pour le '

quartile et par 0.75%) pour le ™ quartile.

4. Les déciles

Les déciles sont 9 valeubs, ..., Dy qui partagent les valeurs observées en 10 soesrbiss égaux. Les
intervalles qu’ils définissent contiennent chac0@eldes observations. L'intervall®,,Dy] (Dg — D;)
s’appelle intervalle interdécile, il contient 80%sdobservations.

10% 10% 10% 10%
Xmin Dl L)Z D3 D4 DS D6 D7 D8 D9 Xmax

Par exemple le premier décile est caractérisé par 10% des observations avaffeides observations apres.
Le cinquieme décil®; n’est autre que la médiank;(= Me = Q,). Le troisieme décil®; laisse 30% des
observations avant et 70% apres.

F(Dy) = 0.1 N(Dy) = %

2n

F(Dg). =0.9 N (Do) = 70

5. Les centiles

Les centiles sont 99 valeuts, ..., Cy9 qui partagent la série en 100 groupes égaux.intewalles qu’ils
définissent contiennent chacun 1% des observatidngervalle intercentile esitC; , Cog] (Co9 — C;), Il
contient 98% des observations. Le cenfijgn’est autre que la médiane.



F(C)) = 0.01 N(C,) = 1L

00
2n

F(C,) =0.02 ou N(C,) = —
(C2) (Cy) 100

: 99n
F(Cy9) = 0.99 N(Coo) = -5

6. Les quantiles :Soita €]0,1]

On appelle quantile d’ordre la valeur notég, telle quena valeurs de la série sofitq, et n(1 — a) valeurs
sont > q,.

F(Clla) =a I
L
I T 1
100 a % des obs g, 100(1 — a) des obs

N(qq) = na

» Cas discret:

X(na) + X(na+ 1)

o = 2 . .
X([na]+1) ST na e N*.

si na € N*,

» Cas continu:

On détermine la classg;_1, e;[ qui contient le quantilg,. C'est la £ classe dont I'effectif cumulé est
> na (ou fréquence cumuléea). La valeur dey, est donnée alors par la formule

a—F_4
do = €i-1 t —F (e; —ei—1)
L

na — N;_1
Qo = €1 +———(&; — e;_1).
n;

Graphiguement, & partir de la courbe cumulatjyegst I'abscisse du point d’ordonnedou na).

Cas particuliers

Si a=0.25 alors Qozs = Q1 = Cys,
Si a=0.50 alors qos = Me = Ds = Cs,
Si a=0.75 alors Qo.7s = Q3 = Cys.



v Le i*™quartileQ; est le quantile drordré , i = 1,2,3.
'4-
v’ Le i®"®décileD; est le quantile d’ordrei*% ,i=1,..0.
v Lei®™centileC; est le quantile d’ordrewLO, i=1,..,99.
Exemple : Nombre d’absences

* Médiane : On & = 32 est pair, donc

X X
. ® " G _Xae t Xan _2+2 _
2 2 2
« 1% quartile : On ai:- =8 € N*, donc
X + X
0, = () G _Xo t X9 _1+1_
1 -_— -_ -_ - .

2 2 2
3*Mquartile : On a%" = 24 € N*, donc

X X
Qs = CH " C) _ Xen + Xem 2 + 2

\ 2 2 2
4°™décile :0.4n = 12.8 ¢ N* donc
\ Dy = qo4 = C40 = X([0anj+1) = X3) = L.
90" centile :0.9n = 28.8 ¢ N* donc
Coo = qo.9 = X([0.9n]+1) = X(29) = 3.

= 2.

Exemple : Age des abonnés

e Médiane :Me € [30,35[ carN;(= 264) < %(: 400) < N,(= 536).

400 — 264
Me = 30 +TS = 32.5.
« 1% quartile : Q, € [25,30[ carN,(= 96) < %(z 200) < N3(= 264).
200 — 96
Q1 =25 +W5 = 28.09.
« 3™ quartile :Q; € [35,40[ carN,(= 536) < %"(: 600) < Ns(= 712).
600 — 536
Qs =35+ ——-——5=3681
e C, €[15,20[ car0.02n(= 16) < N;(24)
C, = 15+ ! 2; 5 = 18.33.
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7. Les moyennes
7.1.Moyenne arithmétique (notationx )
* La moyenne arithmétiqued’'une série statistique brukg, ..., X,, est donnée par

n
1
X =—ZXl
n.
i=1

Cette moyenne est dite simple si leseolationsX; sont distinctes.

« Soit (x;,n;);=7% une distribution de fréequences dans le cas draniable discrete. On appelle
moyenne arithmétique, le nombrealéfini par

k k K
_ 1 n;
xz—Znixizz/‘ixi avec n=2nietfl-=—.
ns , n
=1 =1 1

i=

» Soit([e;_1,e;[,n;);=1% une distribution de fréquences dans le cas d'an@ie continue. On appelle
. £y _ 1 N RN
moyenne arithmétique le nombie= ;Z{Llni x; = ¥, fix; olx; est le centre de i@me classe.

Dans les deux derniers cas, la moyenne aritoeé est dite pondérée.

Exemple
Un automobiliste roule pendant une heure a lasgtesnstante d#0 km/h, puis pendant encore une heure a

la vitesse constante d20 km/h. Déterminer a quelle vitesse constante il aui@aitadiler pendant la durée
totale du trajet pour effectuer le méme nombreilberictres.

L’automobiliste rouled; = v;t; = 90 km pendant la premiere heure et, = v,t, = 120 km pendant la
deuxiéme heure. La distance parcourue pendaneles lteures est dort= d; + d, = 210 km . La vitesse
moyennev Vérifie

d vt +vyt, 90+ 120

vV=— = 105.
t t, +t, 2

Exemple
Pendant 4 années, une personne achéte du fuell8,18], et 25 DA par litre. Quel est le prix moyknfuel au

cours des 4 années s'il utilise la méme quantitiiduchaque année.

Soientx la quantité de fuel utilisée chaque anngda somme d’argent dépenséedane annéd, = 1,2,3,4.
Ona

p, = l6x,
p, = 18x,
p3 = 21x,
Py = 25x.

Le prix moyen du fuep,,,, au cours des 4 années est donné par

somme totale d'argent dépensée _Pp1*+pr+ps+py, 16x+18x + 21x + 25x
quantité totale de fuel utilisée 4x B 4x

Pmoy =

16 + 18 + 21 + 25
Pmoy = 2 = 20.

11



Propriétés de la moyenne arithmétique

1L Xeim(g—%)=0.
2. Y% . n;(x; — a)? est minimale pour = *.
3. Siy; =ax; +b,i =1,k alorsy = ax + b (propriété de linéari)é

Preuve

k _ K _ k kK = _ vk ok
1 Yioan(g — %) =X (x; — k) = XXy — Do X = Yo nyxy — X iy

PP _ 1 s , . _
Par définition,Y¥_, n; = n. De plusx = ;Zﬁ‘zlnixi ou de maniére équivalery_, n;x; = nx.

Il vient donc
k
Zni(xl- —X)=nx—nx =0.
i=1
2. TD.
— 1k _ 1k _ 1k 1ok _ 1wk 1ok
8. = Ximanyi = Nimani(ax; + b) = - ¥ angx; + - Xin b = a- Mg nix + b Y n

y=ax +b.
7.2. Moyenne géométrique (notations, mgy, x, )

La moyenne géométrique est utilisée dans le cdietaux d’accroissement moyens ou de moyennes de
coefficients multiplicateur.

« SoientX,, ..., X, n nombres réels strictement positifs. La moyennerg#oque (simplex, de ces
nombres est donnée par

ou de maniéere équivalente

n
_ 1
log(xy) = Ez log(X;).
i=1

log(x,) est la moyenne arithmétique deg(X;).

« Soit (x;,n;);=1% une distribution de fréquences dans le cas dnaniable discrete strictement positive.

Dans ce cas la moyenne géométrique (dite pondé@stejonnée par
1

k 7k
Xg =YX ™M Lx e = <| |xl-"i> = | | x; i

i=1 i=1

ou de maniere équivalente

12



k k

1
log(%,) == ) mlog(x) = ) filog(xy).
[ i=1

i=1

» Soit([e;—1,e;[,n;);=1x une distribution de fréquences dans le cas d'ani@e continue strictement
positive. On appelle moyenne géométrique le nomiyreéfini par

1
k 7k

— _ ) .

Xy = ™ = (| |xi l) = | |xl-fl
i=1 i=1

olx; est le centre de i&me classe.

Exemple

Dans un certain pays, au mois de janvier d'uneacertannée, les prix ont augmentédde%, puis en février
de1,2 %. Déterminer 'augmentation mensuelle constanté gwaiurait di avoir pendant les deux mois pour
obtenir le méme résultat a l'issue des deux mois.

SoientP, le prix initial, P, le prix au mois de janvier & le prix au mois de février ;

P—P<1+0'9)—P(1009)P—P<1+1'2)—P(1+0'9>(1+1'2>—P(1009)1012
r=ro 100/ ~ OV R 100/~ °° 100 100/ ~ "o+ (1.012).

On cherche (le pourcentage d’augmentation constant sur leg deis) tel que

Pr=Py(1+ ) etP, =P (1+—) =P (1 +Ft0)2.

2
Le nombret satisfait 'équation(1 + =) = (1.009)(1.012), c.a.dt = /(1.009)(1.012) — 1 = 0.01049.
Donc l'augmentation moyenne sur les deux mois ‘esiviton 1.49 %.

Exemple
Dans un triangl&MB rectangle e, H est le pied de la hauteur issueMleOn posedH = aetBH = b .

ExprimerMH en fonction de a €t b.
B

M 4
D’aprés le théoréme de Pythagore, on a

AB? = AM? + MB*
MB? = BH? + MH? = b%? + MH?
AM? = AH? + MH? = a* + MH*?

Ce qui donnelB? = a? + b? + 2MH?.
CommeAB = AH + BH = a + b alorsMH? = ab (MH =+ab).

13



Propriétés de la moyenne géométrigue

SoientX,, ..., X, etY;, ..., Y, deux séries de moyennes géométriques respeGives;, .
1. La moyenne géométrique de la séfie..., Z,,, définie paiZ; = X;Y;, est donnée par
G, = GyGy.
2. La moyenne géomeétrique de la sdtjge..., T,,, définie parT; = )Y(—z est donnée par

=G

Gr
7.3. Moyenne Harmonique (notationH, my, X, )

La moyenne harmonigue est employée dans le catsuimbyennes des pourcentages ou de rapports, et
notamment dans celui des durées moyennes ettdeses moyennes. L'inverse de la moyenne harmoeigiue
la moyenne arithmétique de I'inverse des valeurad@riable (non nulle) considéreée.

* La moyenne harmoniqu®;, d’une série statistique brulg, ..., X,, est donnée par

_ 1 n
x = =
"Tlg, 1T 1
n&i=1x; i=1X;
ou de maniere équivalente
n
1 1 Z 1
Xp M i=1 ‘
¢ Moyenne harmonique pondérée
B 1 n 1
Xp = =
1l n k T v fi
HZL=1x_ Zi=1xi Zl=1x
ou
k k k
1 _ 1 n; _ fl i
—=—=) —= ) —avecn = n;etf; =—
Xp N&Xy X —
i=1 i=1 =1
Exemple

Un automobiliste roule 100 km a la vitesse constale®0 km/h, puis encore 100 km a la vitesse constante de

120 km/h. Déterminer a quelle vitesse constante il aut@itodiler sur la distance totale pour que la dutée d
voyage soit identique.
100

La durée de la premiére partie du voyage es{ d:e% h et celle de la deuxiéme partie esttge= 0 h.
Comme la distance parcourue ést 200 km alors la vitesse moyennevérifie I'équation

420 2 10285 kmyh
=100 100 1, 1 _ L0285 km/h

90 7120 90T 120

v =

14



Exemple

Pendant 4 années, une personne achéte du fuell8,18, et 25 DA par litre. Quel est le prix moyknfuel au
cours des 4 années s’il dépense la méme sommesdtarigaque année.

Soientp la somme d’argent dépensée chaque annéda quantité de fuel utilisée i@me annéd, = 1,2,3,4.
Ona

p = 16x4,
p = 18x,,
p = 21x3,
p = 25x,.

Le prix moyen du fuep,,,,, au cours des 4 années est donné par

somme totale d'argent dépensée 4p 4p
pmoy = .. e 7: 7 = =
uantité totale de fuel utilisée  x; +x, +x:+x, P, P , P , D
1 f trRE st 1gt18t 21 T 25
4
:L+L+L+L:19'44'
16 18 21 " 25

7.4.  Moyenne quadratique (notation@Q, mg, X, )

La moyenne quadratique s’emploie surtout pour degemnes d’écarts & une valeur centrale. Elle pedemete
pas avoir a manipuler des écarts négatifs.

* Moyenne quadratique simple :

ou de maniere équivalente

* Moyenne quadratique pondérée :

1 1
k 2 k 2
= _ l 2| — 2
xq - n;Xx; - flxl
n
i=1 i=1
ou
K k
— 2 1 2 n;
X == ) nmx;® avecn = n;etf, =—.
ns . n
i=1 =1

15



Exemple

On posséde deux plagues métalliques de formeddgjires, de méme épaisseumais de rayons différents
qgu'on noteR,, R, .

Nous souhaitons fondre ces deux plaques pour effien deux autres, de méme épaisseugt de méme
rayonR:

Le volume d’un cylindre est donné gar= nR?e. Le rayonR est solution de I'équation
2mR%e = R, %e + mR,’e.

Ce qui donn&k? = R;* + R,% OUR = +/R,* + R,".

PourR; = 18 cm etR, = 24 ¢m, on aR = v900 = 30 cm.

7.5. Moyenne d’ordre r (notation M,.)
* Moyenne simple d’ordre :

* Moyenne pondérée d’ordre

1 1
1 K 7 K 7 k "
M, = <—z nixir> = (Z fl-xl-r) avecn = Zni etfi =—.
n n
i=1

i=1 i=1
Selon la valeur de, on retrouve les formules des différentes moyesngg, x,, etx,

Sir=1alors M =X,
Sir =2 alors M, = Xg,

Sir=-1alors M_; = Xp,
k lim M, = X,.
r—0

Comparaison des moyennes

PourX,, ..., X,, strictement positifs, les différentes moyenne@iles précédemment sont ordonnées comme
suit :
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première promo
C faux ; y a une erreur
Au lieu de R²=R1²+R2²
mettez 2R²=R1²+R2²


Xn <Xy <X < X,

(Il'y a égalité entre les moyennes loesigs nombreX; sont égaux)

Plus généralemenM,.. < M.  sir,; <1, (avec égalité dans le cas d’observations égales).
1 r2 1 2

7.6. La ¢ —moyenne

Soitg: R - R une fonction. On appelle —moyenne de la sérig,, ..., X,, la moyenne arithmétique de la série
1
PX1), s (X)) 0 X1 @(X)).

2 , , 1
Pour des données groupéesp lamoyenne est donnée pﬁ_}{-"‘zlnw(xl-).

* Sip(x) = x, on retrouve la moyenne arithmétique,
+ Sip(x) = x?, on retrouve la moyenne quadratique,

* Si@(x) = Inx, on retrouve la moyenne géométrique,
. 1 .
e Sipk) = ~ on retrouve la moyenne harmonique,

 Sip(x) = x", on retrouve la moyenne d’ordre
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