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Interrogation écrite n°2 du module Analyse 1

Exercice n°1 :

On considére les deux fonctions f et g définies sur |0, +o0o| par :
f(z) =22 +In(z), g(z)=In(z)(In(z) + 4z) + 42°.

1. En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, montrer que la fonction f admet une unique
racine ¢ sur |0, +oo|, tel que e™! < ¢ < 1. (Utiliser e > 2.)

2. Montrer que ¢ est aussi une racine unique de g sur |0, +o0|.

Exercice n°2 :

On définit la fonction f sur | — 7, 0[U]0, 7 par : f(z) = ==L o € R,

z sin(z)
1. Donner f le prolongement par continuité de f sur | — 7, x|
2. Le prolongement f est-il dérivable ?
3. Pour quelle valeur de a, on a f(0) = (f)’(O) Ou (f)I(O) désigne la dérivée de f au point 0.

Exercice n°3 :

1. Monter que Vo € R* : L — 224l

sin?(arctanz) ~ 22

2. Etudier le signe de sin(arctan z) selon z € R.

x
241"

3. En déduire que Vx € R : sin(arctanz) =
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Corrigé

2 points/7,5

0,25 pt

0,25 pt

0,25 pt

0,25 pt

On considére les deux fonctions f et g définies sur |0, +o0o| par :

0,25 pt

f(z) =22 +1In(z), g(x)=In(z)(In(z) + 42) + 42°.

En utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, montrer que la fonction f admet une
unique racine ¢ sur ]0, +ool, tel que e™! < ¢ < 1. (Utiliser e > 3.)

La fonction f est la somme des fonctions continues sur |0, +oo[, donc f est continue sur
10, 4-o00.

De plus, on a

fleh =21 +In(e!)== -1,
donc
2 4
e> - — — < =
e 5
2 4 1
= ——1l<-=-1=—-=<0,
e 5
d’ou
fle™h) <o, (1)
Et
f(1)=2x1+1In(1) =2,
donc

f(1) >0. (2)
De (1)) et ona f(1)f(e”!) <.

D’apres le théoreéme des valeurs intermédiaires, la fonction f admet au moins une racine ¢ sur
10, +-00[, tel que e™! < ¢ < 1.

D’autre part, la fonction f est la somme de deux fonctions strictement croissantes sur |0, +00]
(x — 2z et In), donc f est strictement croissante sur |0, +oo].

¥ (On peut aussi étudier le signe de la dérivée.)

On déduit donc que, la fonction f admet une unique racine ¢ sur ]0, +ool, tel que e~! < ¢ < 1.

Montrer que ¢ est aussi une racine unique de g sur |0, +oo].

W Pour montrer que la méme valeur ¢ est une racine unique de g, il faut chercher une relation
entre les deux fonctions f et g.

On remarque que g(x) est une identité remarquable;

vz €]0, 4+o0[: g(x) = In(z)(In(z) + 42) + 42 = (In(z))* + 2(2z) In(z) + (22)*
= (In(z) +22)* = (f(x))".
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0,25 pt Donc on a g(z) = 0 si et seulement si f(z) =0,
et comme c est I'unique racine de f sur 0, +oo], alors aussi ¢ est 'unique racine de g sur
10, +o0l.

4 points/7,5

On définit la fonction f sur | — 7, 0[U]0, 7| par : f(z) = £l o ¢ R*.

z sin(z)
Donner f le prolongement par continuité de f sur | — ,7[.

0,25 pt La fonction f est la somme et le produit et la composition des fonctions continues
sur | — m, 0[U]0, 7[, donc f est continue sur | — m,0[U]0, 7.

La continuité au point g =0 :

e —ax —1
lim f(z) = lim - , cas indéterminé.
2—0 =0  xsin(z)
0,25 pt On a les deux fonction r — e —ar —1 et x — xsin(x) sont dérivables au
voisinage de 0, et hm e —ar—1= hm xsin(x) = 0.
0,5 pt Donc on applique la regle de I’ Hopltal
azx 2e*r—1

ae —

e . (a#0)

1- — 3 [ oA
250 sin(z) + x cos(z) 250 Sm(m) + cos(z)

Division de dénominateur et numérateur par x.

0,25 pt Par le changement de variable X = az (z+ -0 = X — 0), on obtient :
ar _ 1 X 1
lim & = lim & —1,
z—0 ax X—-0 X

et comme lim &) — 1 on a :
z—0 ¥

ar 2

ae* — a?x1 a

li = ==
+50 sin(z) + zcos(z) 1 +cos(0) 2

¥ On peut aussi appliquer la régle de I’Hopitel une autre fois.
2
0,25 pt Ce qui implique lin%) f(xz) = S, d’ou f est prolongeable par continuité,
T—>
0,25 pt tel que :

~ { g x), sixe€]—m,0Ul0,n

J(@) = 5, six=0

Le prolongement f est-il dérivable ?

0,25 pt La fonction f est la somme et le produit et la composition des fonctions dérivables
sur | — m, 0[U]0, 7[, donc f est dérivables sur | — , 0[U]0, 7].

M. TAOURIRT AMAR Bon courage chers étudiants 3/




0,25 pt

0,25 pt

0,25 pt

0,5 pt

0,25 pt

La dérivabilité au point zog =0 :

2

x 2 e —ax—1 a
) — & ¢ —arcl  of
i L@ SO o S@ - e
z—0 x—0 z—0 X z—0 T
e —az —1— Lysin(x
= lim 5 2 ( >(cas indéterminé.)
70 x? sin(x)
On pose les deux fonctions u(z) = e** —ax — 1 — 73: sin(x) et v(z) = 2?sin(z),
qui sont dérivables au voisinage de 0, et
o2
. [T S S _
}:13% u(z) = ili%e ar —1 5 zsin(x) =0

lim v(z) = lim 22 sin(z) = 0.
z—0 z—0

On applique la regle de I’'Hopital :

or o — 0‘72 sin(z) — O‘;x cos(z)

w0 0/ (z) 0 22 cos(7) + 2z sin() , cas indéterminé.

Les deux fonctions u et v sont deux fois dérivables au voisinage de 0, donc on
applique une deuxieme fois la regle de ’'Hépital :
u"(z) . a?e™ — %2 cos(x) — 0‘72 cos(x) + & ® 2 sin

. (z)
lim ——= =1
sy v"(z) 50 2z cos(z) — % sin(x) + 2sin(z) 4 2x cos(x)

a?(e®® — 1) — a?(cos(x) — 1) + 795 sin(z)

= lim
a—0 4x cos(x) + 2sin(z) — x? sin(x)
ax _ —1 2 .
a3 1_ 2 cos(jj) + 2 sin(x)

, a#0

= lim
=0 4cos(x )+2sm(x) x sin(x)

Division de dénominateur et numérateur par zx.

On sais que

ar __ 1 _ 1 3
lim TR (Ol S TR L CO Y
z—0 ax z—0 x z—0 I
Donc
3 2 2 . 7 3
. u'(z) _a’xl-a ><0—|—°‘7§1n(0):a73 e m (v —f(O):oz
z—0 v (x) 4c0s(0) +2 x 1 — 0sin(0) 6 a—0 x—0 6

¥ On peut aussi appliquer la régle de I’Hopitel une autre fois.
D’ou f est dérivable au point zg = 0, telle que (f )/(0) = % - On déduit donc que
f est dérivable sur | — 7, 7.
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0,25 pt

Pour quelle valeur de a, on a f(0) = (f) (0). Ou (f),(O) désigne la dérivée de f au point 0.

= / a?

3
f0)=(f)(0) = 5%
— o*(a—3)=0
= a =3, car a # 0.

1,5 point /7,5

0,5 pt

0,5 pt

0,

pt

. 1 — 2241
Monter que Vx € R* : S (arctans) — “’CxQ .
On a
Ve e R — 1 _ sin 2(arctan(z)) + cos?(arctan(x))
sin“(arctan z) sin?(arctan x)
sin?(arctan(x))  cos?(arctan(z)) 1
- 2 2 =1 2
sin“(arctan z) sin”(arctan z) tan®(arctan(x))
PR z?+1
B 2 x?

Etudier le signe de sin(arctan z) sclon z € R.
{arctan(w) <O siz<0 {sin(m) <0, size—Z,0]
e

wWRappel : arctan : R —]-2,
PP =3 arctan(xz) > 0, siz > 0 sin(x) > 0, si x €]0, [

1\3\=I

Donc
Ve <0: —g < arctan(x) < 0 = sin(arctan(z)) <0

Vo > 0:0 < arctan(z) < g — sin(arctan(x)) > 0.

P ) _ T

En déduire que Vz € R : sin(arctanz) = T

On a

1 a?+1 ?
Vz e R*: —5 = 2— — sin’(arctan z) = 5
sin®(arctan ) x +1
. N
= |sin(arctanx)| =
2+ 1

—sin(arctan x) = \/a%ﬂ’ six <0
sin(arctan x) = Jarg SLT > 0

sin(arctan z) = I§+l7 six <0
sin(arctan x) = \/ﬁﬁ, six>0

— sin(arctanx) =

La formule est vérifier pour x = 0, (sin(arctan0) = 0)
Donc on déduit que Vo € R : sin(arctanx) = \/ﬁiﬂ
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