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Série de TD n̊ 1 d’algèbre 1

Exercice 1. Écrire les négations des assertions suivantes où P, Q, R sont des propositions

1. P ⇒ Q

2. P
∨

(Q
∨
R)

3. P
∧

(Q
∧
R)

4. P
∧
¬Q

Exercice 2. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Donner leurs
négations.
1- (2 + 3 = 5) ∧ (1 + 2 = 4) ; 2- (2 + 3 = 5) ∨ (1 + 2 = 4) ;
3- (2 + 3 = 5) ∧ (2 + 4 = 8) ; 4- (2 + 3 = 5) ∧ (2 + 4 = 6) ;
5- ∃x ∈ R ∀y ∈ R x+ y > 0 ; 6- ∃x ∈ R ∀y ∈ R y2 > x ;
7- ∀x ∈ R ∃y ∈ R x+ y > 0 ; 8- ∀x ∈ R ∀y ∈ R x+ y > 0.

Exercice 3.

a. Soit n ∈ N, montrer que si n2 est pair, alors n est pair.

b. Montrer que
√

2 ne s’écrit pas sous la forme de
p

q
(avec : q 6= 0, p et q sont premiers

entre eux).

c. Soit n ∈ N∗. En utilisant le raisonnement par l’absurde, montrer qu’il n’existe pas
d’entier naturel k tel que n2 + 1 = k2.

d. Soient a, b ≥ 0. En utilisant le raisonnement par l’absurde, montrer que

a

1 + b
=

b

1 + a
⇒ a = b.

Exercice 4.

1. Montrer que
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
, ∀n ∈ N.

2. Démontrer par récurrence que : 106n+2 + 103n+1 + 1 est divisible par 111, ∀n ∈ N.

3. ∀n ∈ N∗, 17 divise 3× 52n−1 + 23n−2 ;

4. ∀n ∈ N, 10n − (−1)n est divisible par 11 ;

5. cosnπ = (−1)n, ∀n ∈ N∗ ;
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Série de TD n̊ 2 d’Algèbre 01

Exercice 1. Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E, montrer que :

1) A ⊂ B ⇔ CB
E ⊂ CA

E , 2) C
(CA

E )

E = A, 3) C
(A∪B)
E = CA

E ∩ CB
E ,

4) C
(A∩B)
E = CA

E ∪ CB
E , 5) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

6) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C), 7) A ∩ (B − C) = (A ∩B) ∩ (A− C).

Exercice 2.

1. Soit F = {a, b, c, d} un ensemble.
i) Peut-on écrire : a ∈ F , a ⊂ F , {b} ∈ F , {b} ⊂ F , ∅ ∈ F , {∅}, ∅ ⊂ F .
ii) Décrire l’ensemble des parties de F .
iii) Donner une partition de F .

2. Soit A=B = {1, 2}. Écrire le produit cartésien A×B, quel est le nombre de parties
de A×B.

3. On considère les ensembles E = {1, 2, 3, 4}, A = {(i, j) ∈ E2/i < j},
B = {(i, j) ∈ E2/i = j} et C = {(i, j) ∈ E2/i > j}
a. Représenter A, B et C par un dessin.
b. Montrer que A, B et C forment une partition de E2.

Exercice 3.
Soit R la relation binaire définie dans E = {1, 2, 3, 4} par son graphe
G = {(1, 1), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 1), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 4)}.
a. Dessiner le graphe représentatif de R,
b. R est-elle reflexive ? symétrique ? antisymétrique ? transitive ?

Exercice 4. On définit sur Z, la relation binaire R par

∀x, y ∈ Z : xRy ⇔ x + y est pair.

a. Montrer que R est une relation d’équivalence sur Z.
b. Déterminer les classes d’équivalence de 0 et 1.
c. Donner l’ensemble quotient Z/R.

Exercice 5. On définit sur ]1,+∞[, la relation S par

∀x, y ∈]1,+∞[: xSy ⇔ x

1 + x2
≥ y

1 + y2
.

Montrer que S est une relation d’ordre sur ]1,+∞[. Cet ordre est-il total ?



Exercice 6. Soit f : E −→ F une application, A,B ⊂ E et C,D ⊂ F . Montrer que :
1. A ⊂ B ⇒ f(A) ⊂ f(B), 2. f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)
3. f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B) 4. f−1(C ∩D) = f−1(C) ∩ f−1(D).

Exercice 7. Soit f : R −→ R
x 7→ f(x) = x2 + x− 2.

a. Calculer f−1({4}).
b. L’application f est-elle bijective ?
c. Calculer f([−1 1]) et f−1([−2 4]).

Exercice 8. On considère l’application suivante :

f : R− {−3
2
} −→ R

x 7→ f(x) = 2− 8− x

4x + 6
.

1. L’application f est-elle injective ? surjective ?
2. Quelle restriction doit-on faire pour que f devienne une bijection ? Dans ce cas donner

l’application réciproque de f .
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Faculté des Sciences Exactes
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Série de TD n̊ 3 d’Algèbre 01

Exercice 1. Soit � une loi définie sur R par :

x � y = xy + (x2 − 1)(y2 − 1).

1. Vérifier que � est commutatitive et admet un élément neutre e.
2. Résoudre les équations 2 � y = 5 et x � x = 1.

Exercice 2.

Soit la loi de composition interne � définie sur G =]− 1 1[ par x � y =
x+ y

1 + xy
.

1. Montrer que (G, �) est un groupe abélien.

2. Soit H =]0 1[, (H, �) est -il un sous groupe de G ?

Exercice 3.
Soit la loi de composition interne � définie sur R− {−3} par

x � y = xy + 3(x+ y) + 6.

1. Montrer que (R− {−3}, �) est un groupe commutatif.
2. Montrer que ]− 3 +∞[ est un sous groupe de R− {−3}.
3. Soit l’application f :(R− {−3}, �) −→ (R∗,×)

x �→ f(x) = λx+ 3 .
a. Déterminer λ pour que f soit un morphisme de groupes.
b. Déterminer Ker(f).
c. Est ce que f est isomorphisme ? Si oui déterminer f−1.

Exercice 4.
Les applications suivantes sont elles des homomorphismes ? Si oui, calculer leur noyau et
leur image.

i) (Z,+) −→ (R∗,×)
n �→ f(n) = (−1)n.

ii) (R,+) −→ (R,+)
x �→ g(x) = x2.

iii) (R,+) −→ (R∗,×)
x �→ h(x) = ex.
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