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Remarque Les étapes nécessaires de la résolution seront prises en compte.

Exercice 1 (8 points)

On considere les deux suites (U,,) et (V,,), n € N définies par :

oo wNn F

UO = 1, VO = 12,

U, + 2V, et U, + 3V,
Upy1 = T,pour n € N. Vig1 = T,pour n € N.

1 n
Montrer que: vn €N, U, =V, = —11 (E) .
Etudier la monotonie des deux suites (U,) et (V,).
Déduire que les deux suites (U,,) et (V) sont adjacentes.
Montrer que la suite définie par : T,, = 3U,, + 8V, est constante.
Déduire la limite de chacune des suites (U,,) et (V;,).
Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne
inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément de ensemble suivant :
E={V, neN}

Exercice 2 (6 points)

On considere la fonction f: R — R, définie par :

o n -

sinx ]
—1+——, si x+0

f&x) = *

0 , si x=0.

Déterminer Dy le domaine de définition de la fonction f.

Etudier la continuite et la dérivabilité de f sur Dy, calculer f'(x).
Etudier la continuité de f' en 0.

La fonction f est-elle de classe C! de D¢ ? Justifier.

Exercice 3 (6 points)

1. Soit x € R. Ecrire les expressions suivantes sans valeur absolue :

f(x) =3+ |x? —5x + 4|, g(x) = 2—x| + |x +3|.

2. Résoudre dans R les équations suivantes : E(x) = —4, E(1—x)—-3=0.

Bonne chance
Dr. BOUKOUCHA



Corrigé de ’examen de ’analyse 1

Exercice 1. (8points) (U,) et (V,), n € N deuz suites réelles définies par:
" o ——

UO =S 17 ‘/0 = 12,
U, + 2V, et Un+ 3V,
————, pourn € N. _—

Unia = 3 Veaa = 1 , pourn € N,

1 n
1) Montrons par récurrence que: P (n) : [Vn eN:U,-V,=-11 (ﬁ) ] :

-Pourn=0,ona:Uy—Vo=1-12=—11 et ,
Ry , 0,15
Up—Vo=-11| —= | = —11, donc P(0) est vraie.
12 -y

- On démontre que: P (n) = P (n+ 1) est vraie.

On suppose que P (n) est vraie & un rang n € N fizé, c’est a dire:

Up—V,=-11 (l> , (hypothése de la récurrence).

12
. . 1
et on démontre que P (n+ 1) est vraie c’est a dire: Upyy — Vi = —11 (ﬁ
On a:
v,+2v, U,+3V, U, -V, 1
Un - Vn == = = - == Un = V'n,
T 3 o 4 12 12 )
1 n
=-11 <ﬁ) (d’aprés Uhypothése de la récurrence)

donc P (n + 1) est vraie, d’ou l"implication P (n) = P (n+ 1) est vraie Vn € N.
1 n+1

Alors, Vn e N:U, -V, = —11 (—1—2

'2) Etudions la monotonie des deuz suites (Uy,) et (V},).

La monotonie de (U,). On a:

© Up+2V, oV, =90, . =2 22 /1 \™
Un+1—Un——3———Un—-—?)——?(Un—Vn)-?(ﬁ) > 0.
D’ou la suite (U,) est croissante.
La monotonie de (V,). On a:
U, + 3V, U.—V, 1 =11 71\
Vo = Vo= 222 Vo= 22 = (U, - V) = (ﬁ) <0




/A

]

D’ou la suite (V,,) est décroissante.

3) Déduissons que les deuz suites (U,) et (V,,) sont adjacentes. On a:

(Un) est croissante, (V,,) est décroissante et lim (U, —V,) = —11 lim

n—-+4oco n—+oo

Alors, (U,) et (V,,) sont deux suites adjacentes.

4) Montrons que la suite définie par: T, = 3U, + 8V, est constante.

On a:

Tn+l - Tn = (3Un+l + 8V;z+1) - (3Un + 8Vn)

_3(Unt2Va) o (Unt3Va _ 30, — 8V,
3 4 il
=U, + 2V, +2U, + 6V, — 3U, — 8V, =0 \

D’ou la suite (T,) est constante.

5) Déduissons la limite de chacune des suites (U,) et (V).

On a (U,) et (V,) deux suites adjacentes donc, lim U, = lim V, =\ A eR.

n—+00 n—+00

De plus, (T,) est constante donc, T, =T,—1 = .... = Top = 3Up+ 8V = 3(1) +8(12) =

99
Donc de 3U, + 8V,, = 99, on aura:

. Alors, lim U,= lim V, =0.

04
=

3( lim Un> +8( lim Vn> =99=>32+8A=99 dou A =9
n—-+400 n—-+00 @
SNS

n—+oo n—+oo

6) Déterminons (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la

borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément de ensemble suivant:

E={V,, neN}.

Ona:E={V,, neN}={Vo ,Vi ,Va,u.. ,Vis }.

La suite (V,,) est décroissante est converge vers 9 et de premier terme Vo = 12 donc

on a:
VneN 12-> Vo> 9
Vo
Donc,

s D\'Ls Les magjorants de E sont : [12,400]
i~ La borne supérieure de E est : sup E = 12
0,4 P P

e-plus grand élément de E est : max E = 12
(O\Lh

(2]

Les minorants de E sont : |—00, 9]
La borne inférieure de E est : inf E =9
Le plus petit élément de E : n’existe pas

>
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Exercice 2. (6points) La fonction: f : R — R, définie par:
=

sinz

i £#£0
0 st =0

1) Déterminons D; le domaine de définition de la fonction f.
On a: Dy =]—00,0[U]0,+00[U {0} =R. @
\

=

-1+

f(z) =

2) La continuité et la dérivabilité de f sur R.

La continuité de f sur R.

- Sur Vintervalle |—oc0,0[ U |0, +00| la fonction z — —1 + % est continue (car est
une somme et Tapport des fonctions continues). Il reste d’étudier la continuité de f en

z=0.

On a:
. ] sinx 5

Done, f est continue en x = 0, on conclut que: f est continue sur R.

La dérivabilité de f sur R.

- Sur |]—00,0[ U ]0, +00[, la fonction f est dérivable (car f est somme et rapport des
fonctions dérivables).

@&

" Il reste d’étudier la dérivabilité de f en z = 0. On a:
. B
_q 4 S0
f(0)= lir% —]-c——(i):——————bf—@-)— == lin%) BT (Forme indéterminée)
. /
= lim(—w = lim —AUEEN 3 (Forme indéterminée)
z—0 (51;2) z—0 2z

(—1+cos:1:)' . —sinz

=lim——%5— 1 = @
D’ot f est dérivable en 0, d’ov f est dérivable sur R.

Calculons f' (z).
i . =, B} U [0, 0] on.a (_1 +__) _Zospeens o
T

x2

TCoST —sinx

f (z) = z?

0 stix=20

| B



8) Etudions la continuité de f' en 0.
- Sur lintervalle |—o0,0[ U |0, +00[ la fonction z +— TCST ~ T st continue (car | S
——

7
est une somme et rapport des fonctions continues). Il reste d’étudier la continuité de f’

enz=0. On a:

lir%f' (m)=lin(1) (:):cosa: —-smx) — lim (cos:r —zsinz —cosm) i (—s;n:v) — 0= (0) "<

z2 z—0 2x

Donc, f' est continue en x = 0, on conclut que: f' est continue sur R.
4) La fonction f est-elle de classe C' de D;? Justifier.
La fonction f est de classe C* (R), car f est continue et dérivable sur R et f’ est @

continue sur R.

Exercice 3. (6points) 1) Ecrivons f (z) = 3 + |2? — 5z + 4| sans valeur absolue:
e — ————————

Ona: z?—52+4=0=2z=1 otz =4. Donc,
22— 52+ 7 siz€]—o00,1]U[4,+00] @
flz) =

—z?+ 5z —1si z € [1,4]

Ecrivons g (z) = |2 — z| + |z + 3| sans valeur absolue. On a:

2—zsiz€]-0,2] T+3 siz€[-3,+00]
2 —z| = et |z+3|=
: T —28i z € [2,400] —z —3si = € |—00,—3]
Donc, @
-2z —1si z € |—00,—3]
b \
g@)=12-z|+|z+3| =<5 si ¢ €[-3,2] \

20 +1 siz€[2,+0o0]

 2) Résolvons dans R l’équation suivante: E(z) = —4. Ona:

E(z)=-4&(-4<z<-4+41) -4<z< -3
\.

Done, l’ensemble de solutions est: [—4, —3].

Résolvons dans R l’équation suivante: E(1—z)—-3=0. On a:

E(l1-z)-3=0(E(l-2)=3)3<1-2<3+1

\
e@2<-z<3 e (-222>-3) @
Donc, ’ensemble de solutions est: |—3, —2].

n



