Corrigé de la Série 2 de TD de 1I’Analyse 2

Exercice 1. I) Résoudre les équations différentielles suivantes :

1) ay +e’ =0 2) 1+2*)y —ay=0
3) ayy —y?+ 22 =0 4) 2%y —azy+y* =0
1 1
5) zy +y+2*y? =0 6)y —~y=—+x
x x

II) Résoudre le probléeme de Cauchy suivante:

Yy =3y +1—2€e,
(1)
y(0) =2
Solution
1) Résolvons l’éqaution (1)
On commence par séparer les variables : x d’un coté et y de l'autre coté.

Ona :

() =ay = —e’,
dy
= r— = —éY,
md:]? e

= —e Ydy = —dx (en supposant x # 0),
:>/ —e y dy—/—dw,
x

=e¢ Y=In|z|+c¢/ ceR,

=—y=In(In|z|+¢)/ c € R (en supposant n|zx|+c > 0),
=y(x)=—In(In|z|+¢)/ ceR.

Alors
y(z)=—In(njz|+c¢)/ c€R,

est la solution générale de l’équation différentielle (1).

2) Résolvons ’équation différentielle suivante :

(1+2*)y —ay=0... (2)



On a : y =0 est une solution triviale (évidente) de (2). On suppose que y # 0, et on

commence & séparer les variables : x d’un coté et y de l'autre coté.

Ona:
d
(2)= (1+2°) % = 2y,
(1 + x2) dy = zydx,
dy x
T 12

dy
:>/ /1—|—x23j

=Inly| = —ln(l—l—x)—i—c/cER

= [y| = VIHERE L e R, o0 (c=1Ink),

= |y = V) e R,
=yl = kvV1+22/ k € R,
=y ==+kV1+22/ kR,
=y=M1+22/ NER, ou (\=+k).

Finalement, les solutions de l’équation (2) sont :
y(z) =AV1+22/ X e R

Elles sont définies sur R.

3) Résolvons l’équation différentielle suivante :
zyy —y? + 22 =0......(3)

St on suppose que xy # 0, on a :

c’est une équation différentielle homogéne.

On pose le changement de variable : u = 2 qui donne y' = u + xu/,

en remplace dans



1
B)=u+au =u——,
u
du -1
r— = —
de u’
d
:>udu:——x,
T
d
:>/udu:/——m,
T
L,
= U =—Infz|+¢/ ceR,

=u==++/—-2In|z|+2¢/ ceR.
Mais : y = xu, d’ou
y(z) = o/ —2In|z| 4+ 2¢/ c € R.

c’est la solution générale de l’équation différentielle (3) .

4) Résolvons l'équation différentielle suivante :

v*y —ay+y? =0......(4)

Si on suppose que x # 0, on a :

c’est une équation différentielle homogéne.

On pose le changement de variable : uw = 2 qui donne y' = u + xu’, on remplace dans

(4) :

4)=u+ v =u—u?

b

N du :
T— = —u

dx ’
—du  dx

2
U T

=—=Inlz|+¢/ ceR,
u

1
su=——/ceR.
¢+ In x|



Mais : y = xu, d’ou

x
= ———/ceR.

y(x) c+1n|:c|/ ¢

c’est la solution générale de l’équation différentielle (4) .

5) Résolvons ’équation différentielle suivante :
/ 2.2
xy +y+a2°y® =0....(5)
Cette équation (5) est de Bernoulli.

y o 1/1
<5)<:>E+; ; +2 =0, pourxy #0

En posant z = i, on aura : 2 = ;—zly’ =y = —y?2'. En remplacant y ety dans (5) on

obtient :
1
/
= — 1
¥ =z +x (1)

léquation (1) est une équation différentielle linéaire du premier ordre d’inconnue z.

L’équation homogéne associée a (1) est

Résolution de l’équation (2) :

(2) Z=
In|z| =In|z|+k, k € R,
2] = ellel k| e R,

2z =+efx, k €R,

R

z=cx,ceR.
D’otu
zp () = cx,c € R,
est la solution générale de (2).
On utilise la méthode de variation de la constante :
On pose : z(x) = c(x)x, donc 2’ (x) = (x)x + c(x). En remplacant z et 2’ dans

(1), on obtient :
()= (x)=1,

= c(x) :/ld:p,

=clz)=x+ M\ A eR.



D’ou
z(z) =z (x+ M), N €R,
est la solution générale de (1) .
1

Par conséquent : z =, =z (z+ A),A € R. C’est a dire :

1
— = o R
y(x) PPy ot \ € R,

est la solution générale de l’équation différentielle de Bernoulli (5).

6) Résolvons l’équation différentielle suivante :

1
Résolution de l’équation homogéne y' — —y =0 (EH)
T

Poury #0
1 d d
y—y=0— 2 -4
Yy T
et par suite
Inly| = In|z| + C4, Ci eR
D’otu
y(z) = Cu, C=7FCleR"

y = 0 est une solution évidente de (EH): Finalement, la solution générale de (EH) est
y(x) =kz; keR

Résolution de l’équation avec second membre (y — %y = i +x)

Méthode de la variation de la constante:

Soit y(xr) = Kx la solution générale de I’équation homogéne. On fait varier la constante
K, et la solution générale de l’équation avec le second membre (E) sera : y(z) = K(x)x.

On ay'(x) = K'(x)xr+ K(x). En remplacant y et y' dans l’équation (I), on obtient

1



Donc

ou C eR
par conséquent

—1
y(:v):x(7+x+0>, CeR

Finalement la solution générale de l’équation (E) est
y(r) =2* + Oz — 1, C eR
II) Résoulvons le probléme de Cauchy suivant :
y =3y +1—2e",
(1)
y(0) =2

Résolvons d’abord I’équation différentielle suivante :
Yy =3y+1-—2e"...... (E)

L’équation homogéne associée est

Remarquons que : y = 0 est une solution évidente de (EH).

On suppose que y # 0 :

y/
L =3 = /dy—y:/?)dx,
y

= Inly|=3x+k, keR,
= y==+ce¥ kR,
= y:cegx’ ceR (C:Zliek).

Alors

3z

yh(w)zce 7C€R:



est la solution générale de (EH).

On utilise la méthode de variation de la constante :

On pose : y(z) = c(x) €3 = o (x) = ¢ (x) 3* +3c (x) €3*. En remplacant y ety dans
(EH) on obtient :

(E) = d(x) 3”+36( ) €3 =3¢ (z) 3 + 1 — 2e7,
= d(x)e’* =1-—2¢",
= d(x)= — 2e7%,
= c(z) = %16_336 +e ¥+ AeR.
Donc
—1 -3z —2z 3z —1 x 3z
y(z) = e +e "+ A]|e :?—l—e + Xe?, A eR.
Alors

1
y(x):)\egm‘i‘ex—g, A ER,

est la solution générale de (E).

Pour le probleme de Cauchy, on a :

1
y(0)=2 = A+1-3=2,
4

Donce

est la solution du probleme de Cauchy.

Exercice 2. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1)y =3y +2y=0 2) y" — 10y + 25y =0
3y +9y=0
Solution

1) Résolvons l’équation différentielles suivante :

L’équation caractéristique est



cette équation (EC) admet deux racines réelles distinctes ri = 1 et ro = 2. Ainsi, la

solution générale de (E) est
Yo = Ae” + Be** A et B € R.
2) Résolvons l’équation différentielles suivante :
y" — 10y + 25y....... (E)
L’équation caractéristique est
r? —10r +25 =0..... (EC)

cette équation (EC') admet la racine réelle double r = 5. Ainsi, la solution générale de
(E) est
Yo = (A+ Bx)e™, A et BER.

3) Résolvons ’équation différentielles suivante :

L’équation caractéristique est

cette équation (EC) admet deux racines complexes conjuguées r1 = 3i et ro = —3i. Ainsi,

la solution générale de (E) est

Yo = (A cos 3x + Bsin 3z) e,
=Acos3zr + Bsindz, A et B € R.

Exercice 3. Résoudre les équations différentielles suivantes :

Dy =4y +dy =e* 2) ' =2/ +y=(z+2)e
3) y' + 4y = cosz. 4) 4" + 9y = sin 3.
5) yl/_5yl+6y:2e3z+e4a: 6)y”—y:l'2+$—|—1

Solution:

1) Résolvons l’équation différentielle suivante :

y' — 4y + 4y =e* ... (E)



L’équation homogéne associée est

y" — 4y +4y =0.....(Eh)
[’équation caractéristique est

r? —4r +4=0......(Ec)

Ona: A =(—4)%—4(4) =0, la racine double de I'équation (Ec) est i = ry = 2.

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (Eh) est
y(r) = (Ax + B)e** A et B €R.

Recherche de la solution particuliére y, de (E) :
Ona: f(z) =€ =1e*. Comme 2 est une racine double de I’équation caractéristique

(Ec), nous devons chercher une solution particuliére de l’équation (E) sous la forme :
Yy (v) = kx*e*  k € R,
donc
y, (x) = (2ka® 4 2kz) >,

et
yy (z) = (4ka® + 8kx + 2k) €**,

on remplace y,, y, et y, dans (E) on a :
(416:102 + 8kx + 2k) e — 4 (2k:x2 + Qkx) e*® 4+ 4 (lmZG%) = 2,

on obtient : 2ke** = e%* d’on k = %

Donc la solution particuliére y, de l’équation (E) est

1
yp (x) = 51’262“’.

Alors

Y ()=y(z)+y, (x)

1
= (Ax + B)e* + §£L‘2€2$, A et BeR.



est la solution générale de l’équation (E).

2) Résolvons ’équation différentielle suivante :
y' =2 +y=(x+2)e.....(E)
L’équation homogéne associée est
y' =2y +y=0.... (Eh)
[’équation caractéristique est
2 —2r+1=0.... (Ec)

Ona: A =(—2)?%—=4(1) =0, la racine double de I'équation (Ec) estry = ry = 1.

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée a l’équation (Eh) est
y(z)=(Az+ B)e", A et B€R.

Recherche de la solution particuliére y,, de l’équation (E) :
Ona: f(z)=(z+2)e"
Comme 1 est une racine double de I’équation caractéristique (Ec) , nous devons chercher

une solution particuliére y, de (E) sous la forme :
yp (z) = 2% (az 4+ b) e* = (az® + ba?) €,

oua etbeR.
Donc,

yp (x) = (ax® + (3a + b) 2° + 2bx) €”,

et
yn (z) = (az® + (6a + b) z* + (6a + 4b) z + 2b) €,

on remplace y,, y, et y, dans l'équation (E) on a :
(E) = (6ax +2b) e® = (v + 2) €”.

Par identification on obtient le systéme suivant :



Donc la solution particuliére y, de l’équation (E) est

1
yp () = (éx?’ + 9(:2) ev.
Alors,

Y(z)=y(x) +yp (v)

1
=(Ax + B)e" + (69@34—:52) e’ A et BeR.

est une solution générale de (F).

3) Résolvons ’équation différentielle suivante :
y"' +4y = cosx...... (E)

L’équation homogéne associée est

[’équation caractéristique est

Ona: A = (07 —4(4) = =16 < 0, Uéquation (Ec) admet deux racines complezes
conjuguées qui sont : r = 21,7 = —2i. Alors la solution générale de [’équation homogéne
associée (Eh) est

y(r) = Acos2x + Bsin2z, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de Iéquation (E) :
Ona: f(x)=cosz
Comme i n’est pas une racine de l’équation caractéristique (Ec), donc on cherche la

solution particuliére y, de (E) sous la forme :
Yp(x) = hcosx + ksinx, h et k € R,

alors

y; () = —hsinx + kcos z,

et

y; () = —hcosx — ksinz,



on remplace y,, v, et y, dans léquation (E) on a :

(E)=(—hcosxz — ksinxz) 4+ 4 (hcosx + ksinz) = cos z,

= 3hcosz + 3ksinx = cosx.

Par identification on obtient le systéme suivant :

3h=1, h=1
=
3k = 0. k=0.

Donc la solution particuliére y, de l’équation (E) est

1
yp () = 3008

Alors

Y (2)=y(z) + y, (2)

1
:A0052x+Bsin2m+§cosm,A et B € R.

est la solution générale de l’équation (F).

4) Résolvons l’équation différentielle suivante :
y" +9y =sin3z....... (E)

L’équation homogéne associée est

[’équation caractéristique est

Ona: A =(0)"—4(9) = —36 <0, donc léquation (Ec) admet deux racines complezes
conjuguées qui sont : r = 3i,7 = —3i. Alors la solution générale de l’équation homogéne
associée (Eh) est

y(z) = Acos3x+ Bsin3z, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de I’équation (E) :

On a : f(x)=sin3z.



Comme 3i est une racine de l’équation caractéristique (Ec), donc on cherche la solu-

tion particuliére y, de l’équation (E) sous la forme :
Yy, () = z (hcos 3z + ksin 37) € = hx cos 3x + kasin 3z, h et k € R.

Done

’

Yy, (v) = (3kx + h) cos 3z + (k — 3hx)sin 3z,

et
y; (x) = (=9hx + 6k) cos 3z + (—6h — 9kx) sin 3z,

on remplace y,, y, et y, dans U'équation (E) on a :

1
p
(b) = (—9hx + 6k) cos 3z + (—6h — 9kx) sin 3z + 9 (hx cos 3x + ka sin 3z) = sin 3z,

= 6k cos 3z + (—6h) sin 3z = sin 3z.

Par identification on obtient le systéme suivant :

6k = 0, k=0,
=
—6h = 1. h=-L

Donc la solution particuliére y, de l’équation (E) est
-1
yp () = - Teos 3x.
Alors

V() =y (x) +yp ()

1
= Acos3zr + Bsin3zx — gxcos?)x,A et B € R,

est la solution générale de (E).

5) Résolvons ’équation différentielle suivante :
y' — 5y + 6y =2e*" +e* ... (E)

L’équation homogéne associée est



[’équation caractéristique est
72 =57 +6="0.......... (Ec)

Ona: A =(=5)7%—4(6) =1, les racines de Uéquation (Ec) sont : ry = 2,75 = 3.

Alors la solution générale de I’équation homogéne associée (Eh) est :
y(z) = Ae** + Be* A et B € R.

Recherche d’une solution particuliére de l’équation (E) :
D’aprés le principe de superposition des solutions, pour trouver une solution partic-
uliére de l’équation (E), il nous suffira de trouver une solution particuliére de chacune

des équations suivantes :

y' =5y + 6y =e'....... (Ey)

Recherche d’une solution particuliére y,, de l’équation (E;) :
On a: fi(z) = 2.
Comme 3 est une racine de multiplicité 1 (racine simple) de ’équation caractéristique

(Ec), on cherche une solution particuliére de l’équation (E1) sous la forme :
Yp, (1) = Aze®, N €R.

Donc
yh, (z) = Ae® + 3hze™,

et
3/1/7/1 (7) = 6)e® + 9Aze”,

on remplace yp, , yiﬁ,l et y;,’l dans l’équation (Ey), on obtient :
(By) =19y — 5y + 6y = 2>
= \e? = 2¢%
d’ot A = 2. Donc la solution particuliére de I’équation (E;) est

Yp, (1) = 276>,



Recherche d’une solution particuliére y,, de l’équation (Es) :
On a: fo(z) = e
Comme 4 n’est pas une racine de l'équation caractéristique (Ec), on cherche une so-

lution particuliére de (Es) sous la forme :
Yp, (1) = ke k € R.
D’ou
U, (x) = dke™

et
y;'Z (x) = 16ke*™

on remplace yy,, v, et y,, dans l'équation (Fa) on obtient :

(Ey) = 16ke™ — 20ke™ + 6ke™™ = e**

= 2kel® = 2*

d’ou k = % Donc y,, la solution particuliére de I’équation (E3) est

1 T
Ypa ('1;) - 564 .

Alors

Y (z)=y (%) + yp, (z) + yp, ()
1
= Ae*® + Be3® 4 2263 + 5643:, A et B eR,

est la solution générale de l’équation (F).

6) Résoudre I’équation différentielle suivante :
Y —y=2>+x+1 (3)

Solution.

L’équation homogéne associée est



[’équation caractéristique est

?—1=0 (5)

les racines de ’équation (5) sont : r1 = —1,19 = 1.

Alors la solution générale de ’équation homogéne associée (4) est
y(x) =Ae ™ + Be", A et B €R.

Recherche de la solution particuliére y, de (3) :

On a le second membre de [’équation (3) est
f@)=a*+z+1=("+z+1)e™.

Comme 0 n'est pas une racine de l’équation caractéristique (5), donc on cherche la solution

particuliére de (3) sous la forme :
yp () = (az® + bz + ¢) * = az® + bx + ¢,
ot a,b,c € R, alors
y;, (x) =2ax+b et y; () = 2a.
Substituant dans I’équation (3) les expressions y, et y, on obtient :
(3) =2a— (az® +br+c) =2*+ 2 +1,
= —ar’—br+20—c=2>+zx+1,

par identification on obtient le systéme suivant :

20 —c=1, c= -3,

d’ow la solution particuliére y, de (3) est
Yy, (1) = —2* —x — 3.
Alors

Y(z) =y, (z) +y(2)
=22 —r—3+Ae "+ Be®, Aet BER.

est la solution générale de l’équation (3).



Exercice 4. 1) Résoudre le probléme de Cauchy suivant :

2" +y — 3y = =323 + 2w — 1,
y(0) =0,
y'(0) =4

Solution

On va résoudre d’abord l’équation suivante:
20"+ — 3y =32 +22 —1......(E)

On a:
3 1

1 3
E " I :__3 S
(B) ey + 3y —gy=—52"+ 2~

L’équation homogéne associée est

[’équation caractéristique est

I

|

|
=<
()

|
—_

Ona: AN = (%)2 —4(=2) =2, les racines de Uéquation (EC) sont : 2,

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (EH) est

y () = Ae” " + Be*, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de (E) :

On a :
_ 3.3 L (33 LY ox
f(z) = 5T tT 2—( 5% T2 2)6 :

Comme 0 n’est pas une racine de l’équation caractéristique (EC'), donc on cherche la
solution particuliére de (E) sous la forme :

yp () = (az® + bz® + cx + d) e” = az® 4+ b2 + cx + d,

ot a,b,c,d € R, alors
y; (z) = ¢+ 2bx + 3ax?,



et
y; (x) = 2b+ 6az.

On remplace y,, y,, et y, dans léquation (E) on a :

1 3 3 1
(E) = (2b+ 6ax) + 5 (¢ + 2bz + 3az®) — 2 (az® 4+ b2® + cx + d) = —§x3 +x— 3
3 3 3 3 1 3 3 1
= —§aa:3+ (ﬁa— §b) z® + (6a+b— 50) T+ (2b+§c— §d) = —§x3+x— 7
Par identification on obtient le systéme suivant :
( (
—%a = —%, a=1,
3 3
5@ - ib = O, N b= 1,
6&—1—[)—%6:1, C:4’
1.3 1
donc la solution particuliére y, de (E) est
Yy, (1) = 2° + 2° + 4z + 3.
Alors
Y (z)=yp () +y (2)
=23+ 22+ 43 + 3+ Ae” + Be 3” , Aet BeR.
est la solution générale de l’équation (F).
Pour le probléme de Cauchy, on a :
y(0)=0, dou:3+A+B=0,
et .
y(0)=4 = (ﬁ+x%wm+3+A&+i%%ﬂ =4,
=0
= (32044t A - i) =4,
=0
= 44+ A-3B=4,
= A-3B=0.
Donc on a :

3+A+B=0, A=-2
d’on :

6

5

A-3B=0. =-£.



Alors

9 6
Y(x):x3+x2+4x+3—gex—ge_%x,

est la solution de probléme du Cauchy.

2) Résoudre le probléme de Cauchy suivant:

y' =4y +3y=(2r +1)e7,

y(0)=0 et ¥ (0)=0.
Solution.

On va résoudre d’abord l’équation:
y' =4y +3y=(2x+1)e " (7)
L’équation homogéne associée est
y' =4y +3y=0 (8)

L’équation caractéristique est

r?—4r+3=0 (9)

Les racines de l’équation (9) sont : 7 = 1,79 = 3.

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (8) est
y(z) = Ae® + Be** A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de (7) :

On a le second membre de [’équation (7) est
fl@x)=Q2zx+1)e™".

Comme —1 n’est pas une racine de l'équation caractéristique (9), donc on cherche la

solution particuliére de (7) sous la forme :
Yp (x) = (ax +b)e™ ", ot a,beR,

alors

!

Y, (r) = (—arx +a—0b)e " et y; () = (ax —2a +b) e .



Substituant dans I’équation (7) les expressions y,,y, et y, on obtient :
(7)= (ax —2a+b)e® —4(—ar+a—b)e " +3(ax+b)e =2z +1)e ",
= 8axr — 6a + 8b = 2x + 1.

Par identification on obtient le systéme suivant :

8a:27 a =
—6a+8h=1, b=

donc la solution particuliére y, de (7) est

1 5\
yp () = Zx+ﬁ e ",

Alors

Y(2)=yp () +y ()

1 )
:(é_lw—{—ﬁ) e "+ Ae” + Be3® | A et B€R.

est la solution générale de l’équation (7).

Pour le probléme de Cauchy (6) on a :

y(0)=0= >+ A+ B=0..(1)

16
et on a:
"(z) = _1x—|—_1 e + Ae” + 3Be*”
YW =\"1"" 16 !
d’on
-1
y’(O):0:>1—6+A+3B:0 ..... (2)
De (1) et (2) on a :
5 1
— 4+ A+ B = A=——
16+ + 0 5
d’ot :
—1 3
— 4+ A B= B=—.
16+ + 3 0 16
Alors
1 5 1 3
Y — - - -r 2 3z
(x) (4:c—|—16)e 5¢ +16€ ,

est la solution de probléme du Cauchy (6).



Exercice 5. Résoudre les équations suivantes:
1)y +2y" +y' =0 3) yW+dy=0
2) y/1/+y1/+yl+y:0
Solution
1) Résolvons l’équation suivante:
v+ 2y +y =0.....(F)
L’équation caractéristique est:

N 4+2X 2+ A =0....... (Ec)

Les racines de (Ec) sont: \g =0 et \y = Ag = —1 .
On a: —1 est une racine double de (Ec), donc la solution générale de l’équation (F)

est:

Y (ZL‘) = 01 + Cze_m + CgZE@_x,

ou C1,Cy, C3 sont des constantes réelles.

2) Résolvons l’équation suivante:

n

V' +y" +y +y=0...(F)
L’équation caractéristique est:
NMAEN+A+1=0....(Ec)

Ona :
(NP+X+A+1=0 < A+1) (N +1)=0

Les racines de (Ec) sont: \g = —1 et Ay = Ao = 0 — i , donc la solution générale de

léquation (E) est:

Y () =Cre ™ + Cye Psin (—z) + Csze " cos (—x),

=Cie "+ Cysinx + C3cosx,

ou C1, Cy, C3 sont des constantes réelles.



3) Résolvons ’équation suivante:

L’équation caractéristique est:

(M +4=0) & (XN +2i) (A —2i) =0

Les racines de (Ec) sont: \g = =1+, \y = —1—i, \s=1+iet\y=1—1i, donc la

solution générale de ’équation (E) est:
Y (z) = Cre " sinx + Cye * cosx + Cse” sinx + Cye” cos x,

ou C,Cy, C5,Cy sont des constantes réelles.



