Corrigé de la Série 3 de TD de 1I’Analyse 2

Exercice 1. Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes :

[ B = R f: R? — R,

U e = i TS fam) =
f: R* — R, fi R - R

T ew e ten=viTaaTE Y ey - flo) == 1
foR— R, /i R - R

7 6) 14+ ysinz

(x,y) = f(z,y) =In(2® +y? —4). (z,y) = f(x,y>:\/2x_—w~
Solution
1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante:
f: R — R,

m2+y

(z,y) = f(z,y) = PO

[ est définie si et seulement si:x? +y* #0, dou (x,y) # (0,0).
Alors, Dy = {(x,y) € R*: 2?2 + y? # 0} = R* — {(0,0)}.
C’est le plan a lexception le point O (0,0).
2) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante:
f: R? — R,

14y

(z,y) f(ifay):m-

f est définie si et seulement si:x® +y*> —1#0, d’ot 2% +y? # 1.

Alors, Dy = {(x,y) € R* : 2* +y? # 1}.
C’est le plan a Uexception les points du cercle centré en O (0,0) et de rayon 1.

3) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante:

f: Rz — R,
(. y) = f(z,y) =4 —y2V4 - 2%




4—y*>0 y?

f est définie si et seulement si: = -
4—a?>0. ? < 4.

ly| <2

=
|z < 2.
—2<y<2

=
—2<z<2.

Alors, Dy = {(z,y) e R*: =2 <z <2 et —2<y<2}.
C’est la partie du plan circonscrite dans le carré.

4) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante:

f: R — R,
sinz — siny

(z,y) = [(zy) = PR

f est définie si et seulement si:x —y+ 1 # 0.

Alors, Dy = {(x,y) e R*:x —y+1#0}.
C’est le plan a lexception les points de la droite d’équation y = x + 1.

5) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante:

f: R — R,
1+ ysinzx

(z,y) = [flzy) = NorEeEn
f est définie si et seulement si:2x —y+ 1 > 0.

Alors, Dy = {(x,y) € R*: 22 —y+1 > 0}.
C’est le demi-plan supérieur délimité par la droite d’équation y = 2x+1, a l’exception
les points de cette droite.

6) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante:
f: R? — R,

(r,y)  — f(zy)=In(2>+y*-4).

f est définie si et seulement si:x? 4+ y? — 4 > 0.

Alors, Dy = {(x,y) e R*: 2* + 4> — 4 > 0} .



C’est la partie du plan située hors du cercle de centre O (0,0) et de rayon 2, & l’exception
les points de ce cercle. (c’est a dire le complémentaire du disque fermé de centre O (0,0)

et de rayon 2).

Exercice 2. Soit f et g deux fonctions définies comme suit:

f:R2—>R7 g:R2—>R,

Ty

$2y2
(z,y) f(%y):m- (,y) = gry =

2+ y?
1) Etudier existence de limite de la fonction f en point (0,0).
2) Etudier ’existence de limite de la fonction g en point (0,0).

Solution

1) Etudions l'existence de limite de la fonction f en point (0,0).

On a:
[ est définie si et seulement si:x*> +y*> #0, d’ou (z,y) # (0,0).

Alors, Dy = {(x,y) € R*: 2?2 + y* # 0} = R* — {(0,0)}.
On a pour x # 0 :
2

limf(z,0)=0 et limf(rz)=ln_—7=-.

Donc, la fonction f n’a pas de limite en point (0,0).
2) FEtudions l’existence de limite de la fonction g en point (0,0).
On a: Dy={(z,y) e R?: 2? + y* £ 0} = R?* — {(0,0)}.
Pour (z,y) # (0,0), on a:

?y* |yl
22 +y? 2ty

1
\f(z,y)| = 5 |vy] < 3 |2yl

donc,

1
0<1f ()l < 5 lol

1
Comme, ( 1)1H% 2 lzy| = 0 donc d’apres théoréme d’encadrement on a:
x,y)—(0,0

1 l 332y2
im T,Y) = im —>—=0
(z,y)ﬂ(o,O)f () (2,9)—(0,0) T2 + 12



Exercice 3. Soit f la fonction réelle définie sur R? comme suit:

f: R? — R,

22 sin 2 six #0
(z.y) — [(zy) = o
0 st =0

1) Déterminer l’ensemble de définition de la fonction f.
2) Etudier la continuité de f sur R>.

0
3) Calculer 8f (0,y0) et Gf (0,y0) pour tout réel yq.
4) Calculer g—f (x,y) et % (x,y) pour tout réel (z,y) de R* x R.
y) et

5) Les fonctions ? (x,

(a: y) sont-elles continues en (0,yo) ?

Solution

1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction f:

On a: Dy = (R* x R) U ({0} x R) = R2.

2) Etudions la continuité de f sur R?.

Sur R* x R: la fonction f est continue car elle est composée de fonctions élémentaires
continues.

Pour x =0, on a:,

0<1f (@) = [o*sin 2| < a?
xXr

Comme, lirr(1)x2 = 0 donc d’aprés théoréme d’encadrement on a: lil(r)n f(z,y) =0,

donc f est continue sur R2.

3) Calculons == of (0,70) et (9 (0,y0) pour tout réel yo.
oz 8y
of o S @y = FOm) Y\
% (07 yO) - }jli)l’[l) T - il_)r% (Z‘ Sl E) - 07
of o fy) = f(0,m0) A
3y (0,90) = Zl/lir(l) ; = ZI/EHO (m sin 5) =0.
4) Calculons g—f (x,y) et g—f (x,y) pour tout réel (z,y) de R* x R.
T Y



Soit (z,y) de R* xR. On a:

0 0 —

of T,Y) = — 2?sin?) = 2zsin L + 2 [ =2 Cosg:2msing—ycosg.
Yy

ox ox x x 2 x T T

of 0 s U o] y _ y
a—y(m,y)—ay <a: smx>—x —)cos~ =wcos .

5) Les fonctions ? (x,y) et = (z,y) sont-elles continues en (0,yo)?
T

dy
... . Of
La continuité de —. On a :
ox
9z sin 2 —ycosg st x #0
af xr xr
% ({L‘, y) -

0 _ 0
lim—f (x,y0) = lim (23: sin % _ 1y COS @> : n’existe pas, donc donc —f n’est pas con-
z—00x z—0 x x ox

tinue en (0,yp) .

0
La continuité de —f On a :

oy
zsin? sigx #0
V=1 =
y Y
0 st =0
Comme iliré@—]yf (x,y0) =0 = g—‘; (0,0) , donc g_]yf est continue en (0,7p) .

Exercice 4. Soit f : R? — R la fonction définie comme suit:

2,2

T2y _
G s () #(0,0),

fa,y) =
0 si (x,y)=1(0,0).

1
1) Montrer que: ¥ (x,y) € Dy : f (z,y) < 1 (2> +y).

2) Etudier la continuité de f sur R>.

of of
3) Calculer 92 (0,0) et o (0,0).

4) Montrer que f est différentiable en (0,0).



Solution.

1) Montrons que: ¥ (xz,y) € Dy : 0 < f(z,y) < i(ﬁ +12).

On a: Dy = (R* x R*) U {(0,0)} = R2

Ona:V(z,y) €R?: (x—y)" > 0= 22 +y* > 2zy, dotay < %(:v2+y2).

Donc,

P = = Al < o (54 (3 +0).

:E2+y2 I2_|_y x2+y2 2 2
d’o,
1
V() €R*:0< fry) < 7 (¢*+7).
2) Etudions la continuité de f sur R

Sur R* x R*: la fonction f est une fonction rationnelle, elle est continue.

Pour (0,0), on a:,

1
0<f(zy) <7 (@ +y).
1
Comme ( l)irr%0 01 (22 +y?) = 0, d’apreés théoréme d’encadrement on a:
z,y)—\Y,
lim f(z,y) =0, donc f est continue sur R>.
(z,y)—(0,0) 3 3
3) Calculons 8_£ (0,0) et a—; (0,0).
0
o (00 = limy h =l =i =0
0
ay 0= 1 : S T e 0
4) Montrons que f est différentiable en (0,0).
Calculons:
0 0
FO+h0+R) = £0.0) = kel 0.0 - k5L (0.0
lim
(h.k)—(0,0) Vh? + k?
h2k?
R+k2 h2k?

= lim —/———= lim )
(hk)—=(0,0)\/h? + k2 (hk)—(0,0) (h? + k2) /h? + k2



On utilise les coordonnées polaires: posons: h = rcos@ et k = rsind, donc (h, k) —
(0,0) on aura
r—0e0<60<2m.

Donc,

2.2 2/ 2
I h?k lim (rcosf)” (rsinf)

o _ .
(hk)=(00) (h? + k2) Vh* + k2 200, ((rcos®)? + (rsin6)?) \/(r cos#)® + (rsinf)’

* (cos 0) (sin 0)°

= lim 3 = lim 7 (cosf)’(sinf)* = 0.
0<0<2m " 0<0<2r

Alors, f est différentiable en (0,0).



