Corrigé de la Série 4 de TD de 1I’Analyse 2

Exercice 1. 1) Calculer // (2% + 2y +y* + 2) dzdy ou D = [1,2] x [0, 3].
2) Calculer // (y + 1) (cos 3zx) dzdy, ot D = [O, g} x [1,2].
3) Calculer // (z + 2)* dzdy, ou

D={(z,y)e R?®/—2<az+y<2e —1<z—y<1}.

4) Calculer //y2dxdy, ouD={(z,y) € R¥/1<2?+y*<4}.
Solution.

1) C’alculons/ f (z,y) dzdy.

D
On va commencer par intégrer cette fonction par rapport &y, puis continuons le calcul

en intégrant par rapport a x, on obtient :
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Ou bien on va commencer par intégrer cette fonction par rapport a x, puis continuons le

calcul en intégrant par rapport a y, on obtient aussi :
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2) Calculons // (y + 1) (cos 3z) dxdy.

D

On a:

3 2

// (y + 1) (cos 3z) dedy = // (y + 1) (cos 3z) dxdy
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Donc, // (y+ 1) (cos3zx) dedy = —g.
D

3) Calculons // (z + 2)* dzdy.
D

En utilisant le changement de variables suivant, on pose

u—+v
u=x+Yy, T = 5
= u=v
v=x —y. =
Y Y 9
Dans ce cas, la matrice Jacobienne est donnée par:
2 2 1 1
det J = =—, dou |detJ| = =.
2 2
1 -1
2 2

Avec ce changement de variable, le nouveau domaine /\ s’écrit alors:

A:{(u,v)e R?*/—2<u<2 et —1§v§1}



//(:Jc+2)2dxdy=// (“;“+2>2%dudv:] (%7(“;“%)2@) dv

4) Calculons // y2dxdy.

D

En utilisant les coordonnées polaires:
r =rcosb,
y =rsiné.

// yidxdy = // (rsin6)® rdrdd,
D A

ou A={(r,f)e R*/1<r<2e0<0<2nr}.
Alors,
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// yidxdy = // (rsin6)? rdrdf = //(T sin 0)° rdrdo,
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Donc,

Exercice 2. Calculer laire d’un disque D de centre O (0,0) et de rayan r.

D={(x,y) € R/ 2?+y* <r?},



Solution.

On peut trowver l'aire S d’un disque D grdce au calcul intégral comme suit:

= 4/\/7"2 — 22dzx.

0

On pose le changement de variable v = rsint = dx = (r cost) dt et

Stz =0, on aura t = 0.

3

Six=r, onaumt:§.

Donc,
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= 4r? <<%+Z—lsin7r> — <O+Zsin0>) = 712,

On peut aussi calculer laire S comme suit:

|

On utilisons les coordonnées polaires et le jacobien du passage en polaires on obtient:
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Exercice 3. Soit D = {(x,y) € R?*/x >0,y >0 et x+y <4}.
Calculer // (22 + y + 1) dady.
D

Solution.

Cherchons d’abord les bornes d’intégrations, on a:

x 20, 0<uz<A4,
y=>0, =
r+y <4 0<y<4—ux.

Donc le domaine d’intégration s’écrit aussi:

D:{(x,y)e R2/0§x§4et0§y§4—x}.

(x2+y—|—1)dxdy:4 4_m(:c2+y+1)dy dx:4 x2y—|—1y2—l—y o dx
I/ I/ [([(re3e0)])
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= 4t 4 Z43 — 242 4+ 12(4) = 40.
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Donc, // (22 + y + 1) dedy = 40.
D

Exercice 4. 1) Soit: V = {(z,y,2) € R¥/0<z2<1,0<y<2et0<2<3}.
Calculer /// (2x 4+ 3y — 2z + 5) dedydz.
%
2) Soit D = {(x,y,2) € R3/x>0,y>0etx+y+22z<1}.
Calculer /// (22 + yz) dzdydz sur le domaine D .
D

Solution.

1) Calculons /// (2x + 3y — z + b) dedydz.
v



Ona :

[[f sz spasinis = [ [ [ orvn—ss5)a
00
(/1 <

21 \1°
6z + 9y + )dy) da:— 6y + y +?y>] )dx,
0

1
/ (122 + 39)d [6x2+39x]1:45.
g 0
Done, /// (22 4+ 3y — 2z + 5) dedydz = 45.
%
2) Calculons ///f (x,y, z) dedydz sur le domaine D .
D
On a:

/ / fla,y, 2) dedydz = / (1/2 (1722 (22 + y2) dy) dm) dz

0

(1/2z (—x3 + (1 —~ gz) 2?+ (222 - 2)z + %z (1- 22)2) dx) dz



Exercice 5. Soit: V = {(z,y,2) € R3/0<2<7m,0<y<2et0<2<3}

Calculer /// (1+ 2)y* (sinz) dzdydz.
v

Solution.

Ona :

™

2 3
///(1+z)y (sinx) dedydz —/// (1+ 2) y? (sinz) dedydz,
000
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T 2 3
= /(sinx) dx /y2dy /(l—l—z) dz
0 0 0

8 9
— (- ° 2) = 40.
(—cosm + cos0) (3> (3—|— 2) 0
Done, /// (1+ 2)y? (sinz) dedydz = 40.
%

Exercice 6. Soit: V = {(z,y,2) € R¥/0<2?+¢y*<1et0<2<2}.

Calculer /// zdxdydz.
V

Solution.
On pose
r =rcosf, r= \/m,
y=rsinf, = § 0= arctan%,
Zz =z zZ=Zz
De plus



et déterminant de la matrice Jacobienne associée est donnée par:

cosfrsinf 0

cosf rsind 9 L
det J = |sinfrcosf0| = =r(cosf)” +r(sind)” =r.
sin @ r cos 0

0 0 1

/ Z [ sdoyaz = [ Z [ erdrdsa.

ouN={(r,0,2) € R®/0<r<1,0<0<2ret0<2<2}.
Ona:

Donc,

27 1 2 2w

1 2
/// zrdrdfdz = ///zrdrd@dz = /rdr /zdz /1d9 ,
A 00 0 0

0 0

Donc, /// zdxdydz = 2m.
v
Exercice 7. Soit: V = {(z,y,2) € R?*/0 < 2? + ¢* + 2% < 4}.

Calculer / / / dxdydz.
%

Solution.
On pose
x =rcosfsing 0<r<2,
y =rsinfsinp, = 0 <0 < 2m,
—T ™
Z =T CoSp. 7§<p§§

De plus le déterminant de la matrice Jacobienne associée est donnée par: det J = r? cos .

/// dzdydz = /// (r2 cos cp) drdfde.

oﬂA:{(T,Q,z)E R3/0<r <2, OSQSZWet%WSQDSg},

Donc,



Ona :
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Donec, /// zdxdydz = 3%
v

Exercice 8. Calculer le volume de la boule B (0, 3) .

Solution.

Par un changement de variables en coordonnées sphériques. On a:

2r W

3
/// dxdydz = ///r2 sin pdrdfde,
000

B(0,3)

_ <%33> (27) ((— cosm) + cos0) = 367.

Exercice 9. Calculer /// (x + 2y + 32) dedydz, ou
v

V:{(:U,y,z)e R*/z >0,y >0,2>0 etm+y+z§1}.



Solution.

On a: )
x>0,
0<z<1,
y >0,
z 2> 0,
0<z<1l—o—y.
r+y+2z<1
Ona :

/// T+ 2y + 32) dxdydz—/ / / (x 42y +32)dz | dy | du,

1 11—z
1 1 3
= ——y? — —2
/</< 2y y+2$ x + )dy dzx,
0 0
. 1 1 1 3\ 17°
= Y B Zx2 -2 — d
/({ 6y 23/ +<2x x+2)y]0 ) x,
0

Alors, /

<\

/ (x + 2y + 3z) dedydz =



