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Remarque Les étapes nécessaires de la résolution seront prises en compte.

Exercice 1 (07 points)

1) Résoudre le probléme de Cauchy suivant :
{y' =—y+1-—2e"

y(0) =-3
2) Résoudre I'équation différentielle linéaire de second ordre suivante :
y" —3y' +2y =4 — 4x?
Exercice 2 (07 points)

On consideére la fonction f: R? — R, définie par :

x2 y?
_, ] , € R* x R*
oo TR S DR
k 0, si (x,y) =(0,0).

1) Determiner Dy le domaine de définition de la fonction f.
2) Montrer que V(x,y) € Dy: f(x,y) < %(x2 + vy2).

3) Etudier la continuité de f sur Dy.

4) Soit (x,y) € R* x R*, calculer %(x, y) et %(x, y).

of of
5) Calculer p» (0,0) et 3 (0,0).

Exercice 3 (06 points)

1) SoitD = {(x,y) € R?>:0 < x? + y? <4}
Calculer sur D I’intégrale double suivante :
(1 +x* +y*)dxdy.
2) Soit v:[o, g] x [0,2] x [0,3]
Calculer sur V I’intégrale triple suivante :
[Jf (1 + z)(e?)(cosx) dx dy dz.

Bonne chance
Dr. BOUKOUCHA



Corrigé de ’Examen de 1’Analyse II

Exercice 1. 1) Résoudre le probléme de Cauchy suivant :

O?! O’Gt'; y’=—y+1—263‘,
y(0) = -3

2) Résoudre ’équation différentielle suivante :
Y — 3y +2y =4 — 422

Solution.

1) Résoudre le probléme de Cauchy (1) :

On va résoudre d’abord l’équation différentielle suivante :

Yy =-y+1-2¢"
L’équation homogéne associée est
y=-Y
Remarquons que: y = 0 est une solution évidente de (4).

On suppose que y 75 0:

—=—1 = /dy /(1d:r

Inly|=—-z+k, keR,
= y==ee % keR,

5

= y=ce % c€ER on(c==xe"). \

Alors, yp (x) = ce™®,c € R, est la solution générale de (4).

On utilise la méthode de variation de la constante :

On pose : y(z) = c(z)e™%, donc on a: ‘y' ()= (z)e™™

et y' dans (3) on obtient :

B) = dE@e®—c(r)e®=—-c(z)e®

d(z)e®=1-—2e%,
d (z) = e® — 2%,
c(r)y=e"—e*®*+ X, X€ER.

R

—c(z)e

4T =267,

(2)

3)

4)

€. En remplagant y



Donc, y(z) = (e*— e +A)e®=1—€e*+ X%, A€R.
Alors, y(z) =1 —€"+ Xe™®, X €R, est la solution générale de (3).")

Pour le probléme de Cauchy (1) ona: y (0)=-3 = A=-3. @
\

Donc, y (z) = 1—e®—3e™%, est la solution du probléme de Cauchy (1).

2) Résoudre l’équation différentielle (2) suivante:
Y — 3y + 2y =4 — 422
L’équation homogéne associée est
y' -3 +2y=0 (5)

l’équation caractéristique est

r2—3r+2=0 (6)

Ona: A =(=3)%-4(1)(2) =1, les racines de I’équation (6) sont : 1 = 1, ry = 2.

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (5) est

y(z) = Ae® + Be**, A et BER.
=

Recherche de la solution particuliére y, de l’équation (2) :

On a le second membre de l’équation (2) est

f(z)=4—42% = (1-2?%) " : A
e |

Comme 0 n’est pas une racine de l’équation caractéristique (6), donc on cherche la solution

particuliére de (2) sous la forme :
¥y () = (aa:2+ba:+c) e =az? +br+c ou a,bceR,

alors, y, () =2az +b ety, (z) = 2a. §

On remplace y,, y,, et y, dans Uéquation (2) on obtient :

(2) = 2a—3(2az + b) + 2 (az® + bz +¢) = 4 — 422,
= 2az® + (2b—6a)z + (2a — 3b+2¢) = 1 — 22.

pege 2



Par identification on obtient le systéme suivant :

204 = —4 a=
2b—6a=0 =

% —3b+2 =4 \

donc, la solution particuliére y, de (2) est y, (z) = —2z% — 6z —

Alors, Y (z) =y (z) + yp (2) = Ae® + Be** — 222 — 62— 5, Aet BER.

est la solution générale de l’égquation (2). \
\

Exercice 2. Soit f : R? — R la fonction définie comme suit:

07' f oj “&3 222

m St (x,y) € R* x R*,

f(z,y) =
0 si (z,9)=1(0,0).

1) Déterminer Dy le domaine de définition de la fonction f.
1
2) Montrer que: ¥ (z,y) € Dy : f (z,y) < 1 (z2+4?).
3) Etudier la continuité de f sur Dy.
of

4) Calculer -(?i (x, y) et 55 (z,y) pour tout couple (z,y) de R* x R*.

5) Calculer ? (0,0) et (0 0).

Solution.

1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction f:

On a: Dy = (R* x R*) U {(0,0)}. @

2) Montrons que: ¥ (z,y) € D; : 0 < f(z,y) < %(:ﬁ + 7). \

On a: V(z,y) €ER?: (z —y)® >0, d'ov 22 + y2 — 2zy > 0, donc: 72+ 3% > 2zy, alors
zy < %(w2+y2)-

1,2 y2

' . 1 1 1
Done, f(@0) = i = T < 2 (L) (Fe ),
d’oﬂ,V(w,y)ERZ:OSf(w,y)S%(w”yZ). \

3) Etudions la continuité de f sur Dj.

Sur R* x R*: la fonction f est une fonction rationnelle, elle est continue.

Pour (0,0), on a: 0 < f(z,y) < i (2 +4?).

e,



Donc,

1
0< lim lim z? +y°
(xy)~<00>f< ) < (@)~ <00)4( v)
1
Comme lim = (z?2+ = 0, d’aprés théoréme d’encadrement on a: lim f(z,
(z,y)—»(0,0>4( V) P (@:y)—(0,0) v)=

0, alors f est continue en (0,0).
D’ou, f est contmue sur Dy.
4) Calculons = (x y) et g—z (z,y) pour tout couple (z,y) de R* x R*
Soit (z,y) € R* x R*.
On a:

of _OF (= _ (2ay?) (@ +97) — (22) (%) _ 2ay
2 @) (fv2+y ) B

oz Y T By (22 + y2)* (a4 )2\@

P ( 2%y’ ) _ (2ya®) (@ +9%) — (2y) (2%?) _  2a%y
Oy Y Oy \ 2% + 32 (22 + y2)? (22 + y?)

of of
5) Calculons pe (0,0) et 3 (0,0).

0
f (A, 0) £0.0) _ B - _

of JOB =100 By 0
0.0 =l ,Lok—}g%@—&\@)

Exercice 3. 1) Soit D = {(z,y) € R?/0<z®>+¢y><4}.
Calculer sur D lintégrale double suivante : / / (1+ 22 + y?) dzdy

\@

9) Soit V = [0, g] x [0,2] x [0, 3]
Calculer sur V Uintégrale triple suivante: / / / (1 + 2) e¥ (cosz) dzdydz

Solution.

1) Calculons / (1+2®+y?)dzdy, ou D= {(z,y) € R2/0<z*+y* <4}

D
En utilisant les coordonnées polaires:

T =rcosb,
et |[detJ|=r _\
Yy =rsind. \

Aoy



Donec, // (1+ 22+ y?) dzxdy = //(1-}-7') rdrde,

uA {(r,0) € R2/0<r<2 to<a<2ﬂ}<\ 0 5
Alors, e

4+\L”+5L . .

/ﬂfd:cdy / (1+r2 drd0=//(r+r3)drd9— (/( -f—r)dr) (/1(10)
| 00 ‘\\ @o

=E7~2+211-r4}0.[ ]z"—(2+4)(27r)—127r Q\’@ N

2) Calculons /// (1+ 2)e¥(cosz)dzdydz ou V
Ona:

///(1+Z)e R dwdydz:{[{(l*‘z)ey (cos z) dzdydz,

[t
(L] (1) [+ 2]
([e]2) (1) ([=+3]) @
e )

Done, /// (1+ 2)e¥ (cosz) dezdydz = — (e -1) /\

\
Chargé de Cours: R. BOUKOUCHA
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