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Préface

Ce polycopié couvre le programme officiel d’Analyse II de premiére année
du Domaine Sciences et Technique - Parcours Ingénieur-, qui est consacré au
programme du deuxiéme semestre de la matiére Analyse 2. Dans ce polycopié,
nous avons inclus de nombreux exemples typiques d’applications et nous avons
proposé quelques exercices importants a la fin de chaque chapitre. Nous espérons
que ce polycopié apportera une aide aux étudiants et leur permettra de mieux
aborder les notions et méthodes nouvelles introduites au début des études supé-
rieures en Analyse qui constituent la base des mathématiques & 'université.
Nous tenons a exprimer notre gratitude et notre reconnaissance aux deux spé-
cialistes qui ont expertisé ce modeste ouvrage. Grace a leurs commentaires nous
avons pu améliorer la présentation du présent manuscrit dans sa forme et dans
son contenu. Nous les remercions pour leur travail consciencieux et profession-
nel et pour leurs remarques toujours pertinentes. Comme toute premiére version
de tout ouvrage, ce recueil peut contenir certaines erreurs et fautes de frappe,
nous invitons le lecteur & nous les signaler afin d’améliorer la présentation et
le contenu du présent manuscrit, merci de me les communiquer par Email a
ladresse : (rachid _boukecha@yahoo.fr) ou (rachid.boukoucha@univ-bejaia.dz).

Le contenu de la matiére d’Analyse II est :

Chapitre I : Equations différentielles ordinaires

I-1. Equations différentielles ordinaires du premier ordre

1- Note Historique, modeéle physique conduisant & une équation différentielle.

2- Notions générales sur les équations différentielles du premier ordre.

2.1 Equations a variables séparées et séparables. 2.2 Equations homogénes
du premier ordre. 2.3 Equations se ramenant aux équations homogénes.

2.4 Equations linéaire du premier ordre. 2.5 Equation de Bernoulli.

2- Equations différentielles du second ordre

2.1 Note Historique. 2.2 Equations linéaires homogeénes. Définitions et pro-
priétés générales.

2.3 Equations linéaires homogeénes du second ordre a coefficients constants.

2.4 Equations différentielles linéaires homogénes d’ordre n & coefficients constants.

2.5 Equations linéaires non homogeénes du second ordre.
2.6 Equations linéaires non homogenes du second ordre a coefficients constants.
Chapitre 2 : Fonctions de plusieurs variables. Notions de limite,

continuité, dérivées partielles, différentiabilité
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2.1 Note historique. 2.2 Domaine de définition.

2.3 Notion de limite. Introduction. Notion de voisinage. Définition de la limite
d’une fonction de deux variables.

2.4 Continuité des fonctions de deux variables.

2.5 Dérivées partielles d’ordre un. Dérivées partielles d’ordre deux. Continuité
et existence des dérivées partielles d’ordre un.

2.6 Définition des fonctions différentiables.

- Cas des fonctions d’une variable réelle. Définition des fonctions différen-
tiables.

- Cas des fonctions de deux variables. Relation entre fonction différentiable
et existence des dérivées partielles. Relation entre différentiabilité et continuité.

2.7 Notion de différentielle d’une fonction de deux variables.

2.8 Dérivées partielles des fonctions composées. Dérivées partielles des fonc-
tions composées du type 1. Dérivées des fonctions composées du type 2.

2.9 Formule de Taylor des fonctions de 2 variables. Dérivées partielles d’ordre
n,n > 2.

2.10 Optimisation différentiable dans R?. Définitions d’optimum local et glo-
bal. Conditions nécessaires d’optimalité. Conditions suffisantes d’optimalité.

Chapitre 3 : Intégrales Doubles, Intégrales Triples

1. Intégrales doubles

1.1 Définition de I'intégrale double. 1.2 Exemples. 1.3 Propriétés de I'inté-
grale double

1- Linéarité, 2- Conservation de l'ordre, 3- Additivité.

1.4 Théoréme de Fubini dans le cas d’'un domaine borné R.

1.5 Calcul des intégrales doubles. 1- Calcul direct,

2- Changement de variables dans une intégrale double (Formule de change-
ment de variables).

1.6 Applications : Centre de gravité, Moment d’inertie.

2. Intégrales Triples

2.1 Généralisation de la notion d’intégrales doubles aux intégrales triples.

2.2 Calcul d’une intégrale triple

1- Calcul direct, 2- Calcul par changement de variables (Formule de change-
ment de variables pour une intégrale triple),

3- Volume sous le graphe d’une fonction de deux variables, 4-Calcul de volume

de certains corps solides. 2.3 Applications : Centre de gravité, Moment d’inertie.
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1.1 Introduction

Les lois de la physique et de la mécanique ainsi que de nombreux phénomeénes
chimiques, biologiques ou économiques se raménent a la recherche de fonctions

dont les dérivées vérifient certaines relations.

1.1.1 Un exemple en Physique

Considérons l'exemple d’un mobile glissant sur un plan incliné avec frotte-
ments. Il s’agit d’appliquer le principe fondamental de la Dynamique. Voici le
schéma correspondant & cette situation : On peut écrire, d’apres la deuxiéme loi

de Newton :

— — d?
F’e‘r = = _
E t ma m dt

Les forces mises en jeu sont P , le poids du mobile, R la réaction au support et
f, la force de frottement telle que f = —fp1 , avec 3 € R’ .Projetons sur 'axe du

mouvement, on obtient :

dv

m— <
dt

mgsina — fv = —v = gsina.

— +
at  m

On obtient une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants.
La plupart des situations en Physique peuvent se modéliser a I'aide d’équations
différentielles. Evidemment, plus le modeéle est sophistiqué, plus les équations

différentielles seront compliquées a résoudre.

1.2 Généralités

Définition 1.1 On appelle "équation différentielle” toute équation dans laquelle
figurent une fonction inconnue y d’une variable x et ses dérivées de différents

ordres
F(z,y,9 . ,y(k)) =0, (1.1)

ou F' est une relations liant x a la fonction y et ses dérivés i, ........ Lyt
On appelle "ordre" de l’équation différentielle, l’ordre de la dérivée la plus
élevée, figurant dans l’équation.

Une telle équation différentielle (1.1) est dite équation différentielle ordinaire

(EDO).
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Exemple 1.1 ¢ + (3/)° + 2y = 0 est une équation différentielle d’ordre 2.
Y +zy+ ;75 =0 est une équation différentielle d’ordre 1.
22y" + xy + 2y* = 0 est une équation différentielle d’ordre 2.
xy" + 2y + xe® = 0 est une équation différentielle d’ordre 3.

y" + 2y® = xe®y est une équation différentielle d’ordre 8.

Définition 1.2 On appelle "solution” (ou intégrale) de I’équation différentielle
(1.1) tout couple (I, f) formé d’un intervalle I de R et d’une fonction f, vérifiant
les conditions suivantes :

1) f est k—fois dérivable sur I.

)Nz eI, F(z, f(z), [ (x), " (@), .. [P (2)) =

Si f est une solution de l'équation différentielle (1.1), alors le graphe de f

est appelé courbe intégrale de cette équation.

Définition 1.3 Si la seule solution prolongeant f, est f elle méme, on dira alors

que [ est une "solution mazximale”.

Exemple 1.2 y = e* est une solution définie sur R de [’équation différentielle

y"' —y=0. (y = e" est une solution mazimale).

Remarque 1.1 Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle, c’est en trou-

ver toutes les solutions quand elles existent.

1.3 Equations différentielles du premier ordre

Définition 1.4 La forme générale d’une équation différentielle du premier ordre

est :
F(z,y,y) =0,

ot F' est une relations liant x a la fonction y et sa dérivée i .
Le plus souvent, les équations différentielles du premier ordre sont étudiées

sous leurs formes résolues en y' = f (z,y), ou f: I xR — R.

Exemple 1.3 2y’ + 2y* +1Inx = 0 est une équation différentielle d’ordre 1.
xy + 2y + ze® = 0 est une équation différentielle d’ordre 1.
z(y')° + 2y = 0 est une équation différentielle d’ordre 1.
x

y = xyd + 1 est une équation différentielle d’ordre 1.

T +
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Probléme de Cauchy : Soit [ un intervalle de R.
Le probléeme de Cauchy

y/:f(xvy)7

Yy (550) = Yo,

relatif a équation ¢y = f (x,y) et a la condition yy = y (x¢),x¢ € I, consiste a

chercher la solution maximale de I’équation ¢y’ = f (x,y) telle que yo = y (x) .

1.3.1 Equations différentielles & variables séparées

Définition 1.5 On appelle "équation différentielle o variables séparées” toute

équation de la forme :
fFWy' =g(2),

ou f et g sont deux fonctions réelles définies et continues respectivement sur les
intervalles I et J de R.

Ona:y = T donc ’équation peut s’écrire aussi comme :
x

Résolution d’une équations différentielles a variables séparées :
Une telle équation différentielle & variables séparées se résout par calcul de
primitives de f et g comme suit :
On a:
FWy =gx) = fly)dy = g(x)de
= [f)dy= [g(x)dz
— F(y) =G(x)+¢, ceR.
ou F' est une primitive de f sur I et G est une primitive de g sur J .
Enfin, on va résoudre cette équation (algébrique) : F (y) = G(x) + ¢ de
I'inconnu y.

Voici des exemples concrets :
Exemple 1.4 Résoudre I’équation différentielle suivante :
xy +e¥ = 0. (1.2)

On commence par séparer les variables : x d’un coté et y de l'autre coté.
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On a :
(1.2) = ay =—¢,
3y
= _pY
Tdw T T
1
= —e Ydy = —dx, (en supposant x #0),
x
1
= —e Y)dy = [ —d
[eny= [ Lan
= e ?Y=Inlz|+¢ ceR.
= —y=In(In|z|+¢), c € R (en supposant In|z|+c > 0),
= y(@x)=—In(ln|z|+¢), ceR.
Alors

y(x)=—In(In|z|+¢) ouceR,

est la solution générale de I’équation différentielle (1.2) .

Exemple 1.5 Résoudre ’équation différentielle suivante :

(1+2*)y —ay=0. (1.3)

On a :y = 0 est une solution triviale (évidente) de (1.3). On suppose que y # 0,

et on commence par séparer les variables : x d’un coté et y de l'autre coté.

Ona :

(1.3)

A

R

(1+2?) Z—z = zy,
(1 + x2) dy = xydzx,
dy T

1+ 2

/dy /
dz,
1+ 22

1n|y|:§ln(1+x)—|—c/c€]R,

[y :eln‘/@“ﬂk/ keR, ot (c=1Ink),
[yl = (V) ) e R,
ly| = kvV1+22/ k €R,
y=+kV1+a2/ keR,

y=A1+22/ AeR, ou (A\==k).



1. Equations différentielles ordinaires 8

Finalement, les solutions de l’équation (1.3) sont :
y(z) =AvV1+22/ X e R

Elles sont définies sur R.

1.3.2 Equations différentielles homogénes en x et y.

Définition 1.6 On appelle "équations différentielles homogénes en x et y" toute

/i),

ot f: 1 — R est une fonction définie et continue sur un intervalle I de R.

équation de la forme :

Résolution d’une équations différentielles homogénes :
On utilise ce changement d’inconnue u = £ (y = ru) qui donne y' = u + zu'.

Par suite on a :

g o= f(Y) st = ),

du ,  du
= [E%—f(U)—U,(U—%L
du dx

= — =
T

f(u):ZU ]
ATl
= /%zlnm-}—c/ce]l%.

On détermine u puis y, on obtient la solution générale gréace a la relation
Y = TU.

Voici des exemples concrets :
Exemple 1.6 Résoudre l’équation différentielle suivante :
zyy —y? + 22 =0. (1.4)
Si on suppose que xy # 0, on a :
(1.4) = o =

Y
x
= y’z(

I

>_

< |8

y
x

—
SENSIN
~—
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c’est une équation différentielle homogéne.
On pose le changement de variable : v = % qui donne y' = u + zu', on

remplace dans (1.4)

1
(14) = u+azu =u——,

u
N du —1
r— = —
dr u’
d
= udu:——x,
x
d
= /udu: __a:’
x
Ly
= Su =—In|z|+¢/ ceR,

= wu==x—-2In|z|+2¢/ ceR.

Mais : y = xu, d’ot
y(z) = xa/—2In 2] +2¢/ c €R,
c’est la solution générale de l’équation différentielle (1.4) .
Exemple 1.7 Résoudre ’équation différentielle suivante :
v*y —zy+y* = 0. (1.5)

Si on suppose que x # 0, on a :

2
Ty Yy

2
+ 0 =(5)-(0)
x x
c’est une équation différentielle homogéne.

On pose le changement de variable : v = % qui donne y' = u + zu', on
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remplace dans (1.5) :

1.5) = u+au =u—u?
( :

N du 9

T— = —u
dx

—du  dx

= —=—,

U T

/—du dz
= —= [ —,
u x
1
= —=lnlz|+c¢/ ceR,
u
1

= u=——/ceR.
" c+ln|x]/c

Mais : y = zu, dou, y(xr) = / ¢ € R, est la solution générale de

_r
¢+ In|z|
léquation différentielle (1.5) .

1.3.3 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 1.7 On appelle "équation différentielle linéaire du premier ordre”

toute équation de la forme :

y =a(x)y+b(x), (1.6)

ol a et b sont deux fonctions réelles définies et continues sur un intervalle ouvert
I deR.

On lut associe ’équation sans second membre :

Yy =a(x)y. (1.7)

L’équation (1.7) est dite équation différentielle homogéne associée o l’équation

(1.6) (ou l’équation sans second membre).

Résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre :
a) Résolution de I’équation homogéne (1.7) :
Soit I’équation (1.7)
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Siy#0,ona:

(L.7) = dy:a(:z:)dx,

v
= /% = /a(m)dm,

= Inly| = /a(x)da:+k/ keR,
= |y|:exp(/a(x)dx+k)/k:€R,
= y=cexp </a(x)dx>/c€R.

Do, yu(z) = cexp (/ a(x)da:) / ¢ € R, est la solution générale de (1.7).

Résolution de ’équation avec second membre

Proposition 1.1 La solution générale y de (1.6) est la somme de la solution

générale yp, de (1.7) et d’une solution particuliére de (1.6) .

Y=Yp+Yn=Yyptcexp (/a(x)dx)/ceR.

b) Recherche d’une solution particuliére (Méthode de la variation
de la constante) :
C’est une méthode générale pour trouver une solution particuliére en se ra-

menant a un calcul de primitives.

On a : yp(x) = cexp (/ a(x)d:z:) / ¢ € R, est la solution générale de (1.7)

avec ¢ une constante. La méthode de la variation de la constante consiste a
chercher une solution particuliére sous la forme y(z) = ¢ (z)exp é>

/a(x)dm :

ou ¢ est maintenant une fonction de la variable z & déterminer.

y(z) = c(z) exp ( / a(x)dx) ,
y(x) = ¢ () exp ( / a(a:)dx) + a(z)e (z) exp ( / a(a:)da:)

On pose :

donc,
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En remplagant y et ' dans (1.6) on obtient :

¢ () exp ( / a(x)dx) ta(2)e () exp ( / a(m)dm) o) c(x)exp ( / a(x)dx) +b(x)
= ¢ (2) exp ( / a(a:)da:) ~ b(x)

par conséquent

¢ (z) = / <b(x) exp <—/a(m)dx>) dr+ A AER.

Finalement la solution générale de (1.6) est

y(z) = ( / (b(:p) exp (— / a(m)dm)) dv + )\) exp ( / a(m)dm) , AER.

Exemple 1.8 Résoudre I’équation différentielle suivante :
y =3y +1—2¢e", (1.8)

puis résoudre le probléme de Cauchy suivant :

"=3y+1— 2",
4 Y ¢ (1.9)
y(0) =2
L’équation homogéne associée est
y =3y (1.10)

Remarquons que : y = 0 est une solution évidente de (1.84).

On suppose que y # 0 :

/ d
LA N /—y—/?)dx,
v v

= Inly|=3z+k, keR,
= y==ee kL eER,
= y=c¥ ceR (c=+e").

Alors,
yn (z) = ce®, c € R,
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est la solution générale de (1.84).

On utilise la méthode de variation de la constante :

On pose : y(x) = c(z) ¥ =y (z) = ¢ (z) ¥ + 3c(x) e3*. En remplacant y
ety dans (1.83) on obtient :

(1.83) = ' (2)e3® +3c(x)e3® = 3c(x)e3® + 1 — 267,
= Jd(z)e’ =1-—2¢",
= (1) =e3 - 272
—1
= c(z) = ?6_336 +e 2+ NER.
Donc
—1 —3z —2z 3z —1 x 3z
y(z) = 3 +e "+ A)e :?—l—e + Xe?*, A e R.
Alors

1
y(w):/\e?’x%—e“”—g, A eR,

est la solution générale de (1.83).

Pour le probléme de Cauchy (1.9) on a :

1
y(0)=2 = A+1-1=2

4
= A=
3

Donc,
4 1
y(x) - §e3$ + e’ — 57

est la solution du probléme de Cauchy (1.9).

1.3.4 Equation différentielle de Bernoulli

Définition 1.8 On appelle "équation différentielle de Bernoulli” toute équation

de la forme :
Y +a(x)y+bz)y* =0. (1.11)

ot € R—{0,1} et a,b sont deuz fonctions réelles définies et continues sur un

ntervalle ouvert I de R.

Remarque 1.2 On sait déja traiter les cas a« =0 et o = 1, car (1.11) est alors

une équation différentielle linéaire du premier ordre.
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Pour chercher les solutions de ’équation différentielle de Bernoulli (1.11), on

divise par y*
/

(1.11)(:)5—&+a(93)(y)+b(x):0,

ya

puis on pose : z = £ = y!=* comme un changement de variable, et par consé-
(6%

quent : 2/ = (1 —a)y %y dony = 1y 2. En remplacant y et 3 dans (1.11)

on obtient : )
z

(1.11) & ] +a(z)z+b(x) =0,

-«
qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre d’inconnue z.

Exemple 1.9 Résoudre l’équation différentielle suivante :
vy +y+2%y? = 0. (1.12)

Cette équation (1.12) est de Bernoulli.

1 /1
(1.12) <= y—2+— <—> +2 =0, pour xy #0
Y T \Y
/ —1 / / 21 /
En posant z = —, on aura : 2’ = Y =Y = -y En remplagant y et y
Y )
dans (1.12) on obtient :
1
2 =—z+u, (1.13)
T

léquation (1.13) est une équation différentielle linéaire du premier ordre d’in-
connue z.

L’équation homogéne associée a (1.13) est
1
7 ==z (1.14)

Résolution de l’équation (1.14) :

z'_l

2 x

In|z| =ln|z|+k, k € R,
|z| = ellel+k ke R,

z = +eFz, k € R,

z=cx, c € R.

(1.14)

A A

D’ot

2 (v) = cx,c € R,
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est la solution générale de (1.14).

On utilise la méthode de variation de la constante :

On pose : z (x) = c(x) z, donc : 2’ (x) = ¢ (x)x + ¢ (x). En remplagant z et
2" dans (1.13), on obtient :

D’ou,

z(z) =z (r+ N, A €R,
est la solution générale de (1.13).

1
Par conséquent : z = — =x(x + \), A € R, c’est a dire :
Yy

1
V) R
y(x) PYEEY ot A € R,

est la solution générale de l’équation différentielle de Bernoulli (1.12).

1.3.5 Equation de Riccati

Définition 1.9 On appelle "équation différentielle de Riccati” toute équation de

la forme :

v =a(x)y* +b(x)y+c(x), (1.15)
ol a,b et ¢ sont trois fonctions réelles définies et continues sur un intervalle
owvert I de R.

Ce type d’équations différentielles n’est pas toujours résoluble de fagon élé-
mentaire. Mais si une solution particuliére y, pouvait étre trouvée, on pourrait
alors ramener la résolution de 1’équation de Riccati & celle d'une équation dif-
férentielle linéaire. En effet, en posant le changement de variable : y = y, + z,

donc y' =y, + 2’, En remplacant y et ' dans (1.15) on obtient :

(E) Y+ 2 = a(x) (yp+2)" +b(x) (yp+2) +c(2),

Yy, + 2’ —a(m)yp+2a(x)ypz+a(m)z2+b(x)yp+b(x)z+c(x),
y,+2 =a(x )(yf,—i—?ypz—i-zQ)—l—b(x)(yp—i-z)—i-c(x),

[y, = (a(2)yp + 0 () yp +c(@))] + 2" = (2a(2) yp + b(2)) 2 + a(2) 2,

ona : y —(a(x)yl+b(x)y,+c(x)) =0 cary, est une solution (1.15).

t ot
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Donc on aura :
Y= (2a(2)y, +b(2))z+a(z)’
qui est une équation de Bernoulli, comme on I’a vu plus haut.

Exemple 1.10 Résoudre I’équation différentielle suivante :
1 1

Yy =—y+ Y- (1.16)
(Indication : y, = < est une solution particuliére de (1.16)).

On a : (1.16) est une équation différentielle de Riccati. Donc on pose le
changement de variable : y = % + 2z, alors : Yy = —# + 2/, En remplacant y ety
dans (1.16) on obtient :

(116) & —S42=—(24+2)°+1(L42) L,
& F+iz422=0,

F1
Z+—<)+1:0, (1.17)

22 \=z

d’ot

léquation (1.17) est une équation de Bernoulli avec o = 2.
En posant u = %, on aura u' = ;—212’, d’ot 2 = —2%u'. En remplacant z et 2’
dans (1.17) on obtient :
(117) & =L +lut+1=0,
& —u'+iut+1=0,
d’ou

1
u=-u+1, (1.18)
T

léquation (1.18) est une équation différentielle linéaire du premier ordre d’in-
connue u.

L’équation homogeéne associée a (1.18) est

1
u' = . (1.19)
On a : .
(1.19) u = e

du 1 ,  du
o= [ w =0
In|ul =In|z|+k ou k € R,
lu| = elPHF on k € R,
lu| = ¥ |z| ot k € R,
u=cr, ceR (c==ek).

N
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Alors
u(r)=c(r)x, c R,

est la solution générale de (1.19).

On utilise la méthode de variation de la constante :

On pose : u(x) = xc(z), donc : v (x) = (z) x+ c(z). En remplagant u et
u' dans (1.18) on obtient :

(1.18)

SR R
éA
8
I

clz)=In|z|+ A, XeR.
Donc
u(z) =xIn|z|+ Az, N € R.
Alors
u(z) =xln|z|+ Az, A €eR,
est la solution générale de (1.18).
1
Onau=—, doncz=—, d’ou
z u
1
=— XeR
zln|z| + Az’ €%
est la solution générale de (1.17).
1
Mais, y = — + z, donc
x
1 1
y=— A €ER,

" zln|z| + Az’

est la solution générale de (1.16).

1.4 Equations différentielles linéaires du second

ordre a coefficients constants

Dans cette partie, on s’intéressera a la résolution des équations différentielles

linéaires du second ordre & coefficients constants.
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Définition 1.10 On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a

coefficients constants toute équation de la forme :
y' +ay' +by = f (), (1.20)

ol a, b sont deuxr constantes réelles et f : I — R une fonction continue sur

lintervalle I de R. On lui associe ’équation sans second membre :
y' +ay +by=0. (1.21)

Probléme de Cauchy :
Soit I un intervalle de R.

Le probléeme de Cauchy
y'+ay +by = f(z),
y (r0) = yo, o g € I,
y' (o) = 20,
relatif a I’équation (1.20) et aux deux conditions yo = y (o) et y, = ¥ (o) , 0 €
I consiste a chercher la solution maximale de I’équation (1.20) telle que : yo =

y(x0) et 20 =y (20) .

1.4.1 Reésolution de I’équation linéaire homogéne associée

On cherche des solutions du type y = e™ our € R ou C .

Siy = e, alors ¥ = re™ et y’ = r?e"™ en remplace dans (1.21) on obtient :
(r2 +a7‘+b) e =0,V e R.
On a I’équation suivante :
r* +ar+b=0. (1.22)

L’équation (1.22) est appelée "équation caractéristique" de I’équation différen-
tielle (1.20).

Dans I’étude de 1’équation caractéristique (1.22), trois cas peuvent se pré-
senter selon le signe de discriminant A\ = a? — 4b.

Premier cas : Si A > 0, 'équation (1.22) admet deux racines réelles dis-

tinctes 71 et ro, alors la solution générale de (1.21) est de la forme

Yo = Ae"" 4 Be™",
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ou A, B sont deux constantes réelles.
Deuxiéme cas : Si A = 0, I’équation (1.22) admet une racine réelle double

r, alors la solution générale de (1.21) est de la forme
Yo = (A + Bzx)e™,

ou A, B sont deux constantes réelles.

Troisiéme cas : Si A < 0, I'équation (1.22) admet deux racines complexes
conjuguées 1 = a + i3 et ro = a — if3, alors la solution générale de (1.21) est de
la forme

yo = (A cos fx + Bsin fz) e,

ou A, B sont deux constantes réelles.
Exemple 1.11 Résoudre l’équation différentielle suivante :
y' =3y +2y=0. (1.23)
L’équation caractéristique est
2 —3r+2=0,

cette équation admet deux racines réelles distinctes r1 = 1 et r9 = 2. Ainsi, la

solution générale de (1.23) est
yo = Ae® + Be?* A et B € R.
Exemple 1.12 Résoudre l’équation différentielle suivante :
y" =10y +25y =0 (1.24)
L’équation caractéristique est
r* —10r 4+ 25 =0,

cette équation admet la racine réelle double r = 5. Ainsi, la solution générale de
(1.24) est
Yo = (A+ Bx)e®, Aet BER.



1. Equations différentielles ordinaires 20

Exemple 1.13 Résoudre ’équation différentielle suivante :

Y + 9y = 0. (1.25)
L’équation caractéristique est

r?+9=0,
cette équation admet deuxr racines complexes conjuguées r1 = 3i et ro = —3i.

Ainsi, la solution générale de (1.25) est

Yo = (Acos3x+ Bsin3r)e®,
= Acos3x+ Bsin3x, A et B €R.

1.4.2 Reésolution de ’équation linéaire non homogéne

Théoréme 1.14 La solution générale mazximale Y de l’équation linéaire non ho-
mogeéne (1.20) est la somme d’une solution mazimale particuliére y, de l’équation
(1.20) et de la solution générale y de l’équation homogéne associée (1.21) c’est a
dire :

Y =y+y,,

ot y est la solution générale de l’équation homogéne associée (1.21),

et y, est une solution particuliére de l’équation avec second membre (1.20).

Recherche de la solution particuliére y, de (1.20)

- Cas le second membre est du type e**P(x) :

Si f(z) = e**P(z), avec € R et P € R[z], alors on cherche une solution
particuliére sous la forme y, = 2™e**Q(x), ou () est un polyndome de méme degré
que P et m la multiplicité de solution o dans I’équation caractéristique (1.22),
c’est a dire :

e On pose : y, = e**Q(z), (m = 0), si & n’est pas une racine de 'équation
caractéristique (1.22).

e On pose : y, = ze**Q(z), (m = 1), si v est une racine simple de I’équation
caractéristique (1.22).

e On pose : y, = 2%e**Q(z), (m = 2), si a est une racine double de ’équation

caractéristique (1.22).
Exemple 1.15 Résoudre I’équation différentielle suivante :

2 +y — 3y = —32° + 22 — 1. (1.26)
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Puis résoudre le probléeme de Cauchy suivant :

2" +y' — 3y = =323+ 22 — 1,

y(0) =0, (1.27)
y'(0) =4
Ona: 1, 3 3 1
1.26 "y - Sy = ——a° -,
(126) &y + 24/ — oy = 0" o — -
L’équation homogéne associée est
1 3
v+ 5y =5y =0,
l’équation caractéristique est
1 3
2
—r——-=0. 1.28
rtgr g (1.28)

Ona: A = (%)2 —4(=3) = 2, les racines de Uéquation (1.28) sont : 11 =

—%, ro = 1. Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (1.21) est
y(x) = Ae™3" + Be®, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de (1.26) :
On a:

Comme 0 n'est pas une racine de l’équation caractéristique (1.28), donc on

cherche la solution particuliére de (1.26) sous la forme :
Yp () = (az® + b2® + cx + d) e = ax® 4+ b2® + cx + d,
ou a,b,c,d € R, alors
y;) (z) = ¢+ 2bz + 3az?,
et
y; (x) = 2b+ 6az.
On remplace y,, y, et y, dans léquation (1.26) on a :

3 3 1
(1.26) = (2b+ 6az)+= (c + 2bz + 3ax2)—§ (az® +b2® + cx +d) = —§x3+m—§,

1
2
3 3 3 3 1 3 3 1
= —§ax3—|— <—a — 5()) 24 (Ga +b— 50) T+ (21) + 50 — §d) = —§x3+x—§.
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Par identification on obtient le systéeme suivant :

—ga:—%, a=1,
3 3p _ _

fa—35b=0, N b=1,
6a—|—b—%c:1, c =4,
o4 le—3d=—1. d=3.

donc la solution particuliére y, de (1.26) est
yp (2) = 2° + 2 + 4o + 3.

Alors

Vi) = ypl2) +y(e)
= x3+x2+4x+3+Aex+Be’%x,AetBGR

est la solution générale de l’équation (1.26).

Pour le probléme de Cauchy (1.27) on a :

y(0)=0, dov:3+A+B=0,

et
!
J(0)=4 = (x3+x2+4x+3+Aew+Be—%x> — 4,
x=0
3
= (3x2+2x+4+Ae”C—§Be_3‘”> =4,
x=0
= 4+A—;B_¢
3
= A—--B=0.
2
Donc on a :
9
3+ A+ B =0, = ——,
3 d’ot : %
A—--B=0. __°
2 5
Alors
3 2 9 x 6 —3z
Y()=2"+=x —|—4:1:+3—Se —gee,

est la solution de probléme du Cauchy (1.27).
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Exemple 1.16 Résoudre ’équation différentielle suivante :
y' — 4y + Ay = > (1.29)
L’équation homogéne associée est
y"' — 4y’ + 4y =0, (1.30)
l’équation caractéristique est
r?—4r+4=0. (1.31)

Ona: /= (—4)>—4(4) =0, la racine double de Uéquation (1.31) est ry = ry =
2.

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (1.30) est
y(z) = (Ax + B)e**, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de (1.29) :
On a: f(z)=e* =1e*.
Comme 2 est une racine double de l’équation caractéristique (1.31), nous

devons chercher une solution particuliére de l’équation (1.29) sous la forme :
Yy, (7) = kz’e*  k € R,
donc
y (x) = (2ka® + 2kz) €,
et
yn (x) = (4ka® + 8ka + 2k) **,
on remplace y,, y, et y, dans (1.29) on a :
(4k$2 + 8kx + 2]{:) e —4 (21{:{:2 + Qkx) e* 44 (k‘93262x) = ¥
on obtient : 2ke** = €** d'ou k = 1.
Donc la solution particuliére y, de l’équation (1.29) est

1
yp () = 51’262””.

Alors

V() = y(@)+y(a)
1
= (Az+ B)e* + 53:2629”, A et BeR.

est la solution générale de I’équation (1.29).
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Exemple 1.17 Résoudre ’équation différentielle suivante :
y' =2 +y=(r+2)e". (1.32)
L’équation homogéne associée est
' — 2y +y=0, (1.33)
[’équation caractéristique est
r?—2r+1=0. (1.34)

Ona:A =(=2)>—4(1) =0, la racine double de Uéquation (1.34) est ry = ry =
1.
Alors la solution générale de I’équation homogéne associée a l’équation (1.33)

est
y(z)=(Az+ B)e", A et B€R.

Recherche de la solution particuliére y, de ’équation (1.32) :
Ona:f(z)=(x+2)e".
Comme 1 est une racine double de l’équation caractéristique (1.34), nous

devons chercher une solution particuliére y, de (1.32) sous la forme :
yp (z) = 2% (az 4 b) € = (az® + ba?®) €,

ot a etb e R.
Donc
y (x) = (a2’ + (3a + b) 2* + 2bz) €”,

et
Yo (2) = (a2® + (6a + b) 2 + (6a + 4b) = + 2b) €,

on remplace y,, y, et y, dans I’équation (1.32) on a :
(1.32) = (6ax + 2b) e = (v + 2) €”.

Par identification on obtient le systéme suivant :

6a =1, a=
=
{2b22. {b:

= o=
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Donc la solution particuliére y, de l’équation (1.32) est

1
yp () = (61’3 + 3:2) e”.
Alors

Vi) = y(@)+yp(2)
1
= (Az+ B)e” +(6$3+x2)ex,A et B € R.

est une solution générale de (1.32).

- Cas le second membre est du type : (P, (z) cos Sz + P, (x) sin Sz) e**.

Si f(z) = e* (P (x)cos Pz + Py (x)sinfx), ou a € R et P, Py € R[], on
cherche une solution particuliére sous la forme :

oy, = e* (Q1 () cos fxr + Q2 (x) sin ), si o + i n’est pas une racine de
I'équation caractéristique (1.22).

oy, = xe™” (Q1 (x) cos fr + Q2 (z) sin fx), si a+if est une racine de 1'équa-
tion caractéristique (1.22).

Dans les deux cas, 1 et ()5 sont deux polynomes de degré n avec
n = max {deg P, deg P»} .
Exemple 1.18 Résoudre I’équation différentielle suivante :
y" + 4y = cos . (1.35)

L’équation homogéne associée est

y" +4y =0, (1.36)
[’équation caractéristique est

r?+4=0. (1.37)
Ona: N = (0 —4(4) = —16 < 0, Uéquation (1.37) admet deuz racines
complezres conjuguées qui sont : r = 21,7 = —2i. Alors la solution générale de

I’équation homogéne associée (1.36) est
y(z) = Acos2z + Bsin2z, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de ’équation (1.35) :
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Ona: f(x)=cosx
Comme i n’est pas une racine de ['équation caractéristique (1.37), donc on

cherche la solution particuliére y, de (1.35) sous la forme :
Yp (x) = hcosz + ksinz, h et k € R,

alors

y; () = —hsinx + kcos z,

et

y; () = —hcosx — ksinz,

on remplace y,, y, et y, dans I"équation (1.35) on a :

(1.35) = (—hcosz —ksinz)+4(hcosz + ksinx) = cosz,

= 3hcosx + 3ksinx = cos x.
Par identification on obtient le systéeme suivant :
{3h:1, :{ h=1
3k = 0. k=0.
Donc la solution particuliére y, de l’équation (1.35) est

1
yp () = 3008

Alors

Yiz) = y(@)+y,(z)
1
= Acos2x+Bsin2x+§cosx,A et B € R.

est la solution générale de I’équation (1.35).
Exemple 1.19 Résoudre ’équation différentielle suivante :

y" 4+ 9y = sin 3. (1.38)
L’équation homogéne associée est

y" 4+ 9y =0, (1.39)
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[’équation caractéristique est
2 +9=0. (1.40)

Ona: A = (0 —4(9) = =36 < 0, donc Uéquation (1.40) admet deuz racines
complexes conjuguées qui sont : r = 3i,7 = —3i. Alors la solution générale de

’équation homogéne associée (1.39) est
y(z) = Acos3x+ Bsin3z, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de l’équation (1.38) :
On a : f(x) = sin3z.
Comme 3i est une racine de l’équation caractéristique (1.40), donc on cherche

la solution particuliére y, de l’équation (1.38) sous la forme :
Yy, (v) = z (hcos 3z + ksin3z) e = hx cos 3x + krsin3z, h et k € R.

Donc
y; (x) = (3kx + h) cos 3x + (k — 3hz) sin 3z,

et
y; (x) = (—=9hx + 6k) cos 3x + (—6h — 9kx) sin 3z,

on remplace y,, y, et y, dans I’équation (1.38) on a :

(b) = (—=9hzx + 6k)cos 3z + (—6h — 9kx) sin 3x + 9 (hx cos 3z + kx sin 3x) = sin 3z,
= 6k cos3x + (—6h)sin 3z = sin 3z.

Par identification on obtient le systéme suivant :

6k = 0, k=0
=
—6h = 1. h=—.

Donce la solution particuliére y, de ’équation (1.38) est

yp (x) = %aj cos 3.

Alors

Viz) = y(@)+y(v)
1
= Acos3x+Bsin3x—6xcos3x,A et B € R,

est la solution générale de (1.38).
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Principe de superposition :

Si f(x) = fi(z) + f2(x) , une solution particuliére y, est donnée par :
Yp = Ypr T Yps>
ou ¥,, est une solution particuliére de I’équation :
y'+ay +by = fi(x),
et yp, est une solution particuliére de I’équation :
y'+ay +by = fa(x).
Exemple 1.20 Résoudre ’équation différentielle suivante :
Y — 5y + 6y = 2e> 4 ¥ (1.41)
L’équation homogéne associée est
y" — 5y + 6y =0, (1.42)
[’équation caractéristique est
r? —5r+6=0. (1.43)

On a: A = (=5)° —4(6) = 1, les racines de Uéquation (1.43) sont : ry =
2, T = 3.

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (1.42) est :
y(r) = Ae** + Be**, A et B € R.

Recherche d’une solution particuliére de l’équation (1.41) :
D’aprés le principe de superposition des solutions, pour trouver une solution
particuliére de l'équation (1.41), il nous suffira de trouver une solution particu-

liere de chacune des équations suivantes :

y" — 5y + 6y = 23", (1.44)

' — 5y + 6y = e*”. (1.45)

Recherche d’une solution particuliére y,, de l’équation (1.44) :
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On a : fi(z) = 2.
Comme 3 est une racine de multiplicité 1 (racine simple) de [’équation carac-

téristique (1.43), on cherche une solution particuliére de ’équation (1.44) sous

la forme :

Yp, (7) = Aze®, X e R.
Donc

Y, (@) = Ae™ + 3Aze’,
et

Yo (z) = 6™ + 9Aze’”,
on remplace yy,,, y,, ety,, dans l'équation (1.44), on obtient :

(1.44) = o" — 5y + 6y = 2>

= ¥ =277,
d’ot A = 2. Donc la solution particuliére de I’équation (1.44) est
Yp, (7) = 21,

Recherche d’une solution particuliére y,, de l’équation (1.45) :
On a: fy(z) = e,
Comme 4 n’est pas une racine de [’équation caractéristique (1.43), on cherche

une solution particuliére de (1.45) sous la forme :
Ypy (¥) = ke™ k € R.
Dot
yr, (x) = 4ke™

et
ng (x) = 16ke*™

on remplace Yy, , y,, et y,, dans l'équation (1.45) on obtient :

(1.45) = 16ke™ — 20ke™™ + 6ke™™ = '

= ket =M

dou k = % Donc y,, la solution particuliére de I’équation (1.45) est

1 T
Ypa (:E) = 564 .
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Alors

Viz) = y@)+yp (&) + yp, (7)
1
= Ae*® + Be* 4 2xe>® + 564””, A et B €R,

est la solution générale de l’équation (1.41).

1.5 Equations différentielles linéaires homogénes

d’ordre n A coefficients constants

Dans cette partie, on s’intéressera a la résolution des équations différentielles

linéaires d’ordre n & coeflicients constants.

Définition 1.11 On appelle équation différentielle linéaire d’ordre n & coeffi-

cients constants toute équation de la forme :
aoy™ + ary™ Y + .+ ay =0 (1.46)
ol ag, aq, ..., a, sont des constantes réelles.

Pour résoudre (1.46) on procéde comme suit :

On cherche les solutions sous la forme : y = e ot A une constante & déter-
miner.
Donc,
y = e, y = A, Y = Ner Ly = \nrledr ym = \"er

En remplagons (1.46) obtient

(1.46) < ag\"e™ +a N e + .. +a,eM =0
& e (ao)\" +a N+ an) =0
Comme e # 0, on aura :
ao\" + a N+ a, =0 (1.47)

L’équation (1.47) est appelé équation caractéristique associée a (1.46).
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On cherche les racines de I’équation caractéristique (1.47). Suivant ces racines
on écrit les solutions particuliéres en tenant compte du fait que :

a) A chaque racine réelle simple A\ correspond une seule solution particuliére
yp =

b) A chaque couple de racines complexe conjugué A = a =+ bi correspond deux
solutions particuliéres : e®* cos bx et e” sin bzx.

c¢) A chaque racine réelle A de multiplicité s correspond des solutions particuliéres:
T pet g2 ps—lhe

d) A chaque couple A = a + bi de racines complexe conjugué de multiplicité

s correspond des solutions particuliéres:

e cosbxr, e cosbr, x?e cosbx,...., x° 1e cosbx.

2 s—1 _ax

e ginbr, re*sinbr, z‘e*sinbx,...., x° e’ sinbx.

Le nombre de ces solutions particuliéres est égal au I'ordre de équation diffé-
rentielle proposée (qui aussi degré de I’équation de 1’équation caractéristique).

Siyi (z),y2(x), ..., ys (x) sont n solutions particuliéres linéairement indépen-
dantes de ’équation (1.46), alors on écrit la solution générale de équation diffé-

rentielle (1.46) sous la forme :
Y (z) = Ciyr (7) + Coya () + ... + Cryn (@),
ou 1, (s, ..., C, sont des constantes réelles.
Exemple 1.21 Résoudre l’équation suivante :
v +2y" +y =0 (1.48)
L’équation caractéristique est :
N H+202+A=0 (1.49)

On a : (1.49) & A(A+1)* = 0. Les racines de (1.49) sont : Ay = 0 et Ay =
Ag=—1.

On a : —1 est une racine double de (1.49), donc la solution générale de
léquation (1.48) est :

Y (z) = Cy + Coe™® + Cyze™™,

ot C1,Cy, C3 sont des constantes réelles.
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Exemple 1.22 Résoudre [’équation suivante :
y'+y' +y +y=0 (1.50)

L’équation caractéristique est :

NMHX4+A+1=0 (1.51)
Ona:
(NPH+X+A+1=0) o A+1) (N +1)=0
Les racines de (1.51) sont : \y = —1 et Ay = —i, A3 = i , donc la solution

générale de l'équation (1.50) est :

Y(z) = Cie ™+ Cae’sin (x) + Cse’ cos (),
= Cie® 4+ (Cysinx + Czcosx,

ot C1,Cy, C3 sont des constantes réelles.
Exemple 1.23 Résoudre l’équation suivante :
y W 44y =0 (1.52)
L’équation caractéristique est :
M+d4=0 (1.53)

On a :
(A +4=0) < (N+2i) (\*=2i) =0

Les racines de (1.53) sont : \y = —1+i, dg=—1—i, 3 =1+iet\y=1—1,

donc la solution générale de l’équation (1.52) est :
Y (x) = Cie ®sinx + Cye ® cosx + Cse” sinx + Cye” cosx,
ou C1,Cy, C3,Cy sont des constantes réelles.
Exemple 1.24 Résoudre [’équation suivante :
yW —y=0 (1.54)
L’équation caractéristique est :

M—1= (1.55)
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Ona :
(M-1=0) = (P+1)(N-1)=
M\ =
A2 41=0 et
)\2 = —1
= =93
AN —1=0 T
M= —1
Les racines de (1.55) sont : Ay =i, \g = —i, A3 = 1 et \y = —1, donc la solution

générale de l’équation (1.54) est :
Y (z) = Cysinx 4+ Cycosz + C3e” + Cre™

ou C1,Cy, C3,Cy sont des constantes réelles.

1.6 Exercices corrigés
Exercise 1.25 Résoudre [’équation différentielle suivante :
zy —y—3=0 (1.56)

Solution.

Y
Y1 et b vari _
3 7 (est a variables séparées)

Yy x

d 1
el
Inly+3|=In|z|+¢ceR.
ly + 3| = ellzle ¢ e R.
y + 3 = ece?l c e R,
y+3==xe|z],c€R.
y=—-3+kr k==xe R

L T T

Donc,
y(z) =—-3+kx ouk € R,

est la solution générale de (1.56).
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Exercise 1.26 a) Résoudre [’équation différentielle de premier ordre suivante :
Yy =2y+ (2 +3x+1)e* =0 (1.57)
b) Résoudre le probléme de Cauchy suivant

Y =2y+ (22 +3x+1)e* =0,

y(0) =2.

Solution.

a) Résoudre [’équation différentielle suivante :
Y =2y+ (2*+3z+1)e* =0
L’équation homogéne associée est
y' =2y (1.58)

Remarquons que : y = 0 est une solution évidente de (1.58).

On suppose que y # 0 :

/
Y—9 = /@:/Qdm,
Y y

= Inly|=2x+k, keR,

= y=+ce¥ kR,

= y=ce¥ ceR (c==ek).
Alors,

2x

yn (z) = ce*,c € R,

est la solution générale de (1.58).

On utilise la méthode de variation de la constante :

On pose : y(z) = c(x) e*® = o (x) =  (v) €** + 2¢ (x) €**. En remplagant y
ety dans (1.57) on obtient :

(1.57) ' (z) e¥ + 2¢ (z) e** = 2c(x) €2 + (22 + 3z + 1) €22,
(z)e* = (2? + 3z + 1) e**,
(

z) = (2 + 3z + 1),

~

c
c
C/
c J(2*+ 3z +1)dx

>:1 3
c(x):§m3+§x2+$+/\, AreR.

(x

I A
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Donc,

1 3
y(x) = (§x3+§$2+x+)\> e* MeR.

est la solution générale de (1.57).

b) Résoudre le probléme de Cauchy suivant

Y =2y+ (2 +3x+1)e* =0,
y(0) =2

Pour le probléme de Cauchy on a :

1 3
y(0) = 2=>(§.03—|—§.02+0+)\)62(0):2
= A=2

Donc,

3 2
est la solution du probléeme de Cauchy .

1 3
y (1) = (—:L'3 + o2’ +z+ 2) e*,

Exercise 1.27 Résoudre [’équation différentielle suivante :

d

(1+x2)2—y+2x+2wy2 =0
dx

Solution.

(159) = (1+a2) &y _ =2z (1 +4?)

(1.59)

dx
1 dy —2x
= S = 5
L+y*de (1+22)
1 —2x B ) . . L
= Sdy = 5 sdx  (cette équation est a variables séparées)

L4y (14 22)

1 —2z —92
= d :/—dx:—/2a:1+x2 dx
/1+y2 Y (1+22)? ( )

= arctany = s (1+22)*" e ceR
= arctany:1+$2+c,cER
cr’ +c+1

done, y (x) = tan ( e

) ,c € R est la solution générale de (1.59).
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Exercise 1.28 Résoudre le probléme de Cauchy
(22 + y?) dz — zydy = 0,
(1.60)
y(1) =2
Solution.

On va résoudre d’abord l’équation :
(2* +y*) do — zydy = 0 (1.61)
(1.61) = (22 +y?) dx = zydy

d 2 2
N dy 2" +y

dx xy
2 2
= y, — x_ y_
ry Yy

= y=24Z

y x

)
= ¢y =< (—) ...... E
x
cette équation (E) est homogeéne car elle est de la forme y = f <g> .
x
On pose le changement de variable suivant :
U:g:y:xUéy’:U—l—xU’,
x
puis on remplace dans (E) on obtient :
1
(E) :>U+33U’ZE+U
1
= 22U = ﬁ
UdU 1
doe
= UdU = —dx (cette équation est o variables séparées d’inconnu U)

o
:>/UdU—/—dx
1 T
:>§U2:1n\x]+c,c€]R

= U?=2In|z| 4+ 2c,c € R
= U =++/2In|z|+ 2¢,c € R, est la solution générale de (E)
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Mazs on a posé y = xU, alors
y(z) = £z/2In|z| + 2¢,c € R
est la solution générale de (1.61).
Onay(l)=2doncy(l) ==+1\/2In|l|+2c=2=V2c=£2=c=2
Alors
y(x) =fx/2Injz|+4,c€R
est la solution de probléme de Cauchy (1.60).
Exercise 1.29 Résoudre l’équation différentielle suivante :
Y +y=2° (1.62)
Solution.
On a:(1.62) &y = —y+a? (cette équation est linéaire de premier ordre).
On va résoudre d’abord l’équation homogéne associée
Y =—y (1.63)
(1.63) = ¢y =—y
dy : L
= —Z = —dx (est variables séparées)
d
= / Y / —dx
Y
= lnlyl=—2+cceR

= |yl=e""ceR
= y==xe%€e " ceR

= y=ke " kR estlasolution de (1.63).

On utilise la variation de la constante.

Posons y =k (x)e™™ ou k est fonction réelle.
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Ona:y=k(z)e® =y =k (zr)e ™ —k(xz)e™™, puis on remplace dans
(1.62) on obtient :

(1.62) = K(x)e ™ —k(z)e™=—k(z)e ™ +a?
= K (r)e™® =22

= kK (z) = 2%e”

= k(z) :/3326%30

Dans ce cas pour avoir k(x) on peut utilisé l'intégration par partie deuz
fois pour calculer | x*e*dx. Il est souvent préférable d’utiliser une méthode

de coefficients indéterminés, et de chercher une primitive x?e® sous la forme :
(ax? + bx +c) e, ov a,b,c € R
Ona:

[(a2? + bz +c)e*] = 2%¢® = (2ax 4 b) e” + (ax® + bx + ¢) e* = 2%e”

=  (ar?+ (2a+b)x +b+c)e” = %"

par identification on obtient :

a=1 a=
20+b=0 = = -2
b+c=0 c=2

d’ou,

k(m):/xQexdx: (2?7 —2z+2)e" +c,ceR

Ona:y=k(x)e, doncy= (s> — 20 +2)e" +c)e?,c € R
Alors,
y(z)=2>-20+2+ce*,ceR

est la solution générale de (1.62).

Exercise 1.30 Résoudre l’équation différentielle suivante :

ol

2y + 6y — 3ay3 =0 (1.64)
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Solution.
Ona : .
(1.64) <= % +6 <%) —3x =0, poury # 0.
y3 ys
Cette équation (1.64) est de Bernoulli.

En posant le changement de variable z = A

-1
7 — yT, on aura :
y§

7 = %y;y' =19 = —3y%z’.

Substituant dans [’équation (1.64) les expressions y ety on obtient :

&

ol

/
(1.64) & 2 +6<%>—3x:0
y ys

& 312 +62—32=0

L’équation (E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre d’in-

connu z.
L’équation homogéne associée o (E') est

(EH)
In|z| =2In|z|+ &, k € R,
2| = elnxz+k7 keR,

2z =+eF2? k e R,
z=rcr®, ceR. (c==%ec")

A

Dot
2 (7) = ca®,c € R,

est la solution générale de (EH) .
On utilise la méthode de variation de la constante :

On pose : z (z) = c(x) x?, ou c est une fonction réelle.
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donc : z (z) = c(z)2® = 2/ (z) = ¢ (x) 2® + 2xc () .

En remplacant z et 2’ dans (E), on obtient :

(B) = (2)2?+2zc(z) =2c(x)a® -1

—1
= =1
—1
= c(z) = ﬁdx,

1
= c(m)z;—i—)\,)\ER.
dot z(z) = (L + N) 22, X € R, donc
2(z) =z + A* ) A € R,

est la solution générale de (E).
Mais on a : z = y%l d’oty = —. donc :
2
1

r) = ———— 0ou ) ER,
y(2) (33—1—)\352)3

est la solution générale de l’équation différentielle de Bernoulli (1.64).

Exercise 1.31 Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :

a) ¥+ 4y + 3y =0. b) y' —6y + 9y =0.
c) y' —4y+13 =0. d) y"+ 6y + 13y =0.

e)y' —2ay +y=0, ovacR.  f) ¢y =2 +my=0mecR

Solution.

a) Résoudre ’équation différentielle suivante :
! /
y' +4y + 3y =0.
L’équation caractéristique est

r24+4r+3=0
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cette équation admet deux racines réelles distinctes ri = —1 et ro = —3. Ainsi,

la solution générale est
y(z) =Ae ™ + Be ™ Aet BeR.
b) Résoudre l’équation différentielle suivante :
y' =6y +9y =0
L’équation caractéristique est
r? —6r+9=0,
cette équation admet la racine réelle double r = 3. Ainsi, la solution générale est
y(z) = (A+ Br)e*, Aet BER.
¢) Résoudre l’équation différentielle suivante :
y'—4y+13=0
L’équation caractéristique est
r* —4r+13 =0,

Ona:A =16 —4(1)(13) = —36 = (6i)°, cette équation admet deus racines

complezes conjuguées

—b— A A (6i
r = VA A=), g
2a 2

_ —b+\/Z:4+(6z‘)

— 243
2% 2 +o

T2
Ainsi, la solution générale est
y(z) = (Acos3x+ Bsin3dx)e?®, A et B €R.
d) Résoudre I’équation différentielle suivante :
y" + 6y + 13y = 0.
L’équation caractéristique est

r? 4+ 6r+13 =0,
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cette équation admet deux racines complexe conjuguéry = —3—2i et ro = —3+21.

Ainsi, la solution générale est
y(z) = A(cos2x) e + B(sin2z)e ™, A et BER.
e) Résoudre l’équation différentielle suivante :
y' — 20y +y =0, o € R.
L’équation caractéristique est
r? —2ar+1=0

Ona: /A =4a® —4.
Dans ’étude des racines de [’équation caractéristique, trois cas peuvent se

présenter selon le signe de discriminant /\.

A>0 si «a€]—oo,—1[U]L, +o0f
A=0 si ac{-11}
A<0 si ac]-11]

Premier cas : Si o € |—00,—1[U|1,4o00] on a : A > 0, I’équation admet deux
racines réelles distinctes

Alors la solution générale est
y(z) = Aeloved=T)z | pe(octs 0‘2_1)9”, Aet BeR.

Deuxiéme cas :
-Sta=—1,ona:A =0, l’équation caractéristique admet une racine réelle

double r = —1, alors la solution générale est
y(x)=(A+Bzx)e *,A et BeR.

-Sia=1ona:A =0, équation caractéristique admet une racine réelle double

r =1, alors la solution générale de (E;) est
y(z)=(A+ Bx)e®, A et BeR.

ou A, B sont deux constantes réelles.
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Troisiéme cas : Sia € |—1,1[ on a : A <0, l’équation admet deux racines

complezes conjuguées

2 V4 — 4o —
a+1 o CatiVi—a

rn =

2
200 — iV4 — 4a?
ry = a 22 a =a—1V1—a?

alors la solution générale est
y(x) = <Asin (M) x + B cos (M) :1:) e AetBeR.
f) Résoudre ’équation différentielle suivante :
y' =2y +my=0,meR.
L’équation caractéristique est
2 —2r+m=0

Ona:/AN =4—4m.
Dans l’étude des racines de [’équation caractéristique, trois cas peuvent se

présenter selon le signe de discriminant /\.

A>0 si me]—oo,]]
A=0 st m=1
A <0 si me]|l +oo|

Alors la solution est

Sim € ]—o0,1[, y(x)= Ae(lﬂl_m)x—i—Be(l_vl_m)x, AetBeR
Sim € ]1,400[, y(z)=(Asin(vm—1)z+ Bcos(vVm—1)z)e", A et BER
Sim =1, y(z)=(Az+B)e", Aet BER

Exercise 1.32 Résoudre [’équation différentielle suivante :
y' =3y +2y=(x+1)e* (1.65)
L’équation homogéne associée est

' =3y +2y=0 (1.66)
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[’équation caractéristique est
r?—3r+2=0 (1.67)

Ona:A = (=3)7%—4(1)(2) =1, les racines de l’équation (1.67) sont : v, =
]_,7"2 = 2.

Alors la solution générale de [’équation homogéne associée (1.66) est
y(r) = Ae” + Be*, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de l’équation (1.82) :

On a le second membre de l’équation (1.82) est
f(x)=(x+1)e*.

Comme 3 n’est pas une racine de l’équation caractéristique (1.67), donc on

cherche la solution particuliére de (1.82) sous la forme :
Yy, (r) = (ax +b)e*  ou a,b€R,

alors
y]; (z) = ae® + 3 (ax +b) €** = (3ax + a + 3b) **

et
y; (z) = 3ae* + 3 (3ax + a + 3b) €** = (9ax + 6a + 9b) €**

On remplace y,, y, et y, dans Uéquation (1.82) on obtient :

(1.82) = (9az + 6a + 9b) €3* — 3 (3azx + a+ 3b) €3 + 2 (azx + b) e3* = (x + 1) *,
= (9ax + 6a + 9b) — 3 (3ax +a+3b) +2(ax +b) = (x + 1),
= 2ar+ (3a+2b) =x+1

Par identification on obtient le systéeme suivant :

20 =1 1
a=s3
:>{ 2

3a+2b=1

donc la solution particuliére y, de (1.82) est
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Alors,

Vi) = y(@)+yp(e)
1

1
= Aex%—Bez“T—l—(E:ﬂ—Z)e?’x, A et BeR.

est la solution générale de l’équation (1.82).
Exercise 1.33 Résoudre ’équation différentielle suivante :
' —y=a2*4+zx+1 (1.68)

Solution.

L’équation homogéne associée est

y' —y=0 (1.69)
[’équation caractéristique est

r?—1=0 (1.70)
les racines de ’équation (1.70) sont : r1 = —1,1my = 1.

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (1.69) est
y(z) = Ae™® + Be", A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de (1.68) :

On a le second membre de ’équation (1.68) est
fl@)=a*+z+1=("+z+1)™.

Comme 0 n'est pas une racine de l’équation caractéristique (1.70), donc on

cherche une solution particuliére de (1.68) sous la forme :
yp () = (az® + bz + ¢) €% = az® + b + ¢,
ot a,b,c € R, alors
y; (x) =2ax+b et y; (x) = 2a.
Substituant dans ’équation (1.68) les expressions y, et y, on obtient :

(1.68) = 2a — (az® + bx +¢) =2® + x + 1,
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= —ar’ —br+2a—c=x*+a+1,

par identification on obtient le systéme suivant :

—a =1, a=—1,
—-b=1, =4 b=-1,
2a —c =1, c=—3,

d’ow la solution particuliére y, de (1.68) est

Yy, (1) = —2* —x — 3.

Y(@)=y,(2)+y(x)=—2>—2—-3+Ae " +Be*, Aet BER.
est la solution générale de l’équation (1.68).
Exercise 1.34 Résoudre l’équation différentielle suivante :

y' —2y —8y=¢€" (1.71)

Solution.

L’équation homogéne associée est

y' =2y =8y =0 (1.72)
[’équation caractéristique est
r?—2r—8=0 (1.73)
les racines de 'équation (1.73) sont : ri = —2,ry = 4.

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (1.72) est
y(z) = Ae ®" + Be* A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de (1.71) :

On a le second membre de l’équation (1.71) est
f(z) =e" = e

Comme 1 n'est pas une racine de l'équation caractéristique (1.73), donc on
cherche une solution particuliére de (1.71) sous la forme : y, (z) = ae® ot a € R,
alors

y; (x) = ae® et y; (x) = ae”.
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Substituant dans l’équation (1.71) les expressions y,, Yy, et y, on obtient :

(1.71) = ae” — 2ae” — 8ae” = €”,

= —9a=1
N -1
a=—.

9

donc la solution particuliére y, de (1.71) est

—1
yp (x) = —e".

9
Alors

Yi(r) = (@) +y(2)

-1
= ?e‘” + Ae ™ 4+ Be' A et BeR.

est la solution générale de I’équation (1.71).
Exercise 1.35 Résoudre l’équation différentielle suivante :
y" — 2y =sinx

Solution.

L’équation homogéne associée est
y/l _ 2y/ — 0

[’équation caractéristique est

r2—2r=0

les racines de l’équation (1.76) sont : r1 = Ory = 2.

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (1.75) est
y(z) = A" + Be** = A+ Be** | A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de (1.74) :

On a le second membre de ’équation (1.74) est

f () = sinz = sin (1z) ™.

(1.74)

(1.75)

(1.76)
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Comme 0+ 1i n’est pas une racine de [’équation caractéristique (1.76), donc on

cherche une solution particuliére y, de l’équation (1.74) sous la forme :y, (v) =

Oz

(asinz + bcosx) e’ = asinx + beosx, ot a et b € R

Ona:
y; (r) =acosz —bsinx et y; () = —asinz — bcos x.
Substituant dans ’équation (1.74) les expressions y,, Yy, et y, on obtient :

(1.74) = —asinz —bcosx —2(acosx — bsinz) = sinx,

= (—a+2b)sinz + (—b— 2a)cosz = sinz.

Par identification on obtient le systéeme suivant :

_a+2b:17 a/:—%7
=
—b—2a = 0. b= %
Donce la solution particuliére y, de l’équation (1.74) est

1 . 2
yp (x) = ~F sinx + £ COST.

Alors

Y(z) = yx)+y,(x)

1 2
= A+Be2m—gsinx+gcosa:,/l et B € R,

est la solution générale de (1.74).

Exercise 1.36 Résoudre le probléme de Cauchy suivant :

y' =4y +3y=(2r +1)e7,

(1.77)
y(0)=0 et 3y (0)=0.
Solution.
On va résoudre d’abord l’équation :
y' =4y +3y =2z +1)e" (1.78)

L’équation homogéne associée est

y' — 4y +3y=0 (1.79)
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L’équation caractéristique est
r? —4r+3=0 (1.80)

Les racines de l’équation (1.80) sont : 1 = 1, 19 = 3.

Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (1.79) est
y(r) = Ae” + Be**, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de (1.78) :

On a le second membre de l’équation (1.78) est
flx)=Q2zx+1)e™™

Comme —1 n’est pas une racine de l’équation caractéristique (1.80), donc on

cherche une solution particuliére de (1.78) sous la forme :
yp () = (ax +b)e™™, ova,beR,

alors
y]l) () =(—az+a—b)e " et y; () = (ax —2a +b) e ",

Substituant dans l'équation (1.78) les expressions y,,y,, et y, on obtient :
(1.78) = (ax —2a + b)e *—4(—ax +a—b)e “+3(ax +b)e* = (2x+ 1) e ",

= 8ax — 6a + 8 = 2z + 1.

Par identification on obtient le systéeme suivant :

8a = 2, N a:i,
—6a 4+ 8b =1, :%7

donc la solution particuliére y, de (1.78) est

1 5\ .
yp () = ZI+E e "

Alors

5

1_6> e+ Ae” + Be* | A et BeR.

Y0 = @) +ulo) = (Jo+

est la solution générale de I’équation (1.78).
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Pour le probléme de Cauchy (1.77) on a :

5
y(0)=0= -+ A+B=0..(1)

et on a : 1 1
y (x) = <_—az + _—) e + Ae” + 3Be*,

d’ot

~1
¥ (0)=0= - +A+3B=0..(2)

De (1) et (2) on a :

5 1

— 4+ A+B=0 A=——
16+ * 2’

d’ot :
-1 3
16 +A+3 0 16
Alors . . ) 5

. - e —xr _ _ =~ 3z

Y(x)—<4a:+16)e 5€ +16e :

est la solution de probléme du Cauchy (1.77).

Exercise 1.37 1) Résoudre le probléme de Cauchy suivant :

Yy =-y+1-2e,

(1.81)
y(0) ==3.
2) Résoudre l’équation différentielle suivante :
Y — 3y + 2y =4 — 422 (1.82)
Solution.
1) Résoudre le probléme de Cauchy (1.81):
On va résoudre d’abord ’équation différentielle suivante :
Y =—-y+1-—2¢" (1.83)

L’équation homogéne associée est

y =y (1.84)
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Remarquons que : y = 0 est une solution évidente de (1.84).

On suppose que y # 0 :

! d

v_ /_y:/<_

) Y

Inly| =—xz+k, keR,

y = +eFe ™ k € R,

y=ce % ceR ou(c=+e).

L A

Alors, yp (x) = ce™™,c € R, est la solution générale de (1.84).
On utilise la méthode de variation de la constante :
On pose : y(x) = c(x)e™™, donc on a : y' (x) = ¢ (x)e ™ —c(x)e ™. En

remplacant y ety dans (1.83) on obtient :

(1.83) = d@)e*—c(x)e ™ =—c(x)e®+1—2¢",
= d(r)e " =1-2€",
= d(x)=e" —2e*
= c(z)=¢"— Zx—l—)\, A eR.

Donc, y(x) = (e —e* + N)e " =1—¢e"+ e ®, AER.
Alors, y(x) =1 —e" 4+ e ™, XA € R, est la solution générale de (1.83).
Pour le probléme de Cauchy (1.81) ona: y(0)=-3 = I=-3.
Donce, y(x) =1 —e* —3e™ ", est la solution du probléme de Cauchy (1.81).

2) Résoudre l’équation différentielle (1.82) suivante :
y' — 3y + 2y =4 — 42>
L’équation homogéne associée est
y' =3y +2y=0 (1.85)
[’équation caractéristique est
2 —3r+2=0 (1.86)

Ona: A =(=37%—4(1)(2) =1, les racines de l'équation (1.86) sont : r, = 1,

7"2:2.
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Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (1.85) est
y(z) = Ae® + Be*, A et BER.

Recherche de la solution particuliére y, de ’équation (1.82) :

On a le second membre de [’équation (1.82) est
f(z)=4—42" = (1 —27) "

Comme 0 n'est pas une racine de l’équation caractéristique (1.67), donc on

cherche la solution particuliére de (1.82) sous la forme :
yp (2) = (az® + bz +¢) " =ar® +br+c ou a,bcER,

alors, y; () =2ax+b et y; () = 2a.
On remplace y,, y, et y, dans Iéquation (1.82) on obtient :
(1.82) = 2a — 3 (2ax + b) + 2 (ax?® + bx + ¢) = 4 — 422,
= 2ax® + (2b — 6a) x + (2a — 3b+ 2¢) = 1 — 2%

Par identification on obtient le systéme suivant :

20 = —4 a=—2,
2b —6a =0 = = —0,
2a —3b+2c=14 c= -5

donc, la solution particuliere y, de (1.82) est y, () = —22* — 6x — 5 .
Alors, Y (z) =y () + yp () = Ae® + Be* — 222 — 62 —5 , A et B € R.

est la solution générale de l’équation (1.82).
Exercise 1.38 Résoudre [’équation suivante :
y @ — 5y +4y =0 (1.87)
L’équation caractéristique est :
M5\ +4=0 (1.88)
Remarquons que 1 et —1 sont des racines de ’équation (1.88), donc on a :

(AT =5X+4=0) = (A’—4)(\*-1)=0

X —1=0 A =1
= = Az =—1
e —
A —4=0 ’
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Alors, la solution générale de l’équation (1.87) est :
Y (z) = Cre” + Cye " 4 Cse®* + Cye ",

ou C,Cy, C3,Cy sont des constantes réelles.
Exercise 1.39 Résoudre [’équation suivante :

y" =2y —y' +2y=0 (1.89)
L’équation caractéristique est :

N =20 -\ +2=0 (1.90)

Remarquons que 1 et —1 sont des racines de 'équation (1.90), donc on a :

(AP =22 =-242=0) = A-1)A+1)(A=2)=0

)\1:1
= )\2:—1
A3 =2

Alors, la solution générale de l’équation (1.89) est :
Y () = Cie® + Coe™ + Cae™,
ot Cq,Cy, C3 sont des constantes réelles.
Exercise 1.40 Soit m € R. Résoudre ’équation suivante :
y" —3my" 4+ 3m?*y' —mPy =0 (1.91)
L’équation caractéristique est :
AN —3mA? + 3m2\ —m? =0 (1.92)

Remarquons que \> —3mA2+3m2A—m? = (A —m)®, alors \ = m est une racine

triple de léquation (1.92) , alors, la solution générale de l’équation (1.91) est :
Y (2) = C1e™ + Coxe™ + Cax?e™,

ot C1,Cy, C3 sont des constantes réelles.
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Exercise 1.41 Résoudre [’équation suivante :
y" +2y" +9y =0 (1.93)
L’équation caractéristique est :
M+2X2+9=0 (1.94)

On poset = \?, donc (1.94) & 2 +2t+9=0, A=4—36 = —32 = (4\/52‘)2
D’ou,

—2— 42
At CU Y+

2
1 = _2_’_—4\/52 = —1+2V2i
2
Si:ty =—1—2v2i, on pose A\ = x + iy, donc
22—y =l (1)
t=XN={ 20y =—-2V2........ (2)
2+ y? =3 (3)

De (1)+(3) on a : 22% = 2 d’ou x = %1, de I’équation (2) on aura : y = —/2
st =1 ety:ﬂsim:—l.

Donc, \y =1 — V2 et = —1+1iV2.

Si:ty = —1—2v/2i, on pose A = x + iy, donc

22—y =l (1)
t=MN=<{ 22y=2V2...... (2)
224y =3 (3)

De (1) +(3) on a : 202 = 2 d’ou x = +1, de léquation (2) on aura : y = \/2
siz=1ety=—V2siz=—1.
Donc, \3 =1 +iV2 et M=—1-— iv?2.

Alors les racines de [’équation (1.94) sont

Ay = —1 412
Miroli9g=0=1¢ 2 J.FZ\/_
)\;7,:1—|-7/\/§
M= —1—iV2

Alors, la solution générale de l’équation (1.93) est :
Y (z) = <Cl cos V2 + Cy sin \/535) e’ + (03 cos V2 + C sin \/5:5) e ",

ot C1,Cy, C3,Cy sont des constantes réelles.
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Exercise 1.42 (Ezercices supplémentaires)

Résoudre les équations différentielles suivantes :

dy
1 A 1)y = 0.
) e —(@+)y=0

Réponse : y (x) = Aze”, A € R

dy x+vy
9) W _ .
) dx x
Réponse : y () = Az +xlnz, A € R.
dy 1
L ———
3) T =2y =50 1
Réponse:y(a:):§x3+>\x2,)\€R.
4) zy' + 3y — 2%y? = 0.
1
Ré : =0 = ——-=, AR
éponse+y (r) = 0, (1) = 5 N

5) y" =5y +6y=0.
Réponse : y () = Ae*” + Be3*, A et B € R.

6) 49" +4y +y=0.
Réponse : y (r) = (A+ Bx)e 2", on A, B € R.

N Y +y+y=0.
3 3
Réponse : y (r) = (A sin \/7_1: + Bcos \/7_13) e~2%, ot A, B € R.
8) y'—y =12z —10 .
Réponse : y (r) = A+ Be® —62°> —2x — 2, ou A, B € R.

9) 4y +4y +y= e2T

1 ——==z
Réponse : y (r) = (A+Bm+§x2> e 2, oA BeR.

10) y" + 4y =cosz .
1
Réponse : y (x) = Asin2z + Bcos2x + 30087, ou A, B € R.
11) y" =2y +y=(x+2)e".
Réponse : y () = (%1‘3 + 2% + Az + B) e, ou A, B € R.

12) "+ 6y + 13y = 0.
Réponse : y (x) = A(cos2x) e + B (sin2z) e "), ot A, B € R.
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13) y" + 6y’ + 13y = 26z — 13.
Réponse : y (x) = 2z + A(cos2z) e + B (sin2z) e — 2 ou A, B € R.
15) y" =3y +2y=(x—4)e".

1
Réponse : y (r) = Ae® + Be* + (—51‘2 + 3x> e”, ou A, B € R.

14) " —y — 6y =sinz.

1 7
Réponse : y () = Ae " + Be®® + 50 <%5% ~ 55 sinz, ou A, B € R.

15) y"+2y +y =sinz.
1
Réponse : y (z) = (A+ Bx)e ™ — 5 Co8 T, ou A, B € R.

16) "+ 2y +y = cosz.
1
Réponse : y (x) = (A+ Bx)e ™ + 5 sinz, ou A, B € R.

17) y" — 4y = sinz.
1
Réponse : y () = Ae™** + Be?™ — : sinz, ou A, B € R.

18) y" — 4y + 3y = cosz + sinz.
3 1
Réponse : y (r) = Ae®” + Be3® + 17057 ~ 19 sinz, ou A, B € R.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre on va présenter les concepts fondamentaux de I'analyse des
fonctions de plusieurs variables. On va généraliser les notions de limite, contnuité,
dérivabilité, différentiabilité, bien connues dans le cas des fonctions d’une seule
variable. Nous rechercherons dans ce chapitre une formalisation mathématique

théorique de ces concepts.

2.2 Produit scalaire, norme euclidienne, distance

dans R", voisinage.

2.2.1 Produit scalaire, norme euclidienne, distance dans
R".

Définition 2.1 Si X = (21,22, ...,7,) et Y = (y1,Y2, ..., Yn) Sont deux vecteurs

de R™, on définit leur produit scalaire par :
< XY >=x1y1 + 22y2 + ... + TpYn.

Définition 2.2 On appelle norme euclidienne de X (ou longueur de X )

D=

IX|| =< X, X >2= (zf + 23 + ... +22)?,
et on appelle la distance entre deux vecteurs
d(X,Y) =[|X =Y.

Théoréme 2.1 La norme vérifie :
1) || X|| = 0 si et seulement si X = 0.
2) | X|| > 0 si et seulement si X # 0.
3) |AX]| = |\ || X]], VA € R, VX € R™.
4) N X+ Y < || X||+ ||Y]|,VX,Y € R" (inégalité triangulaire).

Propriété :
VX eR", VY e R" || X]| = [[Y]I] < | X[+ [[Y]}.

Normes usuelles sur R"” :
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Les trois normes usuelles sur R™ définies pour X = (x1, za, ..., ;) sont :
1) [ Xlo = sup {laa], 22|, ..s lzal} -
2) 1 X1y = iy |l -

3) ||X||2 =V Z?:1 x?

Définition 2.3 Les vecteurs X et Y de R™ sont dits orthogonauz lorsque :
< X)Y >=0.

Définition 2.4 Soient a € R" et r > 0.

B(a,r) ={z € R"/ ||z — a|| < r} est appelée la boule ouverte de centre a et
de rayon r.

B(a,r) = {z € R"/||lx —a|| < r} est appelée la boule fermée de centre a et
de rayon r.

S(a,r) ={x € R"/ ||z —a|| = r} est appelée la sphére de centre a et de rayon

On dit qu’une partie D de R™ est bornée si : VX )Y € D, l’ensemble des réels
|X = Y| est borné.

Remarque 2.1 Dans le cas ota =0 € R" et r =1 on a ce qu’on appelle les

boules ou sphéres unités.

2.2.2 Voisinage

Définition 2.5 Soit a un point de R™. On appelle voisinage de a tout sous

ensemble V, de R™ contenant une boule ouverte centrée en a. On écrit :
(Va, voisinage de a) < 3r > 0: B (a,r) C V,.

Proposition 2.1 Soit a un point de R™.
1) Toute boule centrée en a est un voisinage de a.
2) Tout voisinage V, de a contient un voisinage ouvert U, de a.
Preuve
1) Il suffit de prendre B (a,r) =V, .
2) 1l suffit de prendre U, = B (a,r).
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2.3 Fonctions de plusieurs variables

Définition 2.6 Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On appelle fonc-
tion réelle de n variables toute fonction f définie d’un sous-ensemble D de R™

a valeurs dans R. On écrit :
f: D CR" — R,
($17x27"'7$n) = f(xlaan-'-axn)-

Exemple 2.2 Voici quelques fonctions pour n =2 et n = 3.

f: B - R , h: R2 — R
(r,y) f(x’y):Hm—Qqu?' (z,y) = h(z,y)=z+et.
g: R - R L: RP - R
(7,9,2) = g(v,y,2) =2 +yz+2. (z,y) L(rzc,y)Zlfx2

M: R — R

B z+2

- 1+$2+y2+22.

Définition 2.7 On appelle domaine de définition d’une fonction f: R" —

(r,y,2) — M(z,y,z)

R, la partie Dy de R" constituée des éléments v = (x1, 2, ..., x,) de R™ jouissant

d’une image par f.
Définition 2.8 On appelle image de f, l’ensemble {f(x)/x € Dy}.

Définition 2.9 On appelle représentation graphique ou surface représen-
tative d’une fonction f : Dy C R* — R, ensemble des triplets {(z,y, f(z,y))}
ou (z,y) parcourt Dy.

Exemple 2.3 La fonction f suivante :
f: R — R
23+ zy +y? 42
1+a2+y2
est définie sur D = R?, car ¥ (z,y) € R, 1+ 22 + y? # 0.

(r,y) +— fl(z,y) =

?

Exemple 2.4 La fonction g suivante :
g: R? — R,
(z,y) = g(@,y)=1-2>—y2

est définie sur le disque Dy = {(z,y) € R*/a* +y* < 1}.
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Fonctions partielles

Définition 2.10 Soit f une fonction définie sur D C R? & valeurs dans R et
A = (a1,a2) € D. On appelle fonctions partielles associées a f au point A les
fonctions :

x1— f(x1,a9) et xo — f(ay,x2)
définies sur un intervalles ouvert contenant respectivement a, et as.
Exemple 2.5 Les deux fonctions partielles de la fonction :

f: R? — R,
(l’,y) = f(l',y) :5+x2_y27

au point A = (2,4) sont :

fi: R — R, ; fo: R — R,
e
r = fi(r)=—11+4 2% y — faly) =9—¢

Exemple 2.6 Les trois fonctions partielles de la fonction :

f: R® — R,
(z,y,2) — [f(z,y,2) =222 +y*+2+3,

au point A = (2,1,3) sont :
fl R — Ra f2 R — Ra
r = fi(z)=222+7, y —  y?+14.

f3: R — R,

et
z = f3(z)=z+12.

Remarque 2.2 Pour simplifier, les énoncés seront donnés dans le cas de deux
variables. (les notions se généralisent sans difficultés aux espaces de dimensions

supérieures o deur).

2.3.1 Courbe de niveau

Définition 2.11 Soit k € R. On appelle Courbe de niveau k de f, [’ensemble
Ly (f) formé des couples (x,y) de Dy satisfaisant & f (x,y) = k. On écrit :

Li (f) ={(z,y) € Dy : f (w,y) =k, k € R} = f (k).
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Exemple 2.7 Soit f la fonction suivante :
f: R — R
(zy)  — flzy)=y—=

Les courbes de niveau de la fonction f sont les droites paralléles définies par :
y=x+kkeR.

Exemple 2.8 Soit h la fonction suivante :

h: R - R
(x,y) +— h(z,y)=2>+y%

Les courbes de niveau de la fonction h sont données par :
Ly (h) = {(m,y) eR?:a?+y* =k, k GR}.

On distingue trois cas :

-Si k €]—00,0[: on aura Ly (h) = 0. (La fonction h n’admet aucune courbe
de niveau k).

-Sik=0: on aura Ly (h) = {(z,y) € R? : 2 + y* = 0} = {(0,0)} ..

- Si k €]0,400] : alors la courbe Ly (h) de niveau k est le cercle de centre
0(0,0) et de rayon Vk, donc Uensemble des courbes de niveau est ’ensemble
des cercles de centre O (0,0) et de rayon vk, k €0, +oo.

2.4 Limite d’une fonction

La notion de limite pour une fonction de plusieurs variables généralise la
notion de la limite des fonctions réelles d’une seule variable, mais les limites de
la gauche et de la droite perdent leur sens et sont remplacées par les nombreuses

limites directionnelles possibles.

Définition 2.12 Soit

f: D;CcR* — R,
(z,y) = flzy),

o Dy est le domaine de définition de f et My (xo,yo) € Dy.
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On dit que f admet la limite L quand M (x,y) tend vers My (o, %0), si f (z,y)
est aussi voisin que l'on veut de L dés que le point M est dans un voisinage

convenable de My. On écrit :

Jmfey)=Low Jim, flry) =L,
Y—Yo0

c’est a dire
Ve > 0,30 >0: Ve €V (Mo (0,%)) : |(z,y) — (zo.%0)|| < = |f (z,y) — L] <,

ou V (Mo (z0,%0)) le voisinage de My (o, yo) -
On dit que f tend vers +oo quand M (z,y) tend vers My (xq,yo) si :

VA>0,30 > 0:Ve eV (Mo (xo0,9)) - [[(2,y) = (o, 9o)| <0 = [f (z,9) = L] > A,

serit o i = :
et on écrit ML%Of(x,y) +00

On dit que f tend vers —oo quand M (z,y) tend vers My (zo,yo) St :
VA > 0735 >0:Vre V(MO (‘TO?yO)) : ||($7y) - (x07y0)|| <0= |f(x7y) - Ll < _A7
et on écrit Mh—>HJ\1/[0 f(z,y) = —o0.

Exemple 2.9 Soit
f: R? — R,
(x,y) — 2z—y+1.
Ona: lm f(x,y)=2. En effet, pour tout € > 0 on écrit :

(2y)—(1,1)
|f(zy) =2 =[22—y—1]
=[2(@—-1)—(y—1)
<2@-1|+|-(y—-1)
<2z —1|+y -1
<2||(z,y) = (L1, <e.

11 suffit de prendre 6 = g dans définition ci-dessus.

Théoréme 2.10 (Opérations algébriques sur les limites)

Sotent f et g deux fonctions telles que : lim f(z,y)=1L et lim
(l‘,y)—>(l‘0,y0) (ac,y)—>(a:0,y0)
g(x,y)=L" et A € R. Alors,
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1) lim  (f(z,y)+g(z,y) =L+ L.

(wyy)f(wo,yo)
2) lim  (f(z,y).9(x,y)=LL".
(z,y)—(z0,y0)
3) lim Mo (z,y) = AL.
(z,y)—(z0,y0)
4) Si g n'est pas nulle dans un voisinage de M (xg,yo) et L' # 0, alors
im = —.
(@y)—(zow0) g (v,y) L

Théoréme 2.11 (Théoréme d’encadrement ou des gendarmes)

Soient f, g et h trois fonctions définies sur une partie Q) de R? telles que :

V(z,y) €Q:g(z,y) <h(x,y) < f(z,y)

Si: lim x,Y) = lim x,y) = L, alors, lim  h(x,y)= L.
(z,y)—(@o,y0) f@y) (xay)ﬁ(xoﬂyo)g< 2 (z,y)—(xo,y0) (@9)
22y
Exemple 2.12 lim —— = 0. En effet,
(@9)—(00) 72 + y?
x29? 1
< 2 (1242
—$2+y2—4(x +y7),

1
et lim = (x®24+19?%) =0.
(z,9)—(0,0) 4( v)

2.4.1 Limites successives

Définition 2.13 On appelle limite successive en point (xg,y0) € R? d’une

fonction f l'une des deux limites :
lim f (z,y) (ﬁmf(w,y)), lim f (z,y) (limf(fﬂ,y)>-
T—0 y—yo y—yo z—0

Dans le calcul de ces limites fixer l'une des variables x ou y et d’effectuer le
calcul par rapport a l'autre variable puis lacher la variable fixée et finir avec elle

le calcul.

Remarque 2.3 L’existence des deux limites successives n’assure pas la limite et

que leur non existence n’entrave pas l’existence de la limite.

Théoréme 2.13 Si les deux limites successives lim f (z,y) <lim f (z, y)) =1L
T—T0 Y—Yo

et lim f (z,y) <1im f(z,y)) = L' existent et sont distinctes alors la limite
Y—yo T—T0
lim  f(x,y) n'existe pas.

(z,y)—(x0,y0)
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Calcul de limites a ’aide des coordonnées polaires

Lorsque I'on considére la fonction f : R? — R, il est quelques fois plus facile
de prouver des résultats de limite, continuité, etc. en passant par les coordonnées
polaires en faisant le changement de variables.
w2y

Exemple 2.14 Calculer —lim —————.
(z,y)—(0,0) =+ Y
0 I 7Y 0 e indéterminée)
na: lim —F— =— (forme indéterminée).
(@y)—(00) 2 +y* 0
On utilise le changement de variables en coordonnées polaires, on pose :

xr =rcosb,
y =rsind,
r € R et 6 e€0,27]

D’ou,

2yt _ (rcosf)’(rsinf)*

W 02+ 2 2 2
(@y)—(0,0) % +y r=0(rcos )" + (rsind)
= lir%r4 (cosA)? (sinf)* = 0,0 € [0, 27 .

2,4
Alors, lim % =0.
(z,y)—(0,0)T% + Y

2.4.2 Fonction continue
Définition 2.14 Soit
f: D;CcR* — R,
(z.y) = f(z,y),
ou Dy le domaine de définition de f et My (xo,v0) € Dy.

On dit que la fonction f est continue au point My (xg,yo) Si

lim  f(z,y) = f(20,%0) ou th]bof(%y) = f (0, %0) -

T—20,Y—Y0

On dit que la fonction f est continue sur Dy si f est continue en tout point de
Dy.
Si f est continue sur Dy, alors les fonctions partielles associées a f en un

point sont continues sur Dy.
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Exemple 2.15 Soit la fonction suivante :
f: R — R,
(zy) = [flzy) =z+y.
On a : Dy =R? et [ est continue en tout point de R? car :
|f(@,y) = [ (@0, 90)] = |24y —z0—yol

= |(®—=20) + (¥ — vo)|
< |z —z0| + |y — ol

|z — xo| tend vers 0 dés que x tend vers xo et |y — yo| tend vers 0 dés que y tend

vers o.

Exemple 2.16 Soit la fonction suivante :

f: R? — R,
(1+ 2+ 2% siny

(,y) — fl(ov,y)=

224z +y
Ona:
1 2 . .
b f(ey)= G (UEIEDSMY g, (S0
x—0,y—0 z—0,y—0 ¢ +x+y y—0 Y
Opérations :

Théoréme 2.17 Soient f et g deux fonctions continues en My (xq,vo) de R?

et A € R, alors on a :

f+g, fag Af, ! (si g (xg,y0) # 0) sont continues.
g

De méme la composée de fonctions continues est continue.

Corollaire 2.18 Les fonctions polynomiales et les fractions rationnelles sont

continues sur leur domaine de définition.

Exemple 2.19 Soit la fonction suivante :
f: R — R,
1 —cos (2?2 + y? + 2?)
(22 + 2 + 22)?

si (x,y,2) # (0,0,0)
(r,9,2) = f(z,y,2)=
si (z,y,2) = (0,0,0)

N =



2. Fonctions de plusieurs variables 67

La fonction f est continue sur R — {(0,0,0)} car c’est une composition de
fonctions continues.
La continuité de f en (0,0,0).

Ona:
2 .2 .2
TP ikl et
1 —cos (2 +y°+2°) 2
(22 + 4?2 + 2%)° (22 + 9% + 22)°
) (Sm <w+y_+Z>)
2
= , car (1 — cos2a = 2sin®
( 2 2 2)2
ity +z
. x2+y2+z2 2 ) $2+y2+22 2
2(sin| ——— sin| ———
_ 2 _1 2
(Bt 2 2 22+ 12 + 22\ ?
2 2
D’ou,
n <w> :
2 1
I - lim - ==
(x,y,z)lg%o,o,o)f (z,2) (x,y,Z)lg%O,O,Oﬂ x? +y? + 2 2
2
n (w) :
2 1 in A
car, = —, (puisque Jim el — ).
2 A—=0 A

2 +y? 4 22
2

1
Done, lim  f(z,y,2) === f(0,0,0). On conclut que [ est continue
(wyy7z)*>(070»0) 2

en (0,0,0), donc f est continue sur R3.

Définition 2.15 Soit la fonction suivante :
f: DfCR* — R,
(zy) = flzy),

On dit que la fonction [ est continue au point (x,y) relativement & la variable

x (resp. y) si la fonction partielle fi (resp. fo) est continue en x, (resp. y).
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Proposition 2.2 Soit la fonction suivante :

f: D;CcR* — R,
(z,y) = flzy),

Si la fonction f est continue au point (x,y), alors les fonctions partielles fi et
fa sont continues en x et y, respectivement.

Remarque. La réciproque est généralement fausse.

2.4.3 Dérivées partielles
Définition 2.16 Soit

f: D;CcR* — R,
(x.y) — [(zy),

une fonction de deux variables x, y ot Dy est le domaine de définition de f et
My (w0,90) € Dy.

Supposons la fonction partielle f, : x — f(x,yo) définie sur un voisinage de
Zo

Si f, admet une dérivée au point xqy, on dit que cette dérivée est la "dérivée

0
partielle” de f par rapport & x au point (xg, ). On note f. ou —f cette dérivée

ox

et l'on a :

f;; (CBO, yg) = % (xo’ yO) — leHIlO f (337 yO; : io(mo, yO) .

De méme, la dérivée de la fonction f, est la dérivée partielle de f par rapport a
y au point (To,Yo), et on la note :
f f (o0, y) — f (w0, )

"(20,70) = = (0, 1yo) = lim .
fy( 0+ Yo) 8y( 0, o) yLyO T

Si f, et f, existent au point (xo, o), on dit que f est dérivable au point (7o, yo)-

of

0
On dit que f est de classe C' sur Dy si Iz et Iy sont continues sur Dy.
Z )

Exemple 2.20 Soit

f: R? — R,
(ry) = flry)=2"+ay*+y-3,

une fonction de deuz variables x, y.
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Pour déterminer une dérivée partielle de f, il suffit de dériver [’expression de

[ par rapport & la variable considérée, les autres étant considérées comme des

constantes.
0 0
g—; (x,y) = 322 + 32, g—; (4,5) = 73.
- =2 1 —(4,5) =41.
Exemple 2.21 Soit
g: R-{0,0} — R
(.9) (2.9) = ——
— _ 7
T,y 9(2.9) = 53
une fonction de deux variables x, y.
dg —22 4+ % + 22y dg -1
t-4 — 71 -1)= —
aw (xa y) (,CL'2 + y2)2 Y 03,; ( Y ) 2
dg —2% 4+ y? — 2xy dg 1
a-(l'?y): 5 V) , 8_(17_1)25
Yy (22 +y?) Yy

Exemple 2.22 Soit f : R? — R, la fonction définie comme suit :
w22

o si (r,y) # (0,0),

f(zy) =
0 si (z,y)=(0,0).
1) Déterminer Dy le domaine de définition de la fonction f.
2) Calculer g—i (x,y) et g—‘; (x,y) pour tout couple (x,y) de R* x R*.

Solution.
1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction f :

Ona:Dy=RxR—-{(0,0})U{(0,0)} =R
2) Calculons 2 (x,y) et 9f (z,y) pour tout couple (z,y) de R* x R*.

Ox oy
Soit (z,y) € R* x R*.
Ona:
of of ( =y’ (2zy°) (2% + y°) — (22) (2°y?) 2zy*
%(:v,y) " O ($2+y2) - (22 + 12)? B (22 +y2)*
of of ( =%y (2y2?) (2% + y%) — (2y) (=°y*) 22y
8_y(x’y):8_y(ﬁ+y2) - (x2+y2)2 - (x2+y2)2‘
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Gradient

Définition 2.17 Soit
f: D;CR* — R,
(z.y) — [f(zy),

une fonction des deux variables x, y ot Dy est l'ensemble de définition de f et
My (x0,90) € Dy.

On appelle gradient de f en (xo,v0), le vecteur noté
0 0
V£ (2o,90) = <8_£ (0, %0) , a_]yf (Jfo,yo)) :

Si le R? est muni de sa base canonique < i j), le gradient de f un point
My (z9,y0) de Dy est de la forme :

of - -

0 ;
V£ (zo,9) = D (20,90) 1+ (9_;: (20, %0) J -

Divergence

On appelle divergence de f en un point M (xg,yo) de Dy le nombre noté
divf (xo, ) et défini par :

0 0
divf (o) = 5L oo, 0) + 5L (@o0).

Exemple 2.23 Soit la fonction suivante :

f: R? — R,
(z,y) +— [f(zy) =242y’ -3,
On a:
0 0
8_£ (20, Y0) = 220 + Y5 » 8_£ (70, Y0) = 200, Vf (zo,90) = (220 + ¥, 2T0Y0) -

Si le R? est muni de sa base canonique (Z ]), le gradient de f un point
My (z9,v0) de Dy est de la forme :

V[ (z0,90) = (2x0 + y3) i+ (2200) J -
On appelle divergence de f en un point My (xq, yo) de Dy le nombre noté div f (xo, yo)
et défini par :
divf (wo,y0) = 220 + Y5 + 2oYo-



2. Fonctions de plusieurs variables 71

2.4.4 Deérivées successives

Définition 2.18 On définit ensuite les dérivées partielles secondes, si elles existent

par dérivation des dérivées premieres, on les note :

" 0 / _ 0
Dans le cas de deux variables x, y on a :
0 f 0 [(0f 02 f 0 (Of
P (e =2 (2 @,y (o) =2 (D) @)
dx0y = e oy 47 Oyox Y - Oy \ Oz Y-

De facon analogue, on peut définir les dérivées partielles d’ordre supérieur a 2
par récurrence.

On dit que f est de classe C* sur Dy si les dérivées partielles d’ordre k sont
continues sur Dy.

On dit que f est de classe C* sur Dy si les dérivées partielles de tous ordres

existent et sont continues sur Df.

Théoréme 2.24 (Théoréme de Schwarz)

Si f  admet dans un voisinage de (x¢,yo) des dérivées partielles secondes
o’ O
e
Oxdy  Oyox

continues, alors

TT gy = 2y
Oxdy »Y = OyOx Y-

Exemple 2.25 Soit

f: R? — R,
(z,y) = f(x,y) =%y

une fonction de deux variables x, y.

Ona :
0% f 0 o*f 0 A 4
=5 (1,y) = = (42®y?) = 12279, =5 (,y) = o= (22%y) = 22%,
8%22]0 oxr 89? Y

_ a 4 _ 3 _ 8 3,2\ 3
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2.4.5 Fonction harmonique

Définition 2.19 Soit
f: R? — R,
(z,y) = [flzy),
une fonction de deux variables x, y.

On note le Laplacien de f :
o0 f

da?

(@.9)+ 2L ()

Af(v,y) = 052

et on dit que f est harmonique si ¥ (x,y) : Af (x,y) = 0.

Exemple 2.26 Vérifions que les fonctions suivantes sont harmoniques.
f - R2 — R, g: R?2 — R7
(z,9) = f(z,y) =In(2*+4?), (z,y) —  g(r,y) =eYsinz,

Ona:Dy={(z,y) €R: 22 52 £ 0} =R — {(0,0)}.
Soit (x,y) € Dy.

of 2x 0 f 2(x% +9y%) — 42 =227 + 29?
—(.737y): 2 2 et 2(1:7y): 2 = 2
Ox 24y Ox (22 + y2) (22 + y2)
of 2y 0 f 2(22 + %) —4y? 227 — 2y?
_(l',y): 2 2 et 2($7y): 2 = 2°
y r? 4y dy (22 +9?) (22 +9?)
Remarquons V¥ (z,y) € Dy : ﬁ (x,y) + ﬁ (x,y) = 0, donc f est harmo
q Y f - 2 Y ayz yYy) = U,
nique.
Ona:D, =R
Soit (x,y) € R2.
2
% (x,y) =eYcosx et % (z,y) = —eYsinz.
%(x y) =eYsinz et @(x y) = eYsinz
oy oy2 '

2 2
Remarquons ¥ (x,y) € R? : % (x,y) + g—yg (x,y) = 0, donc g est harmo-

nique.
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2.5 Différentiabilité

2.5.1 Cas des fonctions d’une variable réelle

Définition 2.20 Soit f une fonction réelle a variable réelle :

f: R — R,
r —  f(x).

On dit que la fonction f définie dans un voisinage V (xq) de o est différen-
tiable au point xqy s’il existe un nombre A qui dépend de x mais pas de h tel que

la fonction e () définie pour h # 0 par :
f(xo+h)=f(xo) + Ah+he(x), h=x—x¢ et (h+x) €V (x0).
admette la limite 0 quand h — 0.

Théoréme 2.27 Une fonction f est différentiable au point xqy si, et seulement

si, f est dérivable au point x.

Preuve. 1) Condition nécessaire : Supposons que f est différentiable au

point xg, alors pour h # 0 on a :
f(zo+h)=f(xo) + A.h+ he(z).
Donc,

f (o + 1) = [ (o)
h

=A+e(x).

le passage a la limite on aura :

_fwo+h)— f(w) . _ '
il}g(l) . _}lgr(l) (A+e(z)) = A, avec ]1112%5 (z).

donc, en posant A = f’ (xg), on a f dérivable en xy.

2) La condition suffisante : est évidente, en posant : A = f'(zy). =

Remarque 2.4 On a :

dy

fra) = = dy = (@) d

On dit que dy est la différentielle de f en x.
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2.5.2 Cas des fonctions de deux variables

Définition 2.21 Soit
f: R? — R,

(,y) = [flzy),
une fonction de deux variables x, y.
On dit que f est différentiable au point (a,b) € R?, si il existe deur constantes

réelles o, A telles que :

f(a+h1,b+h2) - f(a,b) = Oéhl +)\h2 + H(hl,hg)HS(hl,hQ),

avec  lim  e(hy,hy) = 0.
[[(h1,h2)[|—0

Exemple 2.28 Soit

f: R? — R,

(z,y) = flzy)=a"+32%,
une fonction de deux variables x, y.

Plagons nous au point (1,—1).

FU4hy,—14hy) = f(1,=1) =1 +h)* +3(1+h)*(=1+hy) — (-2)
= —2hy + 3hy + (6h1hg + 3h% + 4h3 + hi + 3h3hy)

= —2h1 + 3h2 + H(hl,hQ)H E(hl, hg) .

On a : lime (hy, he) =0 ou
[[(h1,h2)|[—0

6hihg + 3h? + 4h3 + hi + 3h3hy
[[(h1, ha)l|
Donc : f est différentiable au point (1, —1) et sa différentielle est l’application
linéaire : df (1,—1) : (hy, ha) — —2hy + 3hy

On remarque que :

€ (hl, hQ) =

of o of . . _
g (x,y) = 42° + 62y, g (1,-1) = -2,
of s of . 1\ _
o (z,y) = 3x?, y (1,-1)=3.

ce qui correspond aux coefficients trouvés précédemment.
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Remarque 2.5 On note la différentielle de f de la maniére suivante :

, of of
df : (hi, hs) axhl + 8yh2
On note aussi plus simplement :
df = fd + —f
83/

2.6 Formule de Taylor des fonctions de 2 va-
riables

Définition 2.22 Soit

f: D;CR? — R,
(y) = flzy),

une fonction de classe C™ sur Dy o Dy une partie ouverte non vide de R?
et (a,b) € Dy.

Pour tout (h, k) de R* on considére la fonction :
F:t— F(t)=f(a+ ht,b+kt).

Cette fonction est dérivable est sa fonction dérivée est :

of of
F 'l 95
(t) = hax(a+htb+kt)+kay(a+htb+kt)
Ce qui donne ent =0
af of
F(0) = h2L 9 (a,b).
(0) = ha (a, b)+k8y< ,b)
De méme, on a :
F"(t) = h*— o1 (a+ ht, b+ kt)+2hk 't (a+ ht,b+ kt)+k*— 1 (a+ ht,b+ kt)
Ox? ’ 0x0y Oy ’ '
Ce qui donne ent =0
0*f 0% f 0*f
F/I — 2 2 2 .
(0) = h*—= 922 (a,b) + hkaxa (a,b) + k 5’y2( a,b)
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On continue ce processus jusqu’a avoir :

o f o f
ht, b+ kt) + Ch" "t —m—— ht, b+ kt
(a+ ht,b+kt) + C, Dy0un ] (a+ ht,b+ kt)+

FO ()= h»
®) oz
i o f
e O ht, b+ kt) 4 .. k"= ht, b+ kt).
TR i (0 b R K (@ R b k)
i n!
oL O = =

Cette expression s’écrit aussi :

FO) (t) = <<h(% + k:a%)nf) (a+ ht,b+kt).

Ce qui donne ent =10
0 o\"
F) = — —_ .
(0) ((hax +k’ay) f) (a,b)

Théoréme 2.29 Soit
f: DsC R? — R,
(z,y) = f(z,y),

une fonction de classe C" sur Dy ou Dy une partie ouverte non vide de R? et

(CL, b) S Df.
Alors il existe 6 € ]0,1] tel que :

f((a,b) + (h, k) = f((a+hb+F))

B of  of 1/ 0f of\?
= f(a,b) + (h%Jrka_y) (a,b)+5 (h%Jrka—y) (a,b) +

1/ 0f of\® 1/ of of\"™

J/

1 9 PTG
(n+1)! (ha_£+k3_§) f((a+0h,b+0k)).

reste de Lagrange

Cette expression est dite formule de Taylor (développement de Taylor) d’ordre

n en point (a,b) avec reste de Lagrange.
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et

of  of 1/ of of\?
f(a,b)—}—(h%jtk‘a—y) (a,b)+5( %4— 8_3/) (a,b)+

1/ of of\%? 1/ 0f of\"™
3 (h8x+k8y> (a,b)—l—....—i—n! h8x+k8y (a,b).

dite la partie réguliére.

Remarque.
of of (2) 2a2f 82f 26’2f
hat hat — K22t 19
(hax+k8y) WG + kg o+ R

(3) 3 3 3 3
(ha—f + kg) _w?! + sn2p-2S + 3hk? oJ + ot

ox y ox3 Oyox? 0x0y? APy
of O™ _ .0 | cayna, O WO f
(h% + a—y) =h' o=+ Cih e T
Le reste : m (h% + ka_y) =
hn+1 an+1f C}th”k an+1f kn+1 an+1f

1oz 40 0yor T g 1) oyt
Exemple 2.30 Soit

f: R? — R,
(r,y) — at+9y3+22—y*—3zy+5.

Ecrire le développement de Taylor d’ordre 3 au point (1,0).
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Pour cala on calcule : f(1,0) =7 et

g_i (2,y) = 4% + 20 — 3y, done g—i (1,0) = 6
g_zfj (z,y) = 3y® — 2y — 3z, done % (1,0) = -3
% (z,y) = 1222 + 2, donc % (1,0) = 14
%{ (,y) = 6y — 2, done giy{ (1,0) = —2

8(125 (r,y) = =3, donc 88292 (1,0) = -3
ajgx (2,y) = -3, donc aféfx (1,0) = -3

% (z,y) = 24z, donc % (1,0) = 24

%ﬁ (,y) = 6, donc %’; (1,0) =6

g (z,y) = 24, donc i{: (1,0) = 24

giyl (x,y) =0, donc giy{ (1,0) =0

O (o) = 2w =0

OyOx? 0x0y?

0(34@; (@y) = 823;3 (@y) = aj;ng (@y) =0
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D’ou,
of of
1 (0 rf 0
o (125 + 2y TR ) (1L0)+
1) L O N T
§<h%+3h b 30K s + R g ) (1L0)
AN SR Y Y , OO
+3 (h gt ANk g O s AR R ) (14 0, 08

Alors,

1 1 1
Ut hk) = =T+ 6h—3k -+ (12h% — dhk — 4k?) + < (24h* + k%) + o (241%)
— ht + 4h3 + k3 + 6h2 — 2k — 2hk + 6h — 3k — T.

2.7 Optimisation différentiable dans R?.

2.7.1 En dimension 1

Soit une fonction d'une variable f définie sur R et de classe C?.

Théoréme 2.31 (Formule de Taylor a l'ordre 2) Si f est une fonction trois fois

contintiment dérivable sur R, il existe une fonction tendant vers 0 en 0 telle que :

Pt h) = f @)+ R (5) + o ) e (h).

Choisissons pour x un point x = a tel que " (a) # 0. Alors pour h assez petit, le
terme h;f” () +|h|* € (h) est du méme signe que f" (a). Si par exemple [ (a) >

0, on en déduit que f a un minimum local en x.

La recherche pratique des extrema locaux pour une fonction d’une variable
se passe donc ainsi :

1) On recherche les points critiques : f' (z) = 0.

2) On étudie la dérivée seconde f” (x) si a est un point critique et si :

f"(a) > 01il y a un minimum local,

1" (a) < 0ily aun maximum local,
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f" (a) = 0 il faut approfondir I’étude.

Lorsque f n’est plus définie sur R entier, ou sur un intervalle ouvert, il faudra
de plus étudier le comportement de f sur les bords du domaine de définition.
si I’ensemble de départ est compact, on a la garantie de ’existence d’extrema

globaux.

2.7.2 Extrema locaux de f:R?> — R,

On suppose f de classe C?, c’est- a-dire que ses dérivées partielles jusqu’a

Pordre 2 existent et sont continues.

Définition 2.23 On dit que : f a un minimum local en (xg, o) s’il existe € > 0

tel que :
V(z,y) € B((x0,%0).¢), alors f(z,y) = [ (x0,%0)

Définition 2.24 On dit que : f a un mazimum local en (xq,yo) s’il existe € > 0

tel que :
V(l',y) €B ((xo,yo) 75)7 alors f (l',y) < f(x07y0>

Exemple 2.32 f (z,y) =2° +y?, f(v,y)=2>—y* [(z,y)= -2~y

Proposition 2.3 Si f admet un extremum local en (xo,yo) alors

0 0
@—i (Ioayo) = 8_5 (%,?Jo) = 0.

Démonstration.

La fonction de une variable © — f (z,y0) admet un extremum local en xo,
donc sa dérivée 8_f (x0,%0) = 0 en zo.

La fonction dex une variable y — f (xo,y) admet un extremum local en yo,

0
donc sa dérivée of (x0,Y0) = 0 en yo.

ox
Définition 2.25 On dit que : (xg,y0) est un point critique de [ (ou un point

stationnaire) si,
0 0
a—i (20, y0) = 8_]yf (0, %0) = 0.

Remarque. Un extremum local est un point critique mais la réciproque n’est

pas vraie.
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2.7.3 Formule de Taylor

Définition 2.26 Soit f (x,y) une fonction de classe C*. La matrice hessienne

f de (xo,y0) en est la matrice :

0 f 0*f
@ (l’oayo) 910y <I07y0)

et

o2 o2 52 2
det Hess (o, yo) = 8_1;]; (20, Y0) 8_y£ (70, 90) — (@xﬁfy (%MJO)) .

Exemple 2.33 Calculer la matrice Hessienne de f (x,y) = 4dxy — x* — y*.

Théoréme 2.34 (Formule de Taylor a l'ordre 2, en X = (x9,Yo))
Si f une fonction de classe C? sur R?, il existe une fonction tendant vers 0
en (0,0) telle que :

FX4H) = f(X)+<Vf(X),H> —|—%HtHess (20, 50) H + || H|[? € (H) .

Théoréme 2.35 Soient f (x,y) de classe C* et (xg,yo) un point critique. Alors :
2

Si, det Hess (xo,y0) > 0 et —= (zo,%) > 0, f a un minimum local en

Ox?
<$0> yo) . )

Si, det Hess (xo,70) > 0 et ﬁ(l’o,yg) < 0, f a un mazximum local en
x
(0, Yo) -
Si, det Hess (z9,y0) < 0, f n’a ni maximum ni minimum, elle a un point
selle.

Si, det Hess (g, yo) < 0, on ne peut conclure (avec le seul développement a

lordre 2).

Exemple 2.36 Soit f : R? — R, définie par : f(x,y) = 23 + v — 3zy. Les
points critiques de f sont (0,0) et (1,1). Le premier est un point col, le second

un minimum local (non global).
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2.8 Exercices corrigés

Exercise 2.37 Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions

suivantes :
f: R — R,
1) 2 +y
(z,y) = [flzy) = PO
f: R — R,
2) 1+y
(z,y) = [flzy)= ORI
f: R? — R,
3)
(z,y) = flry)=VA—yVa-a2
Solution

1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :
f: R — R, )

xr°+

(wy)  m Sy =y

[ est définie si et seulement si : x? +y? #0, d’ou (x,y) # (0,0).

Alors, Dy = {(z,y) e R? : 2?2 +y* # 0} = R? — {(0,0)}.
C’est le plan a lexception le point O (0,0).
2) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :
f: R? — R,
1+y
(z,9) = f(z,y) = m
f est définie si et seulement si : x?> +y* —1#0, donwx?®+y*> # 1.
Alors, Dy = {(z,y) e R? : a? +y* # 1}.

C’est le plan a Uexception les points du cercle centré en O (0,0) et de rayon

3) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :

f: RZ2 — R,
(z,y)  — [(z,y)=4—y2V4—2a2
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4—y2>0 24
f est définie si et seulement si : y = = { ¥y =

4—22>0.
lyl <2
lz] < 2.
—2<y<?2
—2<z<2.
Alors, Dy ={(z,y) e R*: =2 <z <2 et —2<y<2}.

C’est la partie du plan circonscrite dans le carré.

Exercise 2.38 Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions

sutvantes :

f: R? — R,

1) sinx — siny
(z,y) = [flzy) = gl
f: R? — R,

2) 1+ ysinz
(ﬁay) = f (ﬂf,y) - m

3) f: R? — R,
(z.y)  +— flry)=h@®+y*—4).
Solution

1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :

f: R? — R,
sinz — siny

f est définie si et seulement si : x —y+1#0.
Alors, Dy = {(z,y) e R? :z —y+1#0}.

C’est le plan a l'exception les points de la droite d’équation y = x + 1.

2) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :

f: R — R,
14+ ysinz

(2, y) = f(zy) = 2x_—y+1
f est définie si et seulement si : 2x —y+ 1> 0.

Alors, Dy = {(z,y) e R?*: 2z —y+1>0}.



2. Fonctions de plusieurs variables 84

C’est le demi-plan inférieur délimité par la droite d’équation y = 2x + 1, a
l’exception les points de cette droite.

3) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :

f: R? — R,
(z,y)  — flz,y)=In(z®+y>—4).

f est définie si et seulement si : x? +1y* —4 > 0.

Alors, Dy = {(z,y) e R* : 2* + y* — 4 > 0} .
C’est la partie du plan située hors du cercle de centre O (0,0) et de rayon 2,

a lexception les points de ce cercle. (c’est a dire le complémentaire du disque
fermé de centre O (0,0) et de rayon 2).

Exercise 2.39 Soit [ et g deux fonctions définies comme suit :

f: R — R, g: R? — R,
Ty .T2y2

(z,y) = [,y = m (x,y) +— g(z,y)= m

1) Etudier 'existence de limite de la fonction f en point (0,0).
2) FEtudier ’existence de limite de la fonction g en point (0,0) .
Solution

1) FEtudions Uezistence de limite de la fonction f en point (0,0) .
Ona:

[ est définie si et seulement si : x*+y* #0, d'ou (z,y) # (0,0).

Alors, Dy = {(z,y) e R* : 2* + y?> # 0} = R* — {(0,0)}.
On a pour x # 0 :

. . . x? 1
limf(z,0)=0 et limf(z,2)=lm7=7.
Done, la fonction f n'a pas de limite en point (0,0).
2) Etudions l’existence de limite de la fonction g en point (0,0).
Ona:Dy,={(z,y) eR?: 22 +y? #0} =R?—{(0,0)}.
Pour (xz,y) # (0,0), on a :

r’y’ |zy] 1
fry e <—
7 @)l = g =y 79l < 5l
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donc,

1
0<If ()l < 5 loyl.
1
Comme, ( l)irréo 0)5 |zy| = 0 donc d’aprés théoréme d’encadrement on a :
x7y — b
2,2

. Ty
lim z,y)= lim —F— =
(ayrawpff( v) (2,9)—(0,0) T2 + 32

Exercise 2.40 Soit f la fonction réelle définie sur R? comme suit :
f: R? — R,

#2sin 2 six #0
(z,y) x .
0 st =0

1) Déterminer l’ensemble de définition de la fonction f.
2) Etudier la continuité de f sur R?.

of of
3) Calculer 92 (0,y0) et o

4) Calculer g—f (x,y) et g (x,y) pour tout couple (z,y) de R* x R.
@ Y

0
5) Les fonctions 8_f (x,y) et = (z,y) sont-elles continues en (0,yo) ¢
T

dy

(0,y0) pour tout réel yq.

Solution

1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction f :

Ona:D;= R xR)U ({0} x R) = R%

2) Etudions la continuité de f sur R?.

Sur R* x R : la fonction f est continue car elle est composée de fonctions
élémentaires continues.

Pour x =0, on a :,
0<1f (@,9)| = [o?sin 2| < 22,
x

Comme, limz? = 0 donc d’aprés théoréme d’encadrement on a : limf (z,y) = 0,
z—0 z—0
donc f est continue sur R2.

of of
3) Calculons e (0,70) et o

ﬂ%w—fwwwzhm(. %

X z—0

(0,y0) pour tout réel yq.

of ..
% (an()) - alcli%

of o S @y = fO0) AN
oy (0,90) = }Jlir(l) ; = }JliI(l) (33 sin 5> = 0.
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4) Calculons g (x,y) et g—f (x,y) pour tout réel (x,y) de R* x R.
w y

Soit (x,y) de R* xR. Ona :

0 0 —
—f(x,y):—(a:QSing>:2xsing+x2 Y cosy:2xsing—ycosg.
Ox Ox x x x? x x x

of I AN e y Yy
ay(%y)—ay (x sin >—x COS = = T CoS —.

X T T T

0
5) Les fonctions 8_f (x,y) et of (x,y) sont-elles continues en (0,yo) ¢
x

dy
La continuité de 8_f On a:
ox
9z sin 2 —ycosg st x #0
af B x T
ax (l’,y) -

0 st =0

0 0
lim—f (x,90) = lim (2:(: sin Yo _ 1 COS @> : n'existe pas, donc donc —f n’est
z—0 ax z—0 €T xT ox
pas continue en (0, ) .

La continuité de ——. On a :
dy
zsin? sz #0
=4 "
y Y
0 st =0
0 0 0
Comme :};lg(l)a_g (z,90) =0= 8—1; (0,y0) , donc 8_;; est continue en (0,yp) .

Exercise 2.41 Soit f : R> — R la fonction définie comme suit :
22y
2?2 + y?

si (z,y) # (0,0),
f(z,y) =

0 si (z,y)=1(0,0).

1
1) Montrer que : ¥V (z,y) € Dy : f(z,y) < 1 (22 + y?).
2) Etudier la continuité de f sur R2.

of of
3) Calculer . (0,0) et o (0,0).
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4) Montrer que f est différentiable en (0,0).

Solution.

1) Montrons que : ¥ (z,y) € Dy : 0 < f(z,y) < i(xQ +12).
Ona:D;=(R*xR*)U{(0,0)} =R

Ona:V(x,y) eR: (z—y)*>0= 22+ y*> 2y, douzy < %(m2+y2).
Donc,

229> 1 1 1L, , L, , o
P = s = ol < o (5@ 4) (5604 ).

d’o,

V(z,y) €R*:0 < f(x,y) gi(ﬁ—i—gﬂ).

2) Etudions la continuité de f sur R

Sur R* x R* : la fonction f est une fonction rationnelle, elle est continue.
Pour (0,0), on a :,

osf(w)si(x%f).

1
Comme lim = (z® +y?) =0, d’aprés théoréme d’encadrement on a :

(2,y)—(0,0)4
lim f(z,y) =0, donc f est continue sur R>.
(z,y)—(0,0) of of
3) Calculons 92 (0,0) et 7 (0,0).
0
af o J(O+R0)—f(0,0)0 B2 0
or "0 = h BRI T
0
of . J(0,0+k) - f(0,0) . F2 .. 0
ay 0 I k — i T
4) Montrons que f est différentiable en (0,0).
Calculons :
0 0
PO+ R0+ R = 0.0kl 0.0 - k2 0.0
i
(h,k)lgioyo) Vh?+ k2

h2k?
: h2 + k2 : h?k?
= lim ——= lim .
(h.k)=(0,0)\/h? 4+ k2 (hk)—(0,0) (h? + k2) Vh? + k?
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On utilise les coordonnées polaires : posons : h = rcosf et k = rsinf, donc

(h,k) — (0,0) on aura
r—0e0<60<2m.
Donc,

h?k?
lim =
(hk)—(0,0) (h% + k%) v/ h% + k2

r* (cos 9)2 (sin 9)2

lim
r—0

0<6<27

r3

(1 cos0)” (rsinf)?

r—0

0<6<2r

((rcos 0) + (rsin 0)2) \/(7“ cos0)” + (rsin 9)2.

lim r (cos#)* (sinf)® = 0.

r—0

0<0<2n

Alors, f est différentiable en (0,0) .

Exercise 2.42 Soit f : R? — R la fonction définie comme suit :

223 + 3zy — 5y

si (z,y) # (0,0),

$24—y2
fxy) =
0 si (v,9)=(0,0).
1) En utilisant la définition, Calculer of (0,0) et of (0,0).
ox Jy
2) Calculer B et o pour (z,y) # (0,0).
3) Ecrire la différentielle de f en point (0,0).
Solution.
Ona :
2h3
of . f(O+h0)—f(0,00 . Tz _
or (0 = ) h “imh S ime =2
—5k3
of . f(0,0+k)—f(0,0) . Tz _
ay "0 = 1 ST ey =
: of f
2) Soit (x,y) # (0,0) . Calculons P2 (x,y) et 0 (,y).
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Ona:
of (2,y) = (622 + 3y) (22 + y?) — (222 + 3xy — 5y3) (2x)
o T (22 + y2)°
22t 4+ 3y® — 32y + 10xy® + 62%y°
(2 +y2)° ’
Of () (3z — 15y%) (2 + ) — (22° + 3wy — 5¢°) (2y)
- I7 —
ay Y (22 + 42)°
323 — byt — 3xy? — 423y — 152%y?

(22 + y2)°

3) Différentielle de f en point (0,0).

df (0,0) = % (0,0) dz + % (0,0) dy = 2dx — 5dy.



Chapitre 3

Intégrales Doubles, Intégrales
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3.1 Introduction

L’intégrale multiple est une forme d’intégrale qui s’applique aux fonctions
de plusieurs variables. Les deux principaux outils de calcul sont le changement
de variables et le théoréme de Fubini. Ce dernier permet de ramener un calcul
d’intégrale multiple & des calculs d’intégrales simples. Dans ce chapitre, nous

présentons les intégrales doubles et triples.

3.2 Intégrales Doubles

Dans cette section, on donnera quelques éléments relatifs aux calculs d’inté-
grales double.
Soit D une partie fermée et bornée de R? (D est limité par des courbes

simples dans R?) et soit
f: D — R,
(z,y) = fl(zy),

une fonction a deux variables x,y a valeurs dans R définie et continue sur le

domaine D. L’intégrale double de f sur D est donnée par :
//f(ﬂf,y) dady.
D

3.2.1 Propriétés de I’intégrale double

1) Aire D : Si f (z,y) = 1, alors : Aire D = // dxdy.
D

2) Positivité : Si f (z,y) > 0 pour (x,y) € D?, alors : //f (z,y) dzxdy > 0.
D

3) Linéarité : Soient f et g deux fonctions & deux variables qui sont inté-
grables sur D et A\, 3 € R, alors :

// (A (z,y) + Bg (z,y)] dxdy = A//f(x,y) dwderﬁ//g(x,y) dzdy.

4) Relation de Chasles : Si D = D; U Dy et Dy N Dy = (), ¢’est & dire D,

et Dy deux domaines qui sont disjoints (Aire D; N Dy = 0), alors :

[ s@wasty= [[ 1@sys [[ 160 oy



3. Intégrales Doubles, Intégrales Triples 92

3.2.2 Meéthodes de calcul des intégrales doubles

Nous intéressons dans cette section au calcul pratique des intégrales doubles.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Fubini)
Soient h et k deuzx fonctions continues sur 'intervalle [a,b], telle que Vx €
[a,b] : h(z) < k() et soit D le domaine de R? défini par :

D={(z,y) eR?’/a<z<beth(z)<y<k(z)}.
Si,
f: D — R,
(z,y) = flzy),

est une fonction continue, alors f est intégrable sur D et on a :

b k(x)

[[s@oay=[| [ s@oay |
D h(z)

a

ce théoréme définit l’intégrale double a l’aide de deux intégrales simples.

Remarque 3.1 Si f (z,y) = 1, l'intégrale double // dxdy est Uaire de D.
D

Corollaire 3.2 L’intégrale double d’une fonction réelle continue [ sur un pavé
(rectangle)

D=la,b] x [c,d ={(z,y) eR*/a<z<betc<y<d}.

est égale a deux intégrales simples successives :

//f(x,wdxdy:] df(w)dy dr.
2 L\

Remarque 3.2 Dans ce cas, 'ordre d’intégration n’est pas forcé.

Exemple 3.3 Soient

f: R — R,
(x,y) — f(zy) =22 +ay+y*+2,
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une fonction et D = [1,2] x [0,3] = {(z,y) € R*/1 <2 <2et0<y<3} un
rectangle.
On va commencer par intégrer cette fonction par rapport a vy, puis continuons

le calcul en intégrant par rapport a x, on obtient :

2 3
/ f(:c,y)dxdy:/ /(x2+a:y+y2—|—2)dy dx
b 1\

2
1 1
:/([m2y+§xy2+§y3+2y} ) /(?)w - x+15)d

9 > 115
= {x:i + =x? + 15:5} =—.
1 .4

Ou bien on va commencer par intégrer cette fonction par rapport a x, puis conti-

nuons le calcul en intégrant par rapport a y, on obtient aussi :

2

3
/D/f(x,y)da:dy:{ /(x2+xy+y2—|—2)dx dy

1

Z({wam}) /()

3 +1 +13 5115
=¥ty gy

Proposition 3.1 Soient

f: D — R,
(z,y) — [f(zy),

et D =[a,b] X [c,d] ={(z,y) € R*/a<z<betc<y<d}.
Si, f(z,y) = fi(x).fa(y) alors :

/ f(a:,y>dxdy—]7f1 pdody = [ fi @) do. [ 1) dy
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Exemple 3.4 Soit D = [0, g] x[1,2] = {(x,y) € R?/0<«x < —etl<y< 2}
Calculer // (y + 1) (cos 3x) dzdy.

On a:

// y + 1) (cos 3z) dxdy :// y + 1) (cos 3z) dxdy

2

- j/(cosB:L’)dx /(y+1)dy =<Esin3x}j) ([%yQerI)

1

(13m0 1, 1,

= (g S1n 7 g Sin 0) (52 + 2 <§1 + 1)>
1 3 1 3 -1 5 5
o (5)-5m0) (2) - (5) 5) ¢

Done, // (y+ 1) (cos 3z) dedy = —g.

3.2.3 Changement de variables

Les coordonnées cartésiennes (i, y) ne sont pas toujours les plus adaptées au
calcul d’une intégrale, parfois on utilise d’autres coordonnées. Il existe des outils
sont basés sur des calculs de dérivées partielles et de déterminant.

Soient
f: DcV — R,

(y) = [z,
une fonction continue sur un compact D.
Soit
v: ACR?> — DCR?
(w,v) = W(w,0)=(z(u,0),y(uv)),
est une application bijective et de classe C* telle que ¥ (A) = D.
Ona: (D=0 (A) s (A=9"1(D)).
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On supposera en outre que les fonctions x et y admettent des dérivées par-

tielles continues sur A. On définira le Jacobien de 'application par :

00 o
ou ov
J =
9y 9y
ou  Ov
et
00 s
ou ov
dy ay Ou Ov  Ou Ov
du v
d’ou |det J| = %% - %g—x est la valeur absolue de déterminant du la
v

matrice Jacobienne ne doit pas s’annuler sur A pour que 'application ¥ soit

inversible. Alors.

//f (z,y) dedy = //f (x (u,v) ,y (u,v)) |det J| dudv,

Nous présentons deux exemples différents qui montrent que le changement
de variables est trés important dans les deux situations suivantes :

1) Cas de domaine D est délimité par quatre droites.

2) Cas de domaine D est délimité par des formes circulaires.

Cas 1 : Le domaine D est délimité par quatre droites.

Exemple 3.5 Soit D = {(z,y) € R/ —-2<z+y<2e —1<x—9y<1}.
Calculer // (z + 2)* dady.

D
En utilisant le changement de variables suivant, on pose

u+tw
{u:x—l—y, N x_ugv’
v=x —y. y=—5
Dans ce cas, la matrice Jacobienne est donnée par :
1
2 2 ~1 1
det J = =5 d’ot |det J| = 3
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Avec ce changement de variable, le nouveau domaine /\ s’écrit alors :
A:{(u,v)e R*/—2<u<2 et —1§v§1}.

Donc,

2 2
9 B U+ v 1 B 1 U+ v
//(:U+2) dxdy-//( 5 +2> 2dudv—/ 2/( 5 —|—2) du | dv
D A 2

(G- G)) (G- G)-2

Cas 2. Le domaine D est délimité par des formes circulaires.
Lorsque le domaine D est délimité par des formes circulaires, cela nous permet
d’utiliser les coordonnées polaires comme changement de variable. Pour cela, on

considére les variables suivantes :

x=ux(r,0) =rcosb,
{ y=1y(r,0) =rsind.
Comme rappel, notons quun point M (z,y) est déterminé par : r la distance
du point M a l'origine : r = \/Wy2 et 0 I'angle entre le vecteur 07\4 et 'axe
(ox) d’ou 0 < 0 < 2.

En utilisant les coordonnées polaires, la matrice Jacobienne s’écrit souvent :

ox oz
or 20 cos 6 —7sin 6

J p— p—
@ @ sin @ 7 cosf
or 00

et
cos —rsinf
det J = = rcos? 0 + rsin®6 = r.

sin 8 7 cos 6
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Donc, |det J| =r.

La formule s’écrit :

//f(a:,y) dzdy = //f(rcos@,rsinG) rdrdf.
D A
Exemple 3.6 Soit D = {(z,y) € R*)/1<z?+¢y*<4}.

Calculer // y2dxdy.
D

En utilisant les coordonnées polaires :
T =rcosb,
y = rsinf.

//y2dxdy = // (rsin 0)° rdrdd,
D A

ou AN={(r,f)e R*/1<r<2e0<6<2nm}.

Donc,

Alors,
2 27
// yrdrdy = // (rsin@)? rdrdf = //(rsin0)2 rdrdf,
D A 10
2 27 2 27 1 1
= /r3dr /(sin 0)>do | = /7"3dr /(5 —5cos 29) df
1 0 1 0
120, 1 1 (0%, 1. 1T 15w
= |- -0 ——sin20| = |=rt| |Z0—-sin20| =—.
LrHQ sin L {Ml -] =%

Exemple 3.7 Calculer la surface du cercle de centre O (0,0) et de rayon r = 3.
Dans ce cas on pose : D = {(z,y) € R?/0< 2?4+ y* <9} et la surface

demandée est donnée par : dxdy.

D
En utilisant les coordonnées polaires :

x =rcosb,
y = rsinf.

Donc, A ={(r,0) € R2/0<r<3et0<6<2r}.
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Alors,

_ (g) (27) = or.

3.2.4 Applications : Moment d’inertie, Centre de gravité
Moment d’inertie d’une figure plane

Définition 3.1 (Moment d’inertie)

On appelle moment d’inertie I d’un point matériel M de masse m par rapport
a un point O le produit de cette masse m par le carré de la distance r du point
M au point O. On écrit : I = m.r?

Le moment d’inertie d’un systéme de points matériels my, mo, ..., m, par rap-

port & O est la somme des moments d’inertie des divers points du systéme c’est
i=n

a dire : I = E m;.r?
=1

Le moment d’inertie d’une figure matérielle plane D contenue dans le plan

Oxy par rapport & l'origine des coordonnées est

I = // (x2 —|—y2) dzdy.

De plus,

I, = // y*dxdy : est appelée le moment d’inertie de la figure D par rapport au aze Ox.
D

I, = / / x2dxdy : est appelée le moment d’inertie de la figure D par rapport au axe Oy.
D

Exemple 3.8 Calculer le moment d’inertie du disque D = {(z,y) € R*/x*> + 3> <9 }
par rapport a son centre O (0,0).
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On a, d’aprés la formule

1= / / (2 + y?) dudy.

En utilisant les coordonnées polaires :
x =rcosb,
y = rsinf.

Done, AN ={(r,0) e R*/0<r<3et0<0<2nm}.

Alors,
3 2w
// (22 + y?) dwdy = // r?rdrdf = //7’3drd0,
D A 00

2w

3
1 3 27
= /rgdr /1.d0 = [ —rd } [ 0 }
4 0 0
0

0

() -

Exemple 3.9 Calculer le moment d’inertie de la figure matérielle plane D =
{(z,y) € R*/z >0,y >0etz+y <1} parrapport a son centre O (0,0).

Ona :
1—x 1—x

//(m2+y2)dxdy—]](a:2+y d:cdy—] /x +y¥) dy | dz
]([ﬁy—l—%ys}:m) dxz](ﬁ(l—x)—i—%(l—xﬁ)dm

0

1

4 1 1, 2, 1, 17
:/<—§x3+2x2—x—l—§) dr = {—§x4+§x3—§x2+§xh

0

B 1+2 1+1_1
a 3 6

Alors, //:c + o2 dxdy—6
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3.2.5 Centre de gravité d’une figure plane

Les coordonnées du centre de gravité d’un systéme de points matériels Py, P, ..., P,

de masses my, ms, ..., m, sont données par les formules

i=n
i i=1

> m > m
; i=1

Les coordonnées du centre de gravité d’une figure plane D est :

// rdxdy // ydxdy
J:C — D— et yc — D—
/ / dxdy / / dxdy
D D

Exemple 3.10 Déterminer les coordonnées du centre de gravité du
D={(z,y) € R®/z>0,y>0eta”+y* <1},

en supposant la densité superficielle partout égale a 1.

Ona:
1 V1—a2 1 1—z2
//xda:dy :/ / :z:dxdy:/ / xdy | dz
D 0 o 0 0

0

[ 1) f e

—_

. [% (1 —x2)g]: - %
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V1—z22

1 1
//ydxd :/ / ydxdy :/ / ydy | dx
0 0 0

]( ”)dx_/\/fﬁdx—

0
Alors, les coordonnées du centre de gravité du

D={(z,y) € R*/z>0,y>0eta®+y* <1},

// xdxdy // ydxdy
po— b _3_14
/ / dxdy 37 / / d:):dy
D

3.3 Exercices corrigés

sont :

W Yool =

A>|:]|oo|>—l
|

Exercise 3.11 Calculer l'aire d’un disque D de centre O (0,0) et de rayon r.

D={(z,y)e R*/ 2> +y*<r* },

Solution.

On peut trouwver l'aire S d’un disque D grice au calcul intégral comme suit :

S = 4/\/7’2 — 22dzx.
0
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On pose le changement de variable x = rsint = dx = (rcost) dt et

Stx =0, on aura t =
Stx=r, on aurat =

0.
T
5"

T
2

S:4/ r? — 22dx :4/\/r2—(rsint)2 (rcost)dt
0 0

s T
2 2
1 1
= 42 / (cos?t) dt = 4r? / (5 + 5 cos 2t> dt
0 0

T
1 1 9
= 4r? —t + = sin2t 2
2 4 0
1 1
= 472 ((%—I—Zsinﬂ) — (O—FZsinO)) = 7.

On peut aussi calculer laire S comme suit :

On utilisons les coordonnées polaires et le jacobien du passage en polaires on

obtient :
r 2 r 27
S = / / Ldtdo — / Lt | / 1.6
0 0 0 0
1 Tor 2m
=| =t* | .| 0
[ 2 L - ]U
1
= 57"2. (27) = 7r?.

Exercise 3.12 Soit D = {(z,y) € R?/—1<x<1et0<y<3}.

Calculer / / xe™Vdxdy.
D
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Solution

oQ
8
)
&
ISH
8
I
<
I
\)—l
o\w
=
)
&
QU
<
QL
)

I
L\)—‘
N
3

&

[en) w
N~
oY
)

lg 1 3
e
3¢ 7 3°
Donc // re™drdy = 163 — 16_3 - 2.
’ 3 3
D

Exercise 3.13 Soit D = {(z,y) € R*/x >0,y >0etx+y <4}.
Calculer // (22 +y + 1) dady.

D
Cherchons d’abord les bornes d’intégrations, on a :

>0, 0<x<A4,
y >0, =
r+y <4 0<y<4-—u.

Donc le domaine d’intégration s’écrit aussi :

D:{(x,y)e R2/0§x§4et0§y§4—x}.
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Solution
4 fh-g 4 A
1 —X
//(9:2+y+1)d:cdy=/ /(a:2+y+1)dy dmz/({(ﬁyﬁy”y)} )di'f
D 0 0 0 0
y 1
:/(m2(4—x)+§(4—x)2+(4—m))dm
0
4 . 4
:/ — 3+ S b+ 12 ) der = |—Zat + 228 x4+ 12z
4 6 0
1 9 5
= 4%+ 243 — Z42 4+ 12 (4) = 40.
4 +6 2 + () 0

Done, // (22 + y + 1) dedy = 40.
D

Exercise 3.14 Soit : D = {(z,y) € R*/1 <a?+y* <16 }.
Calculer // (7T+ 22 + y?) dxdy
D

En utilisant les coordonnées polaires :

2?4 y? = 2
x =rcosf, .
} d’ot 0<6<2m.
y = rsinf.
det J =r

Donc,

// (7T + a2 + y?) dady :// (7 + 12) rdrdd,

ou A={(r0)e R*/1<r<4e0<0<2r}.

Alors,
4 2w

// (T+a2*+y*)dedy = [ [, (7+r2)rdrd9://(r3+7r) drd®,
D 10

4 2m 1 1 4 )
_ 3 _|ta Lo "
- /(r + 7r)dr /1.d0 —{47“ —|—7TL[ 0 ]0

1 0

(o8- Ge))en-
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1845
Donc, // (7T+ 2% +y?) dedy = VR
D

Exercise 3.15 Soit : D = {(z,y) € R?*/z >0,y >0 et 2? +y* <4 }.

4
Calculer // mdl’dQ
D

En utilisant les coordonnées polaires :

2?4 y? =2
x =rcosb, .
) d’ot 0<60<2m.
y =rsind.
det J =r

Donc,

4 4
————dxdy = drdf
[/2+ﬁ+y2xy [/2+ﬂrr’
D A

ouA=1{(r0ec Ro<r<2e0<o< ).
2

Alors,
s
4 4 2 4
.
_C rdy = drdf — drdd
//2+w2+y2 o //2+r2r ' //2+r2 e
D A 0 O
v T
2 4 9 2 E
:/ " _ar /1d0:2/—2rdr /1d9
2 4 72 2 4 72
0 0 0 0

Rl R

:[ 21n (2 + r?) ]Z[ 9 ]

= (2 (2+4) - (2l (2) (5) =2(06-m2) (F) = 73,

4
DOW/C, // mdxdy = 7mln3.
D
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3.4 Intégrales triples

Dans cette section, nous présentons l'intégrale triple d’une fonction a trois
variables sur une partie bornée de R3. Par la suite, nous présentons quelques
techniques de calcul : changements de variables cylindriques, changements de
variables sphériques.

Soit f une fonction définie de V' a valeurs dans R :

f: VCcR — R,
(,9,2) — [f(z,9,2).

ol V une partie fermée et bornée de R3.

L’intégrale triple de f sur V' est donnée par :

/ z £ (z,y, 2) dedydz.

3.4.1 Propriétés de l’intégrale triple

1) Volume V : Si f (z,y,2) =1, alors :

VolumeV = /// ldzdydz.
v

2) Positivité : Si f (z,y,z) > 0 pour (z,y,z) € V3, alors :

/Z/f (z,y, 2) dedydz > 0.

3) Linéarité : Soient f et g deux fonctions & deux variables qui sont inté-
grables sur V et A\, 5 € R, alors :

/Z/ (A (2,9, 2) + By (2,y, 2)] dedydz =
)\// f(z,y,2) dxdydz—l—ﬁ///g(x,y, 2) dzdydz.

4) Relation de Chasles : SiV =V, U Vs et V1 NV, =0, cest a dire V; et

Vs deux domaines qui sont disjoints (Volume V; N V5 = 0), alors :

// f(z,y,z dmdydz-// f(zy, 2 dxdydz+// f(z,y, z)dedydz.



3. Intégrales Doubles, Intégrales Triples 107

3.4.2 Meéthodes de calcul des intégrales triples
Intégrale triple sur un parallélépipéde

Soit :
V =[a,b]x[c,d]|x[n,m] = {(z,y,2) € R*fla<z<bc<y<detn<z<m}

un parallélépipede fermé du plan R? dont les cotés sont paralléles aux axes de

coordonnées.

Théoréme 3.16 (Théoréme de Fubini)

Soit f application continue sur le parallélépipéde V' a valeur dans R.
f: VCcR — R,
(r,y,2) — [flz.y,2).

ouV ={(z,y,2) € R?’/agmgb,cgygdetngzgm}.
Alors on a :

b d m
[l enrsine (] (J e )

Remarque. Dans ce cas l'ordre d’intégration n’est pas forcé donc, on va

choisir l’ordre ou les calculs sont facile.

Exemple 3.17 Soit : V = {(z,y,2) € R} /0<z<1,0<y<2e0<2<3}.

Calculer /// (22 4+ 3y — 2+ 5) dedydz.
v
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On a:

1 2 3
/// 2z + 3y — 2z + 5) dedydz :///(2x+3y—2+5)d:vdydz,
% 000

1 /2 /3
:/ / /2x+3y—z+5

0 0 0
1

)
//([(2m+3yz__z+5z )dy "
1

2
0 0

1

1
/1295—1—39 dx—[ 622 + 39z } = 45.
0

0

Done, /// (2x 4+ 3y — z + 5) dedydz = 45.
%

Théoréme 3.18 (Théoréme de Fubini)
Soient 2 un compact de R? et h, k deuz applications continues de ) dans R.
et

V= {(x,y,z) cR?/(z,y) € A h(z,y) <z < k:(x,y)},
un compact de R3, et soit
f: VCcR® — R,
(,y,2) — [flzy,2).
Alors on a :

k(z,y)

// f(z,y,2)dedydz = // / f(z,y,2)dz | dedy.
% Q  \h(zy)
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Exemple 3.19 Soient
f: R — R,
(z,y.2) = flz,y,2) =2 +yz,

une fonction et

D:{(:p,y,z)G R®*/z >0,y >0 etx+y+22§1}.

Calculer ///f (x,y, z) dedydz sur le domaine D .
D

On a:

3 /1-22 [l1-2—22

///f(ac,%z)dxdydz:/ / / (22 +y2)dy | dz | d=

0 0 0

L /-2
1
0 0

1 1 1 1 2 1
:{ — 2o - 22— } = —
Proposition 3.2 Soient
f: VCcR® — R,
(z,9,2) — fi(z).f2a(y) f3(2),

ol f1, fo et f3 trois fonctions continues et
V =[a,b]x[c,d]x[n,m] = {(z,y,2) € R*°/a<z<bec<y<detn<z<m}

Alors on a :

///f(x,y,z)dxdydz:777fl () .f () dydadz

m

_ b/fl(x)dx . 7fz(y)dy | [ e

n
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Exercise 3.20 Soit : V = {xy, 2)€ R30<z<7m,0<y<2et0<2<3}

Calculer /// (1+ 2)y* (sinz) dedydz.

2

/// (1 + 2)y? (sinz) dedydz = 7/ 3 (1 + 2) 92 (sinx) dzdydz,

\%4 0 O

T 2 3

- /(Sinx)dx /gﬂdy /(1—|—z)dz

0

- e D) () (+5)
— (—cosT + cos0) (2) (3 + g) — 10,
Donc, / Z / (1+ 2)y? (sinz) dedydz = 40.

3.4.3 Changement de variables

Dans quelques cas le calcul de / / f(x,y, z)dedydz s'avere tres difficile.

v
Afin de faciliter les calculs, on peut utiliser un changement de variables adéquat
pour calculer cette intégrale.

Dans le cas, le changement de variables est donné comme suit :
(z,y,2) = h(u,v,w) = (x (u,v,w),y (u,v,w), z (u,v,w)),

ou h est une application bijective et de classe C! sur A = h=! (V). Alors, on

f(z,y, z)dedydz = f(x(u,v,w),y (u,v,w), 2 (u,v,w)) |det J,| dudvdw,
i il
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ou J est la matrice Jacobienne donnée par :

ou ov ow
J=| % 9% 9y

ou ov ow 7

ou ov ow

et |det J| est la valeur absolue du déterminant de la matrice Jacobien J qui

ne doit pas s’annuler sur A.

Passage en coordonnées cylindriques :

On considére le changement de variables en coordonnées cylindriques suivant :

x =rcosf, r=/z?+y?
. Y
Y= 7“311197 = 0 = arctan—,
T
zZ=2Zz. z = Z.

La matrice Jacobienne associée est donnée par :

ou v ow

cos) —rsinf 0

J = % @ @ = sinff rcosf O
ou ov ow

0 0 1
ou ov ow

Donc,

cos —rsinf 0
detJ = | sinf rcosf 0 |=
0 0 1

cosf rsinf

sinf rcosf

Par conséquent la formule s’écrit :

/Z/f(x’?%z) dxdydz = /Z/f(rcos@,rsin@,z) rdrdfdz.

=1 (cos )’ +r (sinf)* =

T.
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Exemple 3.21 Soit : V = {(z,y,2) € R3/0<2?2+¢y*<1et0<2<2}.

Calculer /// zdxdydz.
V

On pose
x =rcosf, r=/z?+y?
y=rsinf, = 9=arctan%,
g =z Z=2z.

De plus
0<a®+y°<1 0<r<1,

=4 0<460 < 2m,

0<2<2 0<2<2.

et déterminant de la matrice Jacobienne associée est donnée par :

cos) —rsinf 0
detJ = | sinf rcosf 0 |=
0 0 1

/Z/ zdzvdydz = /Z/ zrdrdfdz.

ou AN={(r,0,2)e R3/0<r<1,0<0<2ret0<2<2}.
Ona:

cost —rsinf | _ 7 (cos8)? 4 r (sinf)® = r.

sinff rcos@

Donc,

1 27 2 1 2 2w
/// zrdrdfdz —/ /zrdrd&dz = /rdr /zdz /1d9 ,
A 000 0 0 0

(%) (2) (27) = 2

() D)
Done, / Z / zdrdydz = 2.

Passage en coordonnées sphériques :
On considére le changement de variables en coordonnées sphériques suivant :
x =rcosfsing

y = rsinfsin g,

2 = T.COos .
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Notons qu’'un point M (z,y, z) est caractérisé par :
sa distance a lorigine : r = /a2 + y? + 22
sa longitude : 0 < 6 < 27

™ ™
Sesg

latitude : —
sa latitude 5 <35

hs

Dans ce cas, la matrice Jacobienne (coordonnées sphériques) est donnée par :

ou v ow
cos 0 cos —7rsin 0 cos —7r cos #sin
sl e w ! it i

= | sinflcosy rcosfcosy —rsinfsinp
ou ov ow )
sin @ 0 7 COS
0z 0z 0z
Ju v ow
Donc,

cosfcosp —rsinfcosy —rcosfsinp
detJ = | sinfcosy rcosfcosy —rsinfsing |=r’cose.

sin ¢ 0 T COS

Par conséquent la formule s’écrit :

///f (x,y, 2) dedydz = ///f (rcos@sin g, rsinfsin g, r cos @) (r? cos ¢) drdfdz.
% 7\
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Exemple 3.22 Soit : V = {(z,y,2) € R3/0 < 2% +y? + 22 < 4}.

Calculer /// dxdydz.
V

On pose
x = rcosfsiny 0<r<2,
y=rsinfsing, = 0<6<2m,
T -
= ) <<
2 =TrCcosp 5 <9<3

De plus le déterminant de la matrice Jacobienne associée est donnée par :

det J = r2cos ¢. Donc,
/// drdydz = /// (7“2 oS gp) drdfdp.
% A

oaA:{(r,Q,z)G R3/0§T§2,0§9§27ret <p<

On a:

B

T

2 21 %
/// dxdydz = /// (r? cos @) drdfdy = /// r? cos @) drdfdz,
\% A 0 =

0

3

2
Donc, /// zdxdydz = 3%
1%
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3.4.4 Applications : Moment d’inertie, Centre de gravité
Moment d’inertie d’un corps

Les moments d’inertie d’un point matériel M (x,y, z) de masse m par rapport

aux axes de coordonnées O, O,, O, s’expriment respectivement par les formules :
Lo = (¥ + 2%) m, L, = (4 2%)m, .= (*+y*)m.

Les moments d’inertie d’un corps s’expriment par les intégrales correspon-

dantes :

Lo= [[[ w4 7@y dndgds, 1= [[[ @+ 205 @) dedya:
1% 1%

et I.,= /// (22 + y?) v (2, vy, 2) dzdydz.
v

ou v (z,y, z) est la densité de la matiére.

Exemple 3.23 Calculer le moment d’inertie d’un cylindre circulaire droit de
hauteur 2h et de rayon R par rapport a un diamétre de sa section moyenne, la
densité vy, étant constante.

Solution.

Choisissons un systéme de coordonnées comme suit : confondons l'aze Oz
avec 'aze du cylindre et prenons l’origine au centre de symétrie. Le probléme

revient alors a chercher le moment d’inertie du cylindre par rapport o l'axe Ox :

I, = /// (x2 + y2) Yodxdydz.
1%
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Centre de gravité d’un corps

Les coordonnées du centre de gravité d’un corps sont :

/ / 7y (2,y, 2) drvdydz / / yy (2,9, z) dedydz
14 Vv
Te = ) Ye = 5
//v(x,y, z) dzdydz //v(ﬂi,y,Z) dxdydz
1% |4

// 2y (z,y, z) dedydz
v

et Ze = .
// v (z,y, 2) dedydz
7

ou v (z,y, z) est la densité de la matiére.

Exemple 3.24 Déterminer les coordonnées du centre de gravité de la moitié
supérieure d’une sphére de rayon R et de centre a l'origine. On considére que la
densité vy, est constante.

Solution.

L’hémisphére est limité par les surfaces : z = /R?> — 22 —y? , 2 = 0.

La cote du centre de gravité est donnée par la formule :

/// 2yodrdydz
Ze = —2 .
/ / / Yodxdydz
%

Passons en coordonnées sphériques, on a :

T
o [ 2 /R
Yo / / / (r3cos psin)dr | do | do
o {0 \ o %4 ;
Ze = a =3 ) = gR
o [ 3 §7TR
70/ /(r2 sin)dr | dp | df
o {0 \

On a, évidemment, en vertu de la symétrie de 1’hémisphére, x. = y. = 0.
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3.5 Exercices corrigés

Exercise 3.25 Calculer le volume de la boule B (0, R) .
Solution.
Par un changement de variables en coordonnées sphériques. On a :

R 27 7

/// drdydz = ///7“2 sin pdrdfde,
00 0

B(0,R)

() 1-+)
([ D)o I e 1),

_ (%R?’) (27) ((— cos ) + cos0) = (gwm) .

Exercise 3.26 Calculer ///:c (1 —y) (sin2z2) dedydz, ou
v

V=[0,2]><[—1,1]><[0,g} ~{@ye Rp<s<2-1<y<1 etogzgg}.

Solution.

Ona :

/Z/x (1 —y) (sin2z2) dedydz = [/l/x (1 —y) (sin2z2) dzdydz,

0

us

_ (7 xdx) (](1@ dy) 7(sin22) dz |,

-1

N ETN]
(3 () (o) - (o)) =
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Done, ///w (1 —y) (sin 22) dzdydz = 4.
%

Exercise 3.27 Calculer /// (x 4+ 2y + 3z2) dxdydz, ou

V:{(:E,y,z)e R*/2>0,y>0,2>0 etx+y+z§1}.

Solution.
Ona :
x>0,
0<z<1,
y >0,
=4 0<y<1 -1z,
z >0,
0<z<1l—2z—uy.
r+y+z<1

///:B—I—Zy—I—Sz dzdydz-/ / / (x 4+ 2y + 32)dz | dy | dz,
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1
Alors, /// (x + 2y + 3z2) dedydz = 1
1%

Exercise 3.28 1) Soit D = {(z,y) € R*/0 <x2?+¢*> <4 }.
Calculer sur D l'intégrale double suivante : / / (1+ 2% + y?) dady
2) Soit V = [o, g} % [0,2] x [0, 3]
Calculer sur V' lintégrale triple suivante : / / / (14 2)e¥ (cosx) dxdydz

Solution.
1) Calculons // (1+ 22 + y*) dxdy, ou D = {(z,y) € R?/0<2®>+y> <4}

D
En utilisant les coordonnées polaires :

= 6
{x reosy, et |detJ| =r

y = rsinf.

Done, // (1+ 2%+ y?) dady = // (1 +72)rdrde,
D A

ouN={(r,0)e R/0<r<2e0<6<2r}.

Alors,
// (1+ 2%+ 92 d:cdy—// (1 +r?) rdrdf

2 2w 2
// r+13) drdd = /(r+7’)d /1.d9
0 0 0
_ | +142[9r”—(2+4)(2)—12
= |5y - .= 7) =127,

2) Calculons /// (14 z)e¥ (cosx) dedydz ou V = [0, g} x [0,2] x [0, 3]
v
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On a:

3 2 3
/// (14 2)e¥ (cosx) drdydz ///(1 + 2) e¥ (cos z) dxdydz,
00 0

; (/ o] dx) [Joon) (Joo)
(e ) e ([ ])
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