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Préface

Le présent polycopié est intitulé «Cours et exercices corrigés d’algebre 11>»,
s’adresse aux étudiants du Domaine Sciences et Technique : Parcours Ingénieur.
Il couvre le programme officiel de la matiére Algebre II, qui est consacré au pro-
gramme du deuxiéme semestre de la matiére Algebre II. Ce polycopié est rédigé
de maniere simplifiée et beaucoup d’exemples typiques sont introduits aprées avoir
donné des notions afin que I’étudiant puisse assimiler le contenu du cours. On a
inclus dans ce cours de nombreux exercices avec leurs solutions a la fin de chaque
chapitre. J’espére que ce support aidera I’étudiant de premiere année a assimiler
les mathématiques et plus particulierement 1’Algebre II. Nous tenons & exprimer
notre gratitude et notre reconnaissance aux deux spécialistes qui ont expertisé
ce polycopié. Nous les remercions pour leur travail consciencieux et professionnel
et pour leurs remarques toujours pertinentes. Comme toute premiére version de
tout manuscrit, ce recueil peut contenir certaines erreurs et fautes de frappe,
nous invitons le lecteur a nous les signaler afin d’améliorer la présentation et
le contenu du présent manuscrit, merci de me les communiquer par Email a
l'adresse : (rachid boukecha@yahoo.fr) ou (rachid.boukoucha@univ-bejaia.dz).

Le contenu du matiére d’Algebre 2 est :

Chapitre 1 : Espaces vectoriels.

Définition (sur R et C). Sous-espaces vectoriels. Somme de sous-espaces. Sous-
espaces supplémentaires. Famille libre. Famille liée. Base (finie).

Chapitre 2 : Applications linéaires.

Définition (Opérations). Noyau et image. Rang d’une application linéaire.
Théoreme du rang. Caractérisation de 'injection, surjection et de la bijection.

Chapitre 3 : Matrices, matrices associées et déterminants.

Définition. Matrices particuliéres. Opérations sur les matrices. L’espace vec-
toriel des matrices. Déterminants. Matrice inversible. Ecriture matricielle d’'une
application linéaire. Correspondance entre les opérations sur les applications li-
néaires et celles sur les matrices. Matrice de changement de bases. Effet d’'un
changement de base sur la matrice d’une application linéaire.

Chapitre 4 : Systémes d’équations linéaires.

Définitions et interprétations. Systémes de Cramer (cas général).

Chapitre 5 : Réduction des matrices.

Valeurs et vecteurs propres. Polynémes caractéristiques. Théoréme de Cayley-

Hamilton. Caractérisation des matrices. Applications de la réduction.



Chapitre 1

Espaces Vectoriels
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1.1 Introduction

La notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des mathéma-
tiques modernes. Il s’agit de dégager les propriétés communes que partagent
des ensembles pourtant trées différents. Par exemple, espace de fonctions réelles,

espace de matrices,...

1.2 Espace Vectoriel, Base, Dimension

Dans ce chapitre, (k,+,.) désigne un corps commutatif, en pratique k = R

ou k = C. On note par 1y I’élément neutre pour la loi "."

1.2.1 Structure d’espace vectoriel

On appelle k—espace vectoriel (ou espace vectoriel sur le corps k) tout en-
semble £ muni d’une loi de composition interne notée @ et d’une loi de compo-

sition externe notée ®

®: ExFEF — FE QX: kx FEF — FE
(r,y) +— Oy (Ny) — A®y

tels que :

1. (E,®) est un groupe abélien.

2.V\, u ek, Ve € £ :

a) A+ p)@r=0A02)® (1)

b)A@ (p®zx)=Ap) @

3.Vr,ye EVAek: A@(xdy)=A\®z)d (AQy)

4.Vx € E, 1y ® x = x avec 1 1’élément neutre de k pour la deuxieme loi (la
multiplication).

Lorsqu’on ne change pas le corps de base k on peut utiliser I’expression espace

vectoriel au lieu de k—espace vectoriel.
Exemple 1.1 1) E=R? k=R
®: R2xR? — R?
((z,9), (@ y) — ()& @y)= @+ y+y)

®: R x R2 -~ R2
A (2 Y) — A (z,y) = (Az,\y)
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(R%, &, ®) est un R—espace vectoriel.

2) Le corps k est un k—espace vectoriel pour les lois + et ., dans ce cas les
éléments de k sont considérés simultanément comme vecteurs et scalaires.

3) C est un R—espace vectoriel et en général sik C L alors L est un k—espace

vectoriel.

Théoréme 1.2 Soient (F,®,®) un k—espace vectoriel, \,p € k et x,y € E,
alors on a :

1. AR =0<= A=0, oux =0g

2 AN—p)er=0A®z)— (1@ )

3AR(r—y)=A\®z)—(A®yY)

Appellations et conventions

- On appelle les éléments de F, les vecteurs.

- On appelle les éléments de k, les scalaires.

- Loi de composition interne ¢ sera notée par +

- Loi de composition externe ® sera noté par . ou x

Théoréme 1.3 Soient (E,+, x) un k—espace vectoriel, \,;n € k et z,y € E,
alors on a :

HAx=0g<= =0 ouz =0g

2) (A—p).x=Az)— (p.x)

3) A (z—y)=(Az)— (Ay)

Exemple 1.4 1) R?2 R3.....R" sont des espaces vectoriels sur R.

2) L’ensemble des fonctions f : R — R, est noté F (R,R) est un espace
vectoriel sur R.

3) L’ensemble des suites réelles (Uy,), oy, est noté S (N,R) est un espace vec-
toriel sur R.

4) L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans R, est
noté M, , (R) est un espace vectoriel sur R.

5) L’ensemble des polynomes des degrés n a coefficients dans R, est noté R [z]

est un espace vectoriel sur R.
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1.2.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.1 Soient E un k—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E.

On dit que F' est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E si et seulement si

1) F#0,
2) Va,y € BV, B ek, (Ax+ By) € F.

Remarques
1. {0g} et E sont des s.e.v. de E.
2. R x {Og} est un s.e.v. de l'espace vectoriel R? sur le corps R.

3.S1 Fest un s.e.v. de E et E est un s.e.v. de GG alors F est un s.e.v. de G.

Exemple 1.5 F =R xR =R? F; =R x {0}, F, = {0} x R.

Iy et Fy sont deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires dans E.

Exercise 1.6 Soient les ensembles suivants :

Fi={(z,y) eR*: z =y}.
Fr={(z,y,2) eR*:x+y+22=0}.
F3s={(z,y,2) ER*:x+y—2z=1}.

1) Montrer que F| est un sous espace vectoriel de R

2) Montrer que Fy est un sous espace vectoriel de R3.

3) Fy est-il un sous espace vectoriel de R3?

Solution.

1) Montrons que Fy = {(x,y) € R? : x = y} est un s.e.v de R?.

On va montrer que :
Fi#£0 e VX YeFR,V\BeER (ANX+pY)E F;.

On a: Fy #0, car (0,0) € F.
Soient X, Y € Fy et \,5 € R.

X€F1:>X:(Z'1,I2) et T1 = 19
Yel =Y =(y,y) ety =y

On a :

AX +BY = A (v1,22) + B. (y1,92) = (Ar1, Az2) + (By1, By2)
= (Awy + Byr, Ao + By2)
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De plus on a : A\xy + By1 = A\xg + Bys car x1 = x5 et Y1 = ys.
Alors, \.X + .Y € F\. Done, F; est un sous espace vectoriel de R2.

2) Montrons que : Fy = {(z,y,2) € R® : x +y + 22 =0} est un sous espace
vectoriel de R3.

On va montrer que :
Fo 20 et VX, Y € VA BEeR, (AMX +8Y) € F.

On a: Fy#0, car (0,0,0) € Fy, puisque 0+ 0+ 2.0 =0
Soient X,Y € Fy et A\, € R.

X € Fy= X = (x1,29,23) et 1+ x9+ 223 =0...... (1)
Y€F2:>Y:(y1,’y2,y3) ety1+y2+2y3:() ...... (2)
On a:
AX +BY = A (x1,22,23) + 5. (Y1, Y2, y3) = (Az1, Az2, Axs) + (Byi, Bye, Bys)
= (Az1 + Byr, Axg + Bya, Axs + Bys)

De plus on a :

(Az1+ Byr) + (Az2 + Bya) + 2 (Awz + Byz) = A((21 + 22 + 223)) + B(y1 + v + 2y3)

N N

-

i) @)
— A0+ 5.0=0

Dot NX + .Y € I . Donc, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
3) Fs={(z,y,2) € R3: 2 +y — 2= 1} est-il un sous espace vectoriel de R3?
F3 est un sous espace vectoriel de R® si et seulement si :

F3£0 e VX, Y€FV\BeER: (AMNX+8Y) € Fs.

On a :(0,0,0) ¢ F3 car0+0—0=0# 1. Alors,

Fs={(z,y,2) € R®: 2 +y— 2 =1} nlest pas un sous espace vectoriel.

Somme de sous-espaces

Définition 1.2 (Somme directe)
Sotent E un k—espace vectoriel et Iy, Fy deux sous-espaces vectoriels de F.
On dit que la somme Fy + Fy est directe si F1 N Fy = {0g} et on note Fy & F.



1. Espaces Vectoriels 7

Proposition 1.1 (Caractérisation de la somme directe)
Pour que deux sous-espaces vectoriels sotent en somme directe, il faut et il
suffit que tout élément de la somme Fy + Fy se décompose de fagon unique en

somme d’un élément de Fy et d’un autre de Fy. C’est a dire,

Fi+FF=FN&F <— VZ'EF1+F2,E|!SL'1EF1 6t3!$2€FQ et x = x1 + x9.

Sous-espaces supplémentaires

Définition 1.3 Soient E un k—espace vectoriel et Fy, Fy deux sous-espaces vec-

toriels de E. I, Fy sont dits supplémentaires dans E st et seulement st F1NFy =
{OE} et F1 + Fg = F.

Exemple 1.7 Soit I} = {(z,0),z € R} et F5 ={(0,y),y € R}.

On a : Iy et Fy sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R2.

1.3 Dépendance, Indépendance linéaires

1.3.1 Combinaisons linéaires

Définition 1.4 Soient E un k—e.v. vy, 09, ...,v, € E. On appelle combinaison

linéaires des vecteurs vy, va, ..., v, tout vecteur v de E de la forme

v = )\1'111 + )\2?)2 + ...+ )\nvn = Z)\ﬂ}l ol )\17 )\27 ,)\n e k.

i=1

Proposition 1.2 (Autre caractérisation d’un s.e.v. par les combinai-
sons linéaires)
Sotent E un k—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E. On dit que F

est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E si et seulement si

1) F#0
2)V(z,y) € F?, V(A p) €K, (\e + py) € F.
(i.e. F' est stable par combinaisons linéaires).

1.3.2 Familles liées, familles libres

Définition 1.5 Soient E un k—e.v., n € N*| (v, vs,...,v,) € E™.
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1) On dit que la famille {vy, v, ..., v, } est libre si et seulement siV Ay, ..., \, €

Z/\ﬂ)i =0 = )\1 = /\2 = ;)\n = O.
i=1

On dit aussi que les vecteurs vy, va, ..., v, sont linéairement indépendants.
2) On dit que la famille {vy,va, ..., v, } est liée si et seulement st 3Ny, Ag, ..., Ay €
k — {0k} : 372, Aivi = Op.

Exemple 1.8 1) Soientv; = (1,0,1), vy = (2,1, —1) deuz vecteurs de R®, on a :
v1 et vy sont linéairement indépendants. Car, soient A1, Ay € R : Av1 + Avy =
Ors, montrons que A\ = Ag = 0.
A1+ Ave = 0ps = A (1,0,1) + X2 (2,1,—1) = (0,0,0)
—  (A1,0, A1) + (22, A2, —X2) = (0,0,0)
— (A1 + 22, A2, A1 — A2) = (0,0,0)

>\1+2)\2:O
— A =0 d’O’l\L, )\1:)\2:0.
/\1—)\2:0

2) Soient v = (1,1), v = (2,1), v3 = (=1,0) trois vecteurs de R?. La famille
{v1,v9,v3} est liée. Car,
Soient A1, Aa, A3 € R : \jv1 + Aavs + A\3v3 = Op2, on a :
A1+ AU + A3v3 = 0pz = A (1,1) + X2 (2,1) + A2 (—1,0) = (0,0)
= (M +2X — A3, M+ X)) = (0,0)
Al +2X —A3=0

—
A+ A =0
As=A+2X =M\ +2(-N\)=—-X\
—
Ao = — N\

donc, A\1 = Ay = A3 = 0 n’est pas toujours vérifié, prenons \y = 1 on aura :

)\2 = )\3 =—1c¢et V1 — Uy — V3 = (0,0) = 0R27 c’est & dire U1 = Vg + V3.

Remarque 1.1 1) Pour que la famille {v} soit liée il faut et il suffit que v = 0.
2)Yv € E, {v,v} est lice v—v=0g.
3) Toute famille contenant Op est liée.
4) Si la famille {vy, va, ..., v, } est liée alors tout v; s’écrit comme combinaison
linéaires des autres.
5) La famille {vy,v9} est liée si et seulement si vy est un multiple de vy ou

vy est un multiple de v;.
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1.3.3 Sous-espace engendré par une partie

Définition 1.6 Soient E un k—e.v. et A C E. On appelle s.e.v. engendré par

A Uintersection de tous les s.e.v. de E contenant A et on le note (A) ou bien

Vect (A) = ﬂFs.e.vF-

ACF

En d’autres termes, si A = {v1,va, ..., 0n},

(A) = {v €EFE:IN, A, \y Ek v = Zmz} .
=1

1.3.4 Familles génératrices, bases

Définition 1.7 Soient E un k—e.v. et G C E. On dit que G est une famille
génératrice de E si et seulement si G = E. C’est a dire si G = {vy, vz, ..., 0.},
on dit que G engendre E (ou G est une partie génératrice de E) si et seulement
St

Vo € E,3A Ay An 1 = ) A
=1

Définition 1.8 Soient E un k—e.v. et B une partie de E.

On dit que B est une base de E si et seulement si B a la fois est libre et
génératrice de E.

C’est a dire, si on pose B = {ey, e, ...,e,}, alors B est une base de E si et

seulement si

Vo € B, 3 (A Ay, dn) €K 1 =) Ney,
i=1

Dans ce cas, A1, Ao, ..., A\, sont appelés les coordonnées (ou bien les composantes)

de x dans la base B.

Définition 1.9 La dimension d’un espace vectoriel de dimension finie E, notée
dim E, est par définition le nombre d’éléments d’une base .
Un espace vectoriel E admettant une base ayant un nombre fini d’éléments

est dit de dimension finie.

Théoréme 1.9 (Théoréme de la dimension).
Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont le méme

nombre d’éléments.

Convention. On convient d’attribuer a I’espace vectoriel {Og} la dimension
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La base canonique de R?

Définition 1.10 Soit B = {ej, e} ot e; = (1,0),e2 = (0,1). L’ensemble B est

dite la base canonique de R?. Car :
a) B est libre, en effet : soient o, 5 € R : ae; + feg = Oge

ae; + ey =02 = «a(1,0)+5(0,1) = (0,0)
= (a,8)=1(0,0) dot, = =0.

b) B engendre R?, en effet, soit (z,y) € R?, donc I\, =r € R, AN, =y € R :
(x,y) = /\1 (LO) + /\2 (Oa ]-) :

Donc, B engendre R? de plus B est libre dans R? , alors B est une base de
R2.

La base canonique de R?

Définition 1.11 Soit B = {ej,eq,e3} ot e = (1,0,0),e2 = (0,1,0) et e =
(0,0,1). L’ensemble B est dite base canonique de R®. Car :

a) B est libre, en effet : soient o, 5,7 € R : aey + Beg + yes = Ops

0561+662+7€3ZOR3 = a(17070)+5(071a0)+7(0a071) = (07070)
:> (a7/67/y) - (07070)
— a=0,0=0ety=0.

Donc, B est libre.
b) B engendre R?, en effet, soit (z,y,2) € R3, 37X e R, 3?7\ e R, I?2N3 € R
tel que :
(z,y,2) = A1 (1,0,0) + A2 (0,1,0) + A3 (0,0, 1) .

On a: (z,y,2) = 2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1), d’'oti, Ay = z, Ay = y et
A3 = z. Donc, B engendre R? de plus B est libre dans R3, alors B est une base
de R3.

Exercise 1.10 1) Montrer que B = {e1,ea} ow ey = (1,1),e2 = (2,3) est une
base de R2.

2) Montrer que B = {ej,eq,e3} ot e = (1,3,2),e2 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) est une base de R3.
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Solution.
1) Montrons que B = {ey,e3} ot ey = (1,1),e5 = (2,3) est une base de R2.
a) Montrons que B est libre. Soient o, B € R, on suppose que aey + ey = Oge

Ona:ae+ feg =0 = a(l,1)+3(2,3) =(0,0)
— (a+26,a+35)=1(0,0)

de (2)— (1) ona:p=0,(1)=a=-28=0. On conclut, « = 5 =0, d’'ou B
est libre.

b) Montrons que B engendre R? : Soit (x,y) € R?, 37\ € R, 37Xy € R tel
que : (z,y) = A (1,1) + X2 (2,3). On a :

() =M (1,1) + X2 (2,3) = {

De(2)—(1)ona: =y—x et (l)= I\ =x—2\ =3z —2y.
On conclut : I\ =3z —2y e R, ANy =y —x € R tel que :

(z,y) = Bz —2y) (1, 1) + (y — #) (2,3).

Donc, B = {e1,ea} otie; = (1,1),e5 = (2,3) est une base de R2.

2) Montrons que B = {ej, ez, ez} on e = (1,3,2),e9 = (2,1,—-1),e3 =
(1,—1,1) est une base de R3.

a) Montrons que B est libre : Soient o, B,y € R, on suppose que: aey + Pes +
vez = Ors. On a :

a61+562+7€3 :0R3 :>a(17372)+6(2a17_1)+7(1a_1a1) - <0a070)
a+28+y=0.... (1)

De (2)+ (3) on a : 5ba =0 d’ou o = 0.

De ((1)+(2)) et (¢ =0) ona:38=0dou =0 eton aura aussi 7 = 0.

On conclut, o« = =~ =0, d’ou B est libre.

b) Montrons que B = {ej,es,e3} ot ey = (1,3,2),e5 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) engendre R3.
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Soit (x,y,2) € R®, 37N € R, 3?2\, € R, 37X3 € R tel que :
(.I', Y, Z) = )‘1 (17 3a 2) + /\2 <2a ]-7 _1) + /\3 <1a _]-a 1) :

Ona:(x,y,z) =M (1,3,2) + X2 (2,1, —1) + X3 (1,—1,1) d'ou
(x,y,2) = (A1 + 2Aa + A3, 3N + Aa — A3, 201 — Ao + A3) on obtient le systéme

swvant :
)\1+2)\2+)\3:$ ....... (1)

3)\1—|—)\2—)\3:y ....... (2)

de (2) +(3), on a: bA\; =y + 2 d’oam:y;z et de (1) + (2) on a: Ay =
1 +1 4>\
—T+ -y — =A1.
i 3y ’ 11 1 4 /1 1 5) 4
r+y—4z
S RN )\ — - _ - - - g 1 .
d’ot, Ay 3$+3y 3(5y+52) i et de (1), on aura
1 1 4 11 T—y+2
M=r—-2X—-N=z-2|-2+—y——z|—|-y+-2)=——"
3T AT AT AT <3$+15y 152) <5y+52> 3
On conclut :
Bz 4y — 4 _
El)\1:y+zgR’ 3)\2:MER et El)\gzx—WER,
) 15 3
tel que :
) —4 —
(m,y,z):y+z(1,3,2)+%(2717—1)'%%%2(17—171)-

Done, B = {e1,eq,e3} one; = (1,3,2),e5 = (2,1,—1),e3 = (1,—1,1) engendre
R3.

Proposition 1.3 Soient Fi, F5 deux familles de vecteurs de E telles que Fy; C
Iy, alors on a

a) Si Fy est libre alors Fy est libre.

b) Si Fy engendre E alors Fy engendre E.

Proposition 1.4 Soient n € N* [} = {vy,v9,...,0.}, F5 = Fy U{v,1} =
{v1,v2, ..., Up, Up11} deux s.e.v. de E, alors on a

a) Fy est libre et v,41 ¢ (F1) = Fy est libre.

b) Fy engendre E et v,1 € (F1) = F| engendre E.
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1.4 Théorie de la dimension

Définition 1.12 Soit E un k—e.v. On appelle dimension de E le cardinal d’une
base B de E et on note dim F =cardB.

Exemple 1.11 a) E = R", Bgn = {e; = (1,0,...,0),e5 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0, ...

dimR" = n.
b) La famille L = {uy,us,us, us},u; € R® ne peut pas étre une base de R3
car : dimR3 = 3 et cardL = 4.

Théoréme de la base incompléte

Soient F un k—e.v. de dimension finie dim £ = n, B = {ej, e, ...,€,} une
base de E et soit L = {uy, ug, ..., u.},r < n une famille libre de F. Alors il existe
au moins une fagon de compléter L par (n — r) vecteurs de B pour obtenir une

nouvelle base de E.

Exemple 1.12 £ =R3 B = {¢; = (1,0,0),es = (0,1,0) ,e3 = (0,0,1)} la base
canonique de R3. Soit L = {u; = (1,0,1) ,up = (0,1,1)} une famille libre de R3.
On peut prendre e3 = (0,0,1) de B pour compléter L et avoir une nouvelle base

de R3. L' = {uy,us,e3} est une base de R3.

Proposition 1.5 Soit E un k—e.v. de dimension finie dim F = n, alors
1. Toute famille libre admet au plus n éléments.
2. Toute famille génératrice admet au moins n éléments.

3. Toute base de E admet exactement n éléments.

Proposition 1.6 Soit £ un k—e.v. de dimension finie dim E = n et soit F' une
famille finie d’éléments de E. On a :.
1. Si cardF = n et F est libre, alors F' est une base de FE.

2. 8i cardl' =n et F' est génératrice, alors F' est une base de F.

Exercise 1.13 Soient A = {(2,1),(-1,1)} e¢ B=1{(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.
1) Montrer que A est une base de R
2) Montrer que B est une base de R3.

Solution.
1) Montrons que A = {(2,1),(=1,1)} est une base de R

D},
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On a cardA = 2 = dim R?, donc il suffit de montrer que A est libre ou bien
A est génératrice.

Montrons que A = {(2,1),(—1,1)} engendre R?.

Soit (z,y) € R?, 37\ € R, 37Xy € R tel que : (z,y) = A\ (2,1) + A2 (—1,1) .
On a :

(.1', y) = /\1 (2’ 1) + )\2 <_17 1) = {

%0 —
. De(l)ona: =2\ —x= y3 L

De (1) + (2) ona.'/\1:x+y

3
T+y 2 —x

On conclut : A\ = 3 e R, A\ = € R tel que :
T +y 2y —x
(.T,y) :T<271>+ (_171)

Donc A est engendre R%. On a cardA = 2 = dimR? et A est engendre R?,
alors A est une base de R?.

2) Montrons que B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} est une base de R>.

On a cardB = 3 = dim R?, donc il suffit de montrer que B est libre ou bien
B est génératrice.

Montrons que B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} est libre dans R3.

Soient a, 3,7 € R, on suppose que :

a(1,1,0)+ 4(1,0,1) ++(0,1,1) = (0,0,0) .
Ona: a(1,1,0)+5(1,0,1) ++(0,1,1) = (0,0,0)

a+p=0.... (1)
=4 atvy=0... (2)
B+~ =0.... (3)

De(1)—(2)=p=vet(3)=2y=0,douy=0etf=0et(l)=a=0
On conclut, o« = =~ =0, d’ou B est libre.
On a : cardB = 3 = dimR? et B est libre dans R3, alors B est une base de
R3.
Proposition 1.7 Soit £ un k—e.v. de dimension finie, alors tout s.e.v. F' de F

est de dimension finie et on a : dim F' < dim E.

Proposition 1.8 Soit F' un s.e.v. de E avec dimE = n,dim F' = p, alors
1. F' admet un supplémentaire dans E.

2. Tout supplémentaire de F' dans E est de dimension n — p.
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Corollaire 1.14 Soient E un k—e.v. de dimension finie, F' et G sont deux s.e.v.

de E, alors
F
, A )
dim F' = dim G

Preuve. ' C G = F' admet un supplémentaire H dans G.
dimH =dimG —dim FF = 0= H = {0g}, donc
G=F+H=F+{0g}=F.
[ |

Théoréme 1.15 (Formule de Grassmann)

Sotent E un k—e.v. de dimension finie. Pour tout F', G s.e.v. de F.
dim(F+G) =dim F +dim G — dim (F N G).
Ce théoréme est appelé aussi théoréme des quatre dimensions.
Corollaire 1.16 Si F et G sont deux s.e.v. de & en somme directe. Alors
dim (F & G) =dim F' + dim G.
Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 1.13 Soit E un k—e.v. et F' une famille d’éléments de E. On ap-
pelle rang de F' et on note rgF' le nombre maximal de vecteurs de F' qui sont

linéairements indépendants.

Attention. Ne pas confondre entre cardinal d’une famille (nombre d’élé-
ments de la famille) et le rang d’une famille (nombre maximal d’éléments linéai-

rements indépendants).

Exemple 1.17 Soit B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

On a :Vo,B,7 € Roa(1,1,0) + 5(1,0,1) ++(0,1,1) = (0,0,0), on aura :
a=pF=~v=0.

D’ot les vecteurs de B qui sont linéairements indépendants, donc rgB = 3
Exemple 1.18 Soit F' = {(1,2),(1,0),(1,—1)} avecv; = (1,2),v5 = (1,0) ,v3 =
(1,-1).

remarquons que v; = 3vy — 2v3 donc toute famille de 3 vecteurs est liée, on
déduit que rgF" < 2.

Mais, {ve,v3} est libre, en effet : Vo, 8 € R, (1,0) + S (1,—1) = (0,0), on
aura : o = 3 = 0. Alors, rgF = 2.
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1.5 Exercices corrigés

Exercise 1.19 1) On considére les vecteurs vy = (1,—1,2,1), v, = (1,1,0,1),
vg = (3,3,—2,1), on note Ey = (v, vq, v3).
Déterminer une base de E;.
2) Soit By = {(z,y,2,t) ERY*: 2 —y+2—-2t=0etz—2—1t=0}.
Montrer que Es est s.e.v de R* et en donner une base.
Solution.
1) By = (v1,vg,v3) ou vy = (1,-1,2,1), vo = (1,1,0,1) et v3 = (3,3, -2,1).
Déterminons une base de Fjy :
Vérifions d’abord si {vy,vs,v3} est linéairement indépendante dans R* :
Soient o, 3,y € R, on suppose que: o (1,—1,2,1)+5(1,1,0,1)+7v(3,3,-2,1) =
(0,0,0,0).

Ona:o(l,—1,2,1)+B(1,1,0,1) +v(3,3,-2,1) = (0,0,0,0)

a+f+3y=0.... (1)
—a+f+3y=0..... (2)
20 =2y =0............ (3)
a+B+y=0..... (4)

De (1) = (2) on a : 2 = 0, donc a« = 0 et de (3) = v =« doncy =0 et
(4)=pf=—a—r, doup=0.

On conclut, « = 3 =~ =0, d’ots {vy,vs,v3} est libre dans R*.

On a : {v1,vs,v3} engendre Ey et libre, alors {vi,vs,v3} est une base de E;
etdimFE; =3

2) Soit By = {(z,y,2,t) eER* 1z —y+2—-2t=0etx—2—t=0}.

Montrons que Ey est s.e.v de R* et en donnons une base.

E, est un sous espace vectoriel de R* si et seulement si :
Ey#0 et VX, Y € B, VA, BEeR: (AX +5Y) € Es.

Ona:Ey#0, car(0,0,0,0) € Ey, puisque 0—0+0—2.0=0et0—-0—-0=0
Sotent X,Y € Ey et \, 5 € R.

X€E2:>X:(ZL'1,I2,I3,I4) 6t$1—1}2+$3—2(l}4:0, r1— T3 — 24 = 0...... (1)
YEE,=Y = (y,yysy1) etyi —y2+ys—2ys=0, 91 — Y3 — ya = 0...... (2)
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On a:
AX + LY = A (21,22, 3, 24) + B. (Y1, Y2, Y3, Ya)

= (A'rlv )\.%'2, )\1’3, A$4) + (6ylaﬁy276y3a 6:[/4)

A1+ By1, Ara + Bya, Avg+ Bys, Avs + Pys

21 22 z3 Z4

De plus on a :

21 — 2y + 23 — 224 = (A1 + Byr) — (A2 + Bya) + (Awz + Bys) — 2 (Avg + Bya)
:)x(xl—x2+x3—2x4)—0—5(y1—y2+y3—2y4):>\0+BO:O

21— 23 — 240 = (Av1 + By1) — (A3 + Bys) — (Aza + Bya)
=A@1—23—24) + B —ys — ) = A0+ 50=0

Dou \X + .Y € E, , donc, Ey est un sous espace vectoriel de R*.
Donnons une base a By = {(x,y,2,t) ER* 1z —y+2—-2t=0etz—2—t =0}

Cherchons d’abord une famille génératrice a Es. On a :

t=x—=z

_ 9 — - _
rT—y+z t=20 N Y T+ 3z
r—z—t=0

Soit <x7y7z7t> < EQ-

(x,y,2,t) € By = (v,y,2,t) = (v, —x + 32,2, — 2)
= (z,y,2,t) = (¢, —x,0,2) + (0,32, 2, —2)
= (z,y,2,t) =x(1,-1,0,1) + (0,3,1,—1)

Alors, Ey = (wy,ws) ot wy = (1,—1,0,1) ,we = (0,3,1,—1).
Vérifions si {wy, ws} est linéairement indépendante dans R* :
Soient a, 3,y € R, on suppose que: o (1,—1,0,1)+/5(0,3,1,—-1) = (0,0,0,0).
Ona :
a(1,-1,0,1) + 3 (0,3,1,—1) = (0,0,0,0)

—a+38=0...... (2) N “=0
B= 0 (3) 5=0
a—f=0.... (4)

On conclut, « = 3 =0, d’ot {wy, ws} est libre dans R2.
On a : {wy,wy} engendre Ey et libre, alors {wy,ws} est une base de Fs et
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Exercise 1.20 Montrer que dans R3, les vecteurs vy = (2,3, —1), vy = (1,—1, —2)
engendrent le méme s.e.v que : wy = (3,7,0), we = (5,0, =7).

Solution.

Montrons que dans R3, les vecteurs v; = (2,3,—1), v, = (1,—1,-2) en-
gendrent le méme s.e.v que : wy = (3,7,0), wy = (5,0,—=7).

Soient A\, 8 € R, on suppose que: v1 = (2,3, —1) = X (3,7,0) + (5,0, —7)

Ona:

3\ +58 = 2..... (1)
A(3,7,0)+ B(5,0,—7) = (2,3, 1) = { TA=3uco..... (2)
—78=—1......(3)

1 1
De(2):>>\:%et(3):>ﬁ:?etde(l):>3(%)+5(?):2,d’0a2:2

donc,

oy = (;) (3,7,0) + (;) (5.0,-7) doi v — (%) wi + <%) w,

Soient \, 3 € R, on suppose que: vy = (1,—1,—-2) = X(3,7,0) + (5,0, 7).
On a :

3A+58=1....(1)
A3, 7,00+ 8(5,0,-7)=(1,-1,-2) = 4 A= 1. 2)

—1 2
De (2) = A\ = 2 et (3) = p = = remplagons A et B dans (1) on obtient :

(1)=13 (_—1> +5 (g) =1, dou1=1 donc,
7 7
-1 2 -1 2
Vg = <7) (3, 7, 0) + (?) (5,0, —7> et vy = (7) wy + <?) W2
Ona: v — 3 + 1 t _ (=L + 2
na.: UV = 7 w1 7 wWao € Vo = 7 w1 7 Wwso.

On conclut, que les vecteurs v = (2,3,—1), vo = (1,—1,—2) engendrent le

méme s.e.v que : wy = (3,7,0), wy = (5,0, 7).

Exercise 1.21 Soit B = {v1,vy,v3} tel que v; = (1,2,0),v9 = (0,2,1),v3 =
(—1,0,3).
1) Montrer que B est une base de R3.
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2) Décomposer le vecteur v = (16, —4,4) dans cette base.

Solution.

1) Montrons que : B = {v1,vq,v3} tel que vy = (1,2,0),v3 = (0,2,1) ,v3 =
(—1,0,3) est une base de R3. Il suffit de Montrer que B = {vy,vs,v3} est libre
dans R3.

Soient a, 3,7 € R, on suppose que: «(1,2,0) + £(0,2,1) + v(—1,0,3) =
(0,0,0). On a :

a—7y=0..... (1)
o (1,2,0) + 8(0,2,1) +7(~1,0,3) = (0,0,0) = { 20+ 28 = 0....... (2)
B+ 3y=0..... (3)

De(l)=v=aet(2)=p=—-acet(3) = —a+3a=0, doua=0. 0n
conclut, « = f =~y =0, d’ou B est libre.

On a : cardB = 3 = dimR3 et B est libre dans R3, alors B est une base de
R3.

2) Décomposons le vecteur v = (16, —4,4) dans cette base B.

On cherche o, B,y € R tel que :
v =(16,—4,4) = a (1,2,0) + £ (0,2,1) + v (~1,0,3).
On a:
(16,—4,4) = a(1,2,0) + 5(0,2,1) + v (—1,0,3) = (v — v, 2 + 23, 5 + 3)

Par identification on obtient le systéeme suivant :

De(l)=~v=a—-16et(2)=p=-2—-qa,(3) = -2—a+3(a—16) =4, dou
20 =54 donc, a =27, v=27T—16 =11 et f§ = —2 — 27 = —29.

On conclut, « = 27,8 = —29,~v = 11, alors la décomposition de vecteur
v = (16,—4,4) dans la base B est :

v =(16,—4,4) = 27(1,2,0) — 29 (0,2,1) 4+ 11 (—1,0,3) .
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Exercise 1.22 Ftudier la liberté des familles suivantes :

1) A = {(1,2,-1),(~1,1,2),(-1,0,3)} .
9) B = {(2,0,-2),(3,2,1),(1,2,3)}.
3) ¢ = {(1,-2,1,5),(1,1,1,1),(~1,0,3,0)}.

Solution.
1) Etudions la liberté des famille : A ={(1,2,—-1),(-1,1,2),(-1,0,3)}
Soient a, 3,7 € R, on suppose que :

a(1,2,—1) 4 B(=1,1,2) + v (—1,0,3) = (0,0,0).

Ona:a(l,2,—1)+8(=1,1,2) +v(-1,0,3) = (0,0,0)

Ona:(2)=p=2acede(l) onauray =a—LF =a+2a dou vy = 3a,
remplagons (3 et vy dans ’équation (3) on obtient : (3) = —a—4a+9a =0, d’ou
a=0. On conclut, « = =~ =0, d'ou A est famille libre.

2) Etudions la liberté des famille : B = {(2,0,-2),(3,2,1),(1,2,3)}

Soient a, 3,7 € R, on suppose que:

0 (2,0,-2) + 8 (3.2,1) +7(1,2,3) = (0,0,0)

On a: a(2,0,-2)+3(3,2,1)+~(1,2,3) = (0,0,0)
20+ 38+7=0....... (1)
= 242y =0.cccccen. (2)

—2a+ [ +3y=0....(3)

Ona:(2) =~v=—0Fetde (1) on aura2a+ 38 — 3 =0 d'ov a = —f,
remplagons a et v dans l’équation (3) on obtient : (3) =25+ — 38 =0, d’ou
0.8 =0, on déduit que 3 il est quelconque. Prenons par exemple 3 =1 on aura

a=—1ety=—1 c’est a dire :

On conclut, que la famille B est liée.
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Exercise 1.23 Ftudier la liberté des familles suivantes :

1) A = {e*, ze® e * ze *}.
2) B = {222-3, —z+1, —2*—32> -2+ 1}.
3) C = {201, —2?% 322 -2z +1}.
Solution.
1) Etudions la liberté des famille : A = {e*, xe®, e xe *}.
Soient a, 3,7, A € R, on suppose que : ae® + Bxre® + ye ™ + Aze™ = 0.
Pour x # 0, on divise par xe® et en faisant tendre x vers 400 on obtient :

, (&em + fxe® +ve " + )\:Ue_gc)
lim
T—+00 rer

—2x

— lim (3+@+76
X X

T—-+00

+ )\62:”) =3 =0,

donc, 8 = 0. Pour x # 0, on divise par xe™™
obtient :

. (ae“” +ye " 4 Axe‘x)
lim =

T——00 re % a

et en faisant tendre x vers —oo on

T——00 T T

2x 1
lim <a6—+’y—+)\> =A=0

donc, A = 0. Prenons maintenant x = 0 et x = 1, on obtient :

On a : (1) = v = —a, remplagons v dans l’équation (2) on obtient : (2) =
a(e—é) =0, d’ou =0 car (e—%) # 0. On conclut, a = =v=X=0,
d’ou A ={e”, ze®, e * xe "} est une famille libre.

2) Etudions la liberté des famille : B = {22 —=3, —x+1, —a%—32?> -2z +1}.

Soient o, 3,7 € R, on suppose que :

a2 =3)+B(—z+ 1) +y(—2* =32 —22+1) =0.

Ona:ae®-=3)+p(—z+1)+vy(—2*—322-22x+1)=0
= -yt + 2a—-3y) 22+ (=B —-27)x+ (B —3a+7) =0

—v=0

f}/:
20 — 3y =
aﬁ ; 0 = a=20
J— —_ /7/:

ﬂ:
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Ona:a=B=v=0,dou B={22>-3, —x+1, —z*—322—-20+1}
est une famille libre.

3) Etudions la liberté des famille : C' = {2z — 1, — 2% 3z* — 2z +1}.

Soient o, 3,y € R. Supposons que: a (22 — 1)+ (—2?) +~v (32> =22 + 1) =

Ona: a(20® =3) +B(—z+ 1)+ (32 —224+1) =0
= (2a+3) 2+ (-B—-27)r+(B-3a+7)=0

204+ 3y =0......... (1) V=3¢
= { —B—2y=0uu.... 2) = 5__27:;_105
f—3a+y=0.... (3) B—3a+~—

2 4
De (1) ona:vy= —30 et de (2) on aura f = —2y = 3% remplagons 3 et ~y

2

4
dans ’équation (3) on obtient : (3) = 3¢~ 3a — 3% = 0 dot —1

3
a=0. On conclut, « = 3=v=0, dot C = {2z —1, —2?% 32°> -2z + 1} est

famille libre.

a =0, donc,

Exercise 1.24 Dire si les ensembles de vecteurs suivants sont des espaces vec-

toriels, et justifier la réponse :

1) i = {(z,y) eR*:2x+3y=0}.

2) Fy, = {(z,y) eR?:zy=0}.

3) F3 = {(z,y,2) e R®: 3z +2y — 42 =0}.

4) Fy = {(z,y,2) eR¥:2+y=0ety—32=0}.

5) Fs = {(z,y,2) eR¥: 20 —y—z2=0etx—2y—2=0}.

6) Fe = {(z,y) eR*:22+y=0}.

7 Fr o= {(zv,y,zt) ERY:2r—y+z=x+y+2z—t=3r+2z=1}.
Solution.

1) Fy ={(x,y) € R*: 2z + 3y = 0} est-il un sous espace vectoriel de R

Fy est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
Fi#£0 e VX, YeFR,V\BeER: AMNX+pY)e F.

On a:Fy #0, car (0,0) € F}.
Soient X,Y € F} et A\, € R.

X eF = X = (x1,x2) et2x;+3x9=0...... (1)
Y€F1:>Y:(y1,y2) et 2y; + 3y2 = 0...... (2)
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Ona :
AXHBY =\ ($17$2)+5~ (ybyQ) = (/\xh )\$2)+(5?Jl75y2) = ()‘xl + By1, Awg + 5y2)

De plus on a :

2 (Az1 + Byr) + 3 (Aza + By2) = A(2x1 + 322) + B(2y1 +3y2) = A0+ 5.0=0
(1) 2)
On a: \X+ BY € Fy. Alors, F, est un sous espace vectoriel de R2.
2) Fy = {(z,y) € R? : zy = 0} est-il un sous espace vectoriel de R

F, est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
Fo 0 et VX, YeERVNFER: MNX+Y)€ F.

Ona:Fy,#0, car (0,0) € .

Remarquons que : X = (3,0) € Fy et Y = (0,5) € Fy. Maison a : X +Y =
(3,0) + (0,5) = (3,5) ¢ Fy . Alors Fy n’est pas un sous espace vectoriel de R?.

3) Fy = {(z,y,2) € R®: 3z + 2y — 42 = 0} est-il un s.e.v de R>.

F3 est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
E3 7£ 0 et VX,Y € F3,VA\, e R: ()\X"‘BY) € Fs.

On a: F3#0, car (0,0,0) € F3, puisque 3.0 +2.0 —4.0 =0
Soient X, Y € Fy et \,5 € R.

X€F2:>X:(SL’1,I2,I3) et 3x1 + 229 — 4x3 =0...... (1)
YeF=Y=(y1,yys) et 3y + 2ys — dys = 0...... (2)

On a:

AX+B8Y A (21,12, 23) + B. (Y1, Y2, ¥3) = (Av1, Az, Ax3) + (By1, By, Bys)

= ()\1'1 + By, \xo + Bya, Axs + ﬂyg) .
De plus on a :

3(Ax1 + Byr) + 2 (Axe + Byz) — 4 (Axg + Sys)
= )\£3x1 + 219 — 41:32+ 6£3y1 + 2yy — 4y3)/ =AX0+580=0
(M) @)

Dot \.X + .Y € Fy , done, F3 est un sous espace vectoriel de R3.
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4) Fy ={(z,y,2) eR¥: 2 4+y=0 et y— 32 =0} est-il un sous espace vec-
toriel de R3.

F, est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
Fi#£0 et VXY e F;,V\,feR: (ANX+3Y) € F}.

Ona:F;#0, car (0,0,0,0) € Fy, puisque 0 +0=0 et 0 — 3.0 =0
Soient X, Y € Fy et \,5 € R.

X€F4:>X:(ZL’1,CC2,I3) 6t[[‘1+l’2:0, Ty — 3x3 = 0...... (1)
YeFi=Y =(y,v2ys3) ety1+y2=0, yo —3ys = 0...... (2)

Ona :

AX +BY =X (1,22, 23) + 5. (Y1, Y2, y3) = (Az1, Ax2, Axs) + (Byi, By2, Bys)

= | Az1 + By, Aza + Bya, Azz + Py

21 22 z3

De plus on a :

21+ 20 = Avy + Byt + Axo 4+ By2 = M@y +22) + B (11 +12) = A0+ 5.0=0
Zg — 323 = A2 + By2 — 3 (Azz + Bys) = A (w2 — 3x3) + B (y2 — 3y3) = A0+ 5.0=0

Dot \.X + .Y € Fy , done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
5) Fs ={(r,y,2) eER3: 20 —y—2=0 et x — 2y — 2 = 0} est-il un sous es-
pace vectoriel de R3.

Fy est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
Fs#£0 et VX, Y € F5,V\,eR: (ANX+3Y) € Fs.

On a: Fs+#0, car (0,0,0,0) € Fy, puisque 20—-0—-0=0¢et0—-2.0—-0=0
Soient XY € F5 et \,5 € R.

X € Fs= X =(x1,29,13) et 201 —x9 —23 =0, v1 — 29 — 23 = 0...... (1)
YeF=Y =,yys) 62y —yo—y3 =0, y1 —2y2 —y3 = 0...... (2)
Ona :

AX +BY = A (1,22, 23) + 5. (Y1, Y2, ¥3) = (Aw1, Ax2, Axs) + (Byi, By2, Bys)

= | Az1 + Byr, Aza + Bya, Azz + Py

z1 2 23
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De plus on a :

221 — 29 — 23 = 2(Ax1 + Byr) — (Axa + Bya) — (Aws + Sys)
=AN2x1—2o—23)+ B 2y1 —y2—y3) = A0+ 5.0=0
2 — 22 — 23 = (Axy + Byn) — 2(Axg + Byz) — (Axs + Bys)
= A1 — 2w —x3) + B (11 —2y2 —y3) = A0+ 5.0=0

Dou \.X + .Y € Fs , donc, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
6) Fs = {(x,y) € R?: 22 + y = 0} est-il un sous espace vectoriel de R?.

Fy est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :

Fs#0 et VXY € Fg, VA, BE€R: (AX +48.Y) € F.

On a : Fs# 0, car (0,0) € F.

Remarquons que : X = (1,—1) € Fy car (1)°
et Y =(—1,-1) € Fs car (1) +(=1) =0
Mais ona: X+Y =(1,-1)+(—1,—-1) = (0,
Alors, Fg n’est pas un s.e.v de R2.

7N Fr={(z,y,2,t) ER*:2r —y+2=0+y+2—t=3x+22=1}

est-il un sous espace vectoriel de R*.

+(-1)=0

—2) ¢ Fy car (0)*+(—2) #0.

F; est un sous espace vectoriel de R* si et seulement si :
Fr#0 et VX, YeFVA\BeER: (AMNX+pY)€ F;.

On a :(0,0,0,0) ¢ Fy. Alors, F; nest pas un sous espace vectoriel de R*.
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2.1 Applications Linéaires

Définition 2.1 Soient E et F deux espaces vectoriels surk et f : E — F une

application. On dit que f est une application linéaire si et seulement si

LVe,ye E: f(r+y)=[f(x)+[(y)
2.V ek Ve e B: f(hx)=Af(x).

Ceci est équivalent a dire :
VA pek, Vo,y € E, f (A + py) = Af (z) + nf (y) -

On dit aussi que f est un morphisme d’espaces vectoriels.

On note par L (E, F') 'ensemble des applications linéaires de E vers F'.

Exemple 2.1 Soit

f: R3 — R3
(z,y,2) — [f(v,9,2) = (x+y,v—2y+22)

f est-il application linéaire ¢ c’est a dire :

(VA pek, Vo,y € B, f (Ar+ py) = Af (z) + pnf (y)?

Soient A\, € R et z,y € R3, vérifions f (Aw + py) = Mf (x) + puf (y).
Ona:

xeR3:>x=(x1,$2,x3) et yeR3:>y=(y1,y2,y3)
Donc,

[+ py) = f (1,22, 23) + p (Y1, 92, 93)) = [ (A1 + pyr, Az + pyo, Azs + pys))
= (\x1 4+ pyr + Axo + py2, Az + pyr — Ax3 — pys, ATz + pys + 2Ax3 + 2uy3)

= A1 + @2, 1 — 3, T2 + 223) + 1 (Y1 + Y2, Y1 — Y3, Y2 + 2y3)

= M ((x1,22,23)) + 1f (11, 92,93)) = Af (2) + p1f (y) -

Alors, f est une application linéaire.
Exemple 2.2 Soit

g: R? —s RS
(z,y) — glz,y)=(+y2y—2,0-y+1)
g n’est pas linéaire car g (0,0) = (0,0,1) # (0,0,0).
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Exemple 2.3 Soit

h: R? — R

h n’est pas linéaire car h(X +Y) # h(X)+h(Y).

Terminologie et notations

Si £ = F, Papplication linéaire f : £ — FE est dite endomorphisme.

Si f: E — F application linéaire est bijective, 'application f est dite iso-
morphisme.

Si f est un endomorphisme et bijectif, I’application f est dite un automor-
phisme.

Si f: EF — k, lapplication linéaire f est dite une forme linéaire.
Remarque 2.1 Si f est une application linéaire alors f (0g) = Op.

Proposition 2.1 (Une autre caractérisation des applications linéaires)
Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur'k et f € L(E, F), alors pour tout
n €N, (z1,2s,...,xy5) € E™, (A1, A2, ..., \p) €K™, on a

Remarque 2.2 Une application linéaire f € L (E, F) est entiérement détermi-

née par les images des vecteurs d’une base de E.

Exemple 2.4 Déterminer l'application linéaire f :

f: R3 — RR?
(z,y,2) — [f(z,9,2),
telle que :
fler) = f((1,0,0)) = (1,-1)
fe2) = f((0,1,0)) = (2,3)
f(es) = f((0,0,1)) = (=1,2)

({e1, ea,e3} est la base canonique de R3).
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Soit (x,y,2) un élément de R3, alors

f([L’,y,Z) = f((I,0,0) + <Ovy70) + (07072» = f(]?,0,0) +f(07y70) —|—f(0,0,2)
=zf(1,0,0)+yf(0,1,0) +2f(0,0,1) =2 (1,-1) + y(2,3) + 2 (-1,2)
= (@, —x) + (29, 3y) + (—2,22) = (v + 2y — 2, —x + 3y + 22)

Donc, lapplication linéaire f est définie comme suit :

f: R3 —s R?
(r,y,2) — (v+2y—2z,—x+3y+22).

Remarque 2.3 On peut montrer facilement la somme de deux applications li-
néaires est une application linéaire, aussi le produit d’une application linéaire
par un scalaire et la composée de deux applications linéaires est une application

linéaire.

Proposition 2.2 Soit f une application linéaire de E dans F, alors f (0g) =
Op.

Preuve. On a :

f(0g) = f(0g +0g) = f(0r) + f(Og),
= f(0g) =2f(0g),

2.1.1 Noyau, Image d’une application linéaire

Définition 2.2 Soient E et F' deux espaces vectoriels surk et f : E — F une
application linéaire.

1. On appelle image de f et on note Im f l’ensemble défini par

Imf = {yeF/qxeE,y=f(x)}={f(z),z € E}.

2. On appelle noyau de f et on ker f ’ensemble défini par

kerf = [ ({0r}) = {2 € E.f(2) = 0r}.
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Propriétés de Im f et ker f

Proposition 2.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels surk et f : E — F une
application linéaire.

1. Pour tout s. e. v. Ey de E l'image directe f (E) est un s. e. v. de F' ; en
particulier Im f est un s. e. v. de F.

2. Pour tout s. e. v. Fy de F l'image réciproque [~ (F}) est un s. e. v. de

E ; en particulier ker f est un s. e. v. de E.

Preuve. 1. a) On a Og € E; et f(0g) = Op donc Op € f(E)). Par suite

b) Soient y1,y2 € f (E1), donc Jz1, 20 € Er,y1 = f(x1) et yo = f(x2) .

ity = flz1)+ f(22)=f(v1+22) € f(E).

c) Soient y € f(E1), A\ €k, donc Jz € Ey,y = f(z).

Ay = Af(x)=f(Az) € f(EY).

Ce qui montre que que f (F1) est un s. e. v. de F.
2.a)Ona f~' (F) # 0 car f(0g) =0r € Fy. Donc O € f~1 (F)).
b) Soient x1, x5 € f71 (F})

X1, € f_l (F1> - f (Il) c F1 et f(l'g) € F1
=4 f($1)+f($2):f(l'1+$2)€F1
— I1t+x2 € ffl (Fl)

c) Soient z € f~! (Fy) et A €k

ref1(F) et ek = f(r)eF etk
= N (z)=f(\x)eF
= M€ f 1 F).

Ce qui montre que que f~ (F}) est uns. e. v.de F. =

Proposition 2.4 Soient E et F' deux espaces vectoriels surk et f : E — I une
application linéaire.
1. f est injective si et seulement si ker f = {0}

2. f est surjective si et seulement si Im f = F'.
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Preuve. 1. On suppose que f est injective et soit x € ker f

zekerf = f(z)=0r=Ff(0p)
= x=0g
— ker f ={0g}.

Réciproquement, on suppose ker f = {0g}. Soient z1,xs € E tels que f (z1) =
f(iU2)
f(z1)=f(22) = f(21)— f(22) =0p
f(z1—22) = 0p
r1 — xo € ker f
1 —x9 = 0g

1 = T2

FEEL

f est injective.

2. Nous avons f est surjective <= Vy € F,dx € E:y = f(x) € f(F), clest
adire F C f(F). Onsait que f(F)C F,don f(E)=F.Imf=F. =

Exemple 2.5 Soit f est une application linéaire définie comme suit :
f: R3 — RS
(IL‘,y,Z) = f(x7y7z):(yax_zaz)

Déterminer Im f et ker f.

Ona :

ker f = {(z,y,2) € R3: f(z,y,2) =(0,0,0)}
{(x,y,2) e R®: (y,x — 2,2) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) eR3:y=0etx—2=0¢et2=0}=1{(0,0,0)}.

d’ou f est injective.
Ona:

Imf = {f(z,y,2) €R3: (1,9,2) e R} ={(y,z — 2,2) : (x,y,2) € R}
{z(0,1,0) +y(1,0,0) + 2z (0, —1,1) : (z,y,2) € R3}.

Ce qui montre que les vecteurs (0,1,0),(1,0,0) et (0,—1,1) engendrent Im f .
Vérifions que {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est linéairement indépendant :
Soient «, 3,7 € R, on suppose que: «(0,1,0) + £(1,0,0) + v (0,—1,1) =

(0,0,0)

On a :a(0,1,0)+ (1,0,0) +~(0,—1,1) = (0,0,0) =
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S =0..... (1)
a—v=0..(2)
v =0....... (3

libre.
on conclut que {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est libre et engendre Im f , alors
{(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est une base de Im f. De plus on a :

Im f C R?
et p = Imf=R3
dim Im f =3 = dimR3

D’ou f est une application surjective.

2.1.2 Composition de deux applications linéaires

Soient F, F,G trois k—ev et f : E — F,g : FF — G deux applications
linéaires. Alors go f : E — G est une application linéaire. En effet ;
Soient a,f €k et x,y € B

(gof)(ax+By) = g(f(ax+By) =g(af(x)+6f(y))
= ag(f (@) + By (f(x)) =alge f)(x)+L(gef)(y).

Proposition 2.5 Soient E et F' deux espaces vectoriels surk et f : E — F une
application linéaire. Si f est un isomorphisme de E sur F, alors f~! est aussi

un isomorphisme de F' vers E.

Preuve. Si f est bijective, alors f~! est aussi bijective. Montrons que f~!

est linéaire. En effet, soient o, 5 € k et 2',9y/ € F

fHea’ +8y) = [T af (71 @)+ BF (1Y)
= [T lefH @)+ BT W) =af T @)+ B (1Y)

D’ou le résultat. m

Définition 2.3 Deur k—ev E et F' sont dits isomorphes s’il existe un isomor-

phisme de k—ev de & sur F ou bien de F sur E.

Proposition 2.6 Soient F et F deux espaces vectoriels sur k de dimensions

finies. Pour que E et F soient isomorphes il faut et il suffit que dim ¥ = dim F.
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2.1.3 Rang d’une application linéaire

Définition 2.4 Soient E et F' deux k—ev de dimensions finies et f € L (E, F).
On appelle rang de f et on note rg(f) Uentier naturel rg(f) = dim (Im f) .

Remarque 2.4 1. Si B est une base de E, alors pour tout f € L(E,F), on a
rg (f) = dim f ((B)) = dim (f (B)) = rg (f (B)) .
2. Pour tout f € L(E,F), on a
rg (f) < min (dim F,dim F') .

Théoréme 2.6 (Théoréeme du rang)
Soient E et F deux k—ev de dimensions finies et f € L(E,F). Alors, on a

rg (f) = dim E — dimker f.

Proposition 2.7 Soient E et F' deuzk—ev de dimensions finies et f € L (E, F).
Alors
1. f est injective si seulement si dim (Im f) = dim £

2. [ est surjective si seulement si dim (Im f) = dim F.

Corollaire 2.7 SurR, on considére les espaces vectoriels R, RP et f € L (R",RP),
alors

1. n < p=> f nest pas surjective.

2.n>p= [ nest pas injective.

3. n = p, on ne peut rien dire, mais
f est injective <= f est surjective <= f est bijective.

Preuve. Soit f : R" — RP une application linéaire, alors
dimR" = dim Im f + dim ker f.

1. Supposons par I'absurde que n < p et f est surjective, alors dimIm f =
dim R? = p. Ce qui implique, n = p+ dimker f et n < p, contradiction. Donc, f
n’est pas surjective.

2. On suppose de méme que f est injective et n > p. donc dimker f = 0. Ce
qui implique, n = 0+ dimIm f et dimIm f < p = n < p, contradiction. Donc,

f n’est pas injective.
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3. Sin = p, on obtient n = dimIm f + dimker f et on ne peut rien dire.

Si de plus, par exemple, f est injective, alors dimker f = 0. Ce qui nous
donne, n = dimIm f et comme n = p, on déduit que f est surjective. Par suite,
f est bijective.

Raisonnement analogue si f est surjective. m

Remarque 2.5 Si f est un isomorphisme de E dans F' avec dim E finie, alors
nécessairement dim E = dim F' en d’autres termes si dim E # dim F), alors f ne

peut étre un isomorphisme.

2.2 Exercices corrigés

Exercise 2.8 Soit
f: R3 — R?
(l‘,y,Z) — (a:+3y,2x—z)

1) Vérifier que f est une application linéaire.

2) Déterminer ker f le noyau de f, puis donner dimker f.
3) [ est-elle injective ?

4) Donner dimIm f, puis donner une base a Im f.

5) f est-elle surjective ?

Solution.

1) Vérifions que f est une application linéaire.

Soient X = (z,y,2),Y = (2,y,7) ER¥ et \,u €R. On a :

fOAX +pY) = f(Mzy,2)+p(@y,2)
= f((\z+pa', Ay + py', Az + p2'))
= (Az+ px’ + 3 y + 3py’, 20z + 2ux’ — Az — p2')
= MNax+3y,20—2)+p(2' + 3y, 22" — 2')
= A (g 2)) + f (@ ) = Af (X) + f (V).
Donc, f est une application linéaire.

2) Déterminons ker f le noyau de f, puis nous donnons dimker f.
Ona:

ker f = {(z,y,2) €R®: f(2,y,2) = (0,0)}
= {(z,y,2) e R®: (x + 3y,2z — 2z) = (0,0,0)}

-1 -1
= {xy, €R3:y:?x etz:2x}:{x(1,?,2):xeﬂ{},
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-1 -1
d’ou le vecteur (1, ER 2) engendre ker f de plus le vecteur (1, ER 2) est libre

car il n’est pas nul en déduit ques | 1, 3 2 de ker f, donc dimker f = 1.

3) f n’est pas injective car on a : ker f # (0,0,0).
4) Donnons dim Im f

On a : dimIm f + dimker f = dimR?® = 3, on déduit que : dimIm f = 2.

Nous donnons une base a Im f, on a :

Im f C R?
et p = Imf =R
dim Im f = 2 = dim R?

donc B = {(1,0),(0,1)} la base canonique de R? est base de Im f.
5) f est surjective car : Im f = R2.

Exercise 2.9 Soit l’application

f: R} — R3
(x,y,2) — f(z,y,2) = (x+22,y+ 2,3z +22)

1) Montrer que f est linéaire.
2) Déterminer ker f et Im f en précisant leurs dimensions.
3) [ est-elle bijective ? Justifier.
Solution.
On a
V(z,y,2) €ER® f(z,y,2) = (x + 22,9 + 2,3z + 22) .

1) Montrons que f est linéaire
Soient a, B € R et X = (x1,y1,21),Y = (T2, Yo, 22) € R3.

[ (aX +BY) = f(axy + By, ayr + Bya, azy + B22)

= (aw1 + Bay + 2 (a2 + B22) , o + Bys + (21 + B22) , 3 (g + Sa) + 2 (az + 22))
= (a(z1+221) + B (2 + 229) ,a(y1 + 21) + B (Y2 + 22) , a (31 + 221) + 5 (322 + 223))

= « (371 + 221, U1 + 21, 3371 + 221) + ﬁ (1’2 + 222,y2 + 29, 3(132 + 22’2)
= af (v, y1,21) + Bf (22,92, 22) = af (X) +Bf(Y).

Donc, f est linéaire.
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2) Déterminons ker f et Im f en précisant leurs dimensions.

Kerf = {(z,y,2) € R®: f(x,y,2) = Ops}

= {(z,y,2) eR3: (x + 22,y + 2,3z +22) = (0,0,0)}
{(x,y,2) ER®:0+22=0¢ety+2=0 et 3v+ 22 =0}
{(z,y,2) ER*:2=0et y=0etz2=0}=1{(0,0,0)}.

Kerf ={0gs} = dim Kerf = 0.

Imf = {f(,y,2) €R®/(2,y,2) € R’}
{(z+22,y+ 2,30 +22)/(z,y,2) € R}
= {2(1,0,3)+y(0,1,0) + 2(2,1,2) / (z,y, 2) € R3}

<(1,0,3), (0,1,0), (2,1, 2)> .
—_—— —— —

ul u2 u3

Done, {uy,uq,us} engendre Im f. Montrons que cette famille est libre
Soient o, 5,7 € R/auy + Pug + yuz = Ops

(XU1+5U2+’}/U3:OR3 - 04(17073)+ﬁ(0,1,0)+’7(2,1,2) = (07070)

oz+27:0 ............ (1)
= B+v=0 .. (2)
3a+2y=0 ... (3)

De (3) = (1) on a : 2a = 0 donc a = 0. On remplace o dans (1), on aura v = 0.
On remplace v dans (2), on aura = 0. Donc {uy,us,us} est libre.
Finalement {uy,us,us3} est une base de Im f et par suite dimIm f = 3.
3) Kerf = {0gs} = f est injective

Imf C R?

. ) — Imf = R3 = [ est surjective.
dimIm f = 3 = dim R3 ~~

espace d’arrivée

Finalement f est bijective.
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3.1 Introduction

L’algebre linéaire est un outil essentiel pour toutes les branches des mathé-
matiques, en particulier lorsqu’il s’agit de modéliser des problemes issus de divers
domaines : physiques, biologie, mécaniques, chimie,...

Les matrices servent & interpréter en termes de calculs opérationnels les ré-
sultats théoriques de 'algebre linéaire. Toutes les disciplines étudiant des phé-

nomeénes linéaires utilisent des matrices.

3.2 Généralités sur les matrices

Dans tout le chapitre, k désigne R ou C.

Définitions et notations :

Définition 3.1 Soient n et p deux entiers positifs.
Une matrice A est un tableau rectangulaire d’éléments de R ou C. Elle est
dite de taille n X p (ou de type (n,p)), si le tableau posséde n lignes et p colonnes.
Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de la matrice A.

Alors on écrit la matrice A sous la forme suivante :

a1n aiz ... di; ... Qip

Q21 Q22 ... Ag5 ... Q2p
A= :

Qi1 Qg2 ... Qi .o G

ap1 Qp2 ... Qpj ... Qpp

ou plus simplement A = (a;j)i=1,..n
Les a;; sont appelés les cojeﬁyéggnts (les composantes) de la matrice A.
Lindice © désigne les lignes, l'indice j désigne les colonnes.
n désigne le nombre de lignes de la matrice A et p désigne le nombre de
colonnes de la matrice A.

¢ colonne.

L’élément a;; est U'élément de la i°™ ligne et de la 7"
On note M, , (k) ’ensemble des matrices de type (n,p) a coefficients dans k,
c’est a dire si A € M,, (k) alors A est une matrice a n lignes et p colonnes a

coefficients dans k.
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Exemple 3.1 La matrice A de type (4,3) définie par : a1y = —1,a15 = V2,413 =

5,@21 == —2,61,22 == 5,0,23 == 0,&31 == 4,(1,32 == ].,(1,33 == 3,(1,41 == 0,(1,42 == 6,(1,43 =—4
se note par :
-1 V2 5
3
a=| 232 0
4 1 3
0 6 -4

La matrice A est une matrice de 4 lignes et 3 colonnes.

Egalité de deux matrices :
Soient A = (aij) s B = (b”) S an (K) .
On dit A = B si et seulement si a;; = b;; V1 <i <n,V1 <j <p.

Transposée d’une matrice :

Définition 3.2 Soit A = (a;;) € M,, (k). On appelle transposée de A la matrice
notée 'A de M,,, (k) définie par'A = (aj;).

Exemple 3.2
3 -4 6 52
Az( 5 ), alors ‘A= -4 3
2 s =3
2
6 —3

Les lignes de A sont les colonnes de tA.

Propriété :
VAe M,,(k)onat(*A) = A.
Matrices particuliéres :

Matrice nulle :

Définition 3.3 On dit A = (a;;) de M, , (k) est nulle si et seulement si a;; =
0,V1<i<n,VlI<j<np.

La matrice nulle dans M, , (k) , est noté Op, ,x)-

Exemple 3.3

A (00 4000y ,_
0 0 000

o O O
o O O
o O O
o O O
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Matrice ligne :
Une matrice ne contenant qu’une seule ligne (de dimension 1 X p) est appelée

matrice ligne.

A:<CL11 a12 ... CLlp).

Exemple 3.4

A:<—3 5), A=<2 1 7), A=<—1 31 2).

Matrice colonne :
Une matrice ne contenant qu’une seule colonne (de dimension n X 1) est

appelée matrice colonne.

a1
A — 21
an1
Exemple 3.5
-2
2 2
A= ( ) , A= 0 , A=
1 T
-1
-3

Matrice carrée :
Une matrice ayant le méme nombre de lignes et de colonnes (n = p) est

appelée matrice carrée.

ay; a2 ... Ay ... Qip

ag1 A2 ... QA2; ... Q9p
A= :

;1 Qi ... Qi ... Qip

Ap1 Qp2 ... QAp; ... App

L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans k se note M, ,, (k)

ou plus simplement par M, (k).
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Diagonale d’une matrice carrée :

Les coefficients a;; sont appelés coefficients diagonaux et on appelle

(all a929 ... Q4 ... ann>,
diagonale de A.

Exemple 3.6
-1 \/§
A= =2

3
2
6 1

—4
3

Les coefficients diagonaux sont —1,5 et —4, et la diagonale de A est

(—1 3 —4).

Trace d’une matrice carrée :
On appelle trace d’une matrice carrée A € M, (k) la somme des coefficients

diagonaux et on écrit :

Tr (A) = i (0778
=1

Exemple 3.7
-1 V2 5
A=| 2 & o [,
6 1 —4

alors Tr (A) = =1+ 3 4+ (-4) = -1.

3.2.1 Matrices carrés particuliéres

Matrice diagonale :
La matrice carrée A € M, (k) est dite matrice diagonale si : a;; = 0 pour
tout ¢ # j.

Exemple 3.8
200 0
2 0 5 00 030 0
A = > B = 0 5 0 5 C - )
0 5 006 0
0 0 =«
000 —4

sont des matrices diagonales.
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Matrice identité :
La matrice identité d’ordre n est une matrice diagonale dont tous les coeffi-

cients diagonaux a;; sont égaux & 1 et on la note I, .

Exemple 3.9
1000
10 L 00 0100
- S L=|lo10]|, I,= N
2(01) s * 0010
00 1
0001

Matrices scalaires :

Les matrices de la forme : A = A1, ou A € k sont dites matrices scalaires.

Exemple 3.10

sont des matrices scalaires
Matrice triangulaire supérieure :

Définition 3.4 Une matrice A € M, (k) est dite matrice triangulaire supérieure
st > aj; = 0 pour tous v > j.
C’est a dire tous les coefficients situés en dessous de la diagonale sont nuls.
Une matrice A € M, (k) est dite matrice triangulaire inférieure si : a;; = 0
pour tous v < j.

C’est a dire tous les coefficients situés au dessus de la diagonale sont nuls.

Exemple 3.11

- 2 2 4
A= , B=10 -1 7
01 0
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A et B sont des matrices triangulaires supérieures.

5 0 -1 0 0

c-(31) oela o
3 5

1 -2 2

C et D sont des matrices triangulaires inférieures.

3.2.2 Opérations sur les matrices

Somme de deux matrices :

Définition 3.5 Soient A = (a;;), B = (bi;) € M, (k). On définit la somme de
A et B et on note A+ B la matrice A+ B = (¢;j) € M,, (k) tel que :

Cij :aij‘f‘bij,VI <i<n,V1<j<p.

Exemple 3.12
2 13 N 5 =4 5\ [ 245 1+(-4) 3+5 )\
421 7 3 1 447 243 143

(1 3) (—3 g) <1+(—3) 342 > <—2 %)
_'_ — = .
49 3 9 443  2+(-2) 70

/N
—_
N

|
O—‘C«O
Niw 00

5 -4 5 -3 2

Remarque 3.1 A . | +B 2 : Impossible car A est de
7T 3 3 3 =2

type 2 X 3 et B est de type 2 x 2.

Multiplication d’une matrice par un scalaire :

Définition 3.6 Soient A = (a;;) € M, (k) et X € k, alors

Exemple 3.13 Soient

a_(213) 4l
421

N
o
|
B
Ni= Ot
~_

7T 3
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On a:

B~ =
) w
] %
N
/N __w
ot
~ = DN
|
w i N
ol Ot —_ W
N———
~___—
VR
R
= o
N EN NS [\
| S W
NS
—_
w O
[N [ R g

Propriétés :
Soient A, B et C trois matrices de M, , (k) et A, u deux réels. Alors on :
1) A+ B = B+ A (+ commutative)
2) (A+ B)+C = A+ (B+ C) (+ associative)
3) A+ 0=0+ A= A (0 matrice nulle élément neutre)
4) A+ (—A)=(—A)+ A=0 (—A opposée de A)
5) A(A+ B)=)XA+ B
6) A+ pu) A= A+ pA
7) A (uA) = (1) A
)

8) 1 xA=Aet0x A=0 (ne pas confondre 0 scalaire et 0 matrice nulle).

Remarque 3.2 Compte tenu des propriétés ci-dessus, l’ensemble M, , (k) muni

des deux lots précédentes est un espace vectoriel sur k.

Produit de deux matrices :

Définition 3.7 Soient A = (a;;) € M, , (k) et B = (bjr) € My, (k) (c’est a
dire le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B). On définit
alors le produit de A et B dans cet ordre par la matrice C = A x B = (¢;) de
My (K) tel que :

P
Ci. — Zaij.bjk.
j=1
Exemple 3.14
bir b
a2 a3 b b [ a11bi1 + a12bor + aizbsr  ainbiz + aizbaa + a130s2
21 02 | = :
a1 Qg A23 a91b11 + ag2bar + agsbsr  a21b12 + axebaz + assbs:
bs1  bs2
-1 0 0 -1 0 1 0
4 3 4 3 = 8 9
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-1 1 2 -1 1 1 100
1 01 T -2 32 1=(lo0o10
2 11 : 3 I 001

5 —4 5 -3 2
2 = Impossible.
7 3 3 =2

Remarques importantes :
1. Si le nombre de colonnes de A est différent du nombre de lignes de B, alors

N[ —=

le produit A x B n’est pas défini.
2. En général, et lorsque le produit est bien défini, on a A x B # B x A, alors

on a aussi :
(A+ B)* # A2 + B? + 2AB,
(A— B)> # A% + B? — 2AB,
(A+ B)(A— B) # A2 — B2
3. Le produit des matrices carrées d’ordre n est toujours défini.

4. Iégalité A x B =0 n’implique pas A =0 ou B = 0.

2 6 3 -9
Exemple 3.15 Soient A = et B = )
13 -1 3
na:
AR — 2 6 3 =9 _ 0 0 .
13 -1 3 0 0
0 0 0 0
A et B .

5. L’égalité A x B = A x C n’implique pas B = C.

1 2 4
Exemple 3.16 Soient A = 50 , B= et C'= / .
2 4 2 4 -1 3
na:
AB — 3 6 1 2 _ 15 30 7
2 4 2 4 10 20
AC — 3 6 7 4 _ 15 30 ‘
2 4 -1 3 10 20

Remarquons que : AB = AC. Mais B # C.

Mazs
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Propriétés :

Soient A, B et C' trois matrices. Lorsque le produit est bien défini, on a

1. A(B+C)=AB+ AC.

2. (AB)C = A(BC).

3. En général, AB # BA (le produit des matrices est une opération qui n’est

pas commutative).

1 4 7 2 1 2
Exemple 3.17 Soitent A=| 2 5 8 | eteB=| -1 0 1
36 9 0 1 -1
Ona:
1 47 2 1 2 -2 8 -1
AB=1] 2 5 8 -1 0 1 =| -1 10 1 ,
3 6 9 0 1 -1 0 12 3
et
2 1 2 1 47 10 25 40
BA = -1 0 1 2 5 8 = 2 2 2
0 1 -1 3 6 9 -1 -1 -1
Remarquons que :
-2 8 -1 10 25 40
-1 10 1 #* 2 2 2
0 12 3 -1 -1 -1

Donc en général, AB # BA.

3.2.3 Matrices carrées inversibles

Définition 3.8 Soit A € M, (k), on dit que A est inversible si et seulement si
il existe B € M, (k) telle que

AB = BA=1,.

Si A est inversible alors B est unique et est appelée inverse de A (notée A™1).
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Exemple 3.18 Soit

-1 1 2
A= 1 0 1
2 11
On a :
_1 1 1
1 4 2
-1 1 5 3
Am=1 ¢ -1 1 |
1 3 _1
] 2 ]
est U'inverse de A car :
11 1
11 2 1ol 00
-1 _ 1 5 3 _
AAT = 1 01 e I 1o |,
1 3 1
2 11 1o 1 01
et
11 1
111 11 2 0 0
ATA=| L 5 3 1 01 |= 0
3 1 2 11 0 1

Proposition 3.1 Soient A, B deux matrices inversibles de M, (k), alors la ma-

trice AB est aussi tnversible et
(AB)"' = B4,

Proposition 3.2 Soient A, B deux matrices inversibles de M, (k) et A\, € k
alors on a :

1L.T(AMA+8B)=X("A)+ 5 ('B).

2.'(AB) =' B'A.

3.Vn e N* t(A") = (PA)".

4. Si Ae M, (k) et inversible on a ({A™1) = (*FA)~".

Matrices symétriques :
Définition 3.9 Une matrice carrée est dite symétrique si et seulement si :
A=A

Autrement dit A est symétrique par rapport & sa diagonale.
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Exemple 3.19 La matrice

2 2 V3 4
A= % -2 5 g

V3 5 3 -1 |’

4 8 -1 4

est symétrique.

Matrice antisymétrique :

Une matrice carrée A € M, (k) est dite antisymétrique si et seulement si :
A =—A.

Matrice orthogonale :

Une matrice carrée A € M, (k) est dite orthogonale si et seulement si :
A(tA)=(tA)A=1,.

Propriété :

Si A est une matrice orthogonale, alors A est inversible et A=t = A,

Matrices équivalentes :

Soient A, B deux matrices de M, , (k). On dit que A et B sont équivalentes
s’il existe deux matrices carrées inversibles P € M, (k) et @ € M,, (k) telles que
B=Q AP

Matrices semblables :

Soient A, B deux matrices carrées de M, (k). On dit que A et B sont sem-

blables s’il existe une matrice carrée P inversible d’ordre n telle que B = P~1AP.

3.3 Matrice associée a une application linéaire

Soient E, F' deux espaces vectoriels sur k de dimension finie, dim £ = p,
dim F' = n, By = {e1, €9, ...,€,} une base de E, By = {uy, ua, ..., u, } une base de

F et f: E — F une application linéaire de E vers F'.

Définition 3.10 On appelle matrice de f par rapport aux bases By et By la

matrice My g, B, = (¢ij)1<i<n 00 f (e;) = Z~_ ciju; pour 1 <1< n,1<j<np.
1<j<p =1

Exemple 3.20 Soient f une application linéaire définie comme suit :

f: R3 — I3,
(x,y,2) +— f(x,y,z):(%x+2y—52,x—4y,2x—3y+z).
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et By = By = {e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0) ,e3 = (0,0,1)} une base de R3.
Ona :
fer) = (5, 1,2) = lei + les + 2e3,
fle2) = (2,-4,-3) = 2e1 + (—4) e2 + (—3) €3,
f(es) =(—5,0,1) = (=5) e; + Oez + les.

Donc

fler) flea) f(es)

e1 — % 2 =5
Mf,Bl,Bz = €2 — 1 -4 0
€3 — 2 -3 1

Exemple 3.21 Soit g une application linéaire définie comme suit :
g: R? — R3
(z,y) — g(z,y) = (r =3y, x+y,2x-y).
By ={e; = (-1,2),e5 = (1,1)} une base de R?,

By ={u; = (1,1,0) ,us = (1,0,1) ,u3 = (1,2,3)} une base de R>.
Ona : g (61) =9 (_17 2) = (_77 1a0)

(—7,1,0) = OCU1+BU2+’YU3
= a(1,1,0)+ 3(1,0,1) +~(1,2,3)
= (@+B+7a+27,6+37).

Par identification on aura le systéme suivant :

Oé‘f‘ﬁ‘f—’)/:—?,
a4+ 2y =1,
f+3y=0,

qui admet l'unique solution («, B,7) = (=3, —6,2).
Donc
(_77 17 O) = (_3) (17 17 O) + <_6) (17 07 1) +2 (17 27 3) .

Ona: 9(62) = g(la 1) = <_2727 1) :
(—2, 2, 1) = ou+ ﬁUJQ + yus

o (11,0) + 5(1,0,1) +~(1,2,3)
= (a+B+v,a+2y,8+37).
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Par identification on aura le systéme suivant :

Alors
1
-3 -1
MnglyB2: _6 _%
5
23

Proposition 3.3 Soit E un espace vectoriel sur k de dimensionn et f : E —
E une application linéaire de E vers E et B = {ey,ea,...,e,} une base de E.

M € M, (k) la matrice associée & f relativement a la base B de E, alors :
M est inversible <= f est bijective.

De plus, M~ est la matrice associée a l'application f=' relativement & la base

B.
Rang d’une matrice :

Définition 3.11 Soit A € M, , (k). On appelle rang de A le nombre mazimum
de vecteurs colonnes ou de lignes de A qui sont linéairement indépendants et on
a rang (A) < min (n,p) .

Proposition 3.4 Soient E, F' deux espaces vectoriels surk de dimensions finies
et By, By des bases de E, F respectivement et soit f : E — F une application
linéaire de E vers F' et M = My g, B, la matrice associée & f relativement auz
bases By, Bs, alors rg(f) =rg(M).

3.4 Matrice de passage, changement de bases

3.4.1 DMatrice de passage

Définition 3.12 Soient E un espace vectoriel surk de dimension finie n, By =
{e1,€9,....,en},Bs = {b1,bs,...,b,} deuzx bases de E. On appelle matrice de pas-

sage de By a By la matrice de M, (K) dont les colonnes sont formées des
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composantes des vecteurs de By exprimés dans la base By, on la note P =
Pass (B, Bs), c’est a dire

bl = (¥11€1 —+ v91€9 4+ ...+ p1Cn,
by = a12€1 + qages + ... + Qpaey,

bn = Q1p€1 + Qgp€s + ... + App€n,

et
11 Q12 ... Oqp
Qg1 Qg ... Qg
P = Pass (B, By) =
Ap1 Apo ... Opp

Exemple 3.22 Soient E = R3,
Bl :{61 :<1,0,0>,€2:(0,1,0),63:(0,0,1)} et

By ={by =(3,2,1),bo = (—4,2,3),b3 = (1,—1,-1)},

deuz bases de R3.

Déterminer Pass (B, Bs) la matrice de passage de la base By a la base By ?

On cherche «, B,v € R tel que : by = aey + [Bey + ves.

b1:a€1+6€2+7€3 = (37271):@(1707())_'—5(07170)+’7(O7071>

= (3,2,1) = (o, 5,7)
a =3,
= b =2,
v=1
Donc
by = 3e; + 2e5 + les. (3.1)

On cherche o, B,y € R tel que : by = ey + Peg + yes

b2:a€1+ﬁ€2+7€3 = (_4a273) :Oé(l,0,0)+B(0,1,0)+’7(0,0,1)
= (_47273) = (04,6,’}/)
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Donc
b2 = —461 + 262 + 363. (32)

On cherche a, B,y € R tel que : b = aey + Pesy + ves.

by = ey + fBea +ve3 = (1,—-1,—1) =« (1,0,0) + 5(0,1,0) +~(0,0,1)
= (17_17_1) = (04,5,7)

a =1,
= b =—1,
v=-—1
Donc
bg = ]_61 + <—1) € + (—1) €3. (33)

De (3.1),(3.2) et (3.3) on a :

bl = (3) €1 + (2) (&) + (1) €3,

by = (—4)e1 + (2) ea + (3) e3,
by =ler + (—1) e+ (—1) es.
Donc
by by b3
e — 3 —4 1
Pass(B1,B2) = es — | 2 2 -1 [,
es— \1 3 —1
d’ot
3 —4 1
Pass(By,B:) =1 2 2 -1
1 3 -1

est une matrice de passage de la base By a la base Bs.

Propriétés :

Soient E un espace vectoriel sur k de dimension n, By, By, Bs trois bases de
E, alors :

1. Pass (B, Bs) = Pass (B, Bs) x Pass (Ba, Bs) .

2. Pass (By, By) = I, (matrice identité).

3. P = Pass (By, By) est inversible et P~! = Pass (By, By).
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3.4.2 Changement de bases

Changement de bases pour un vecteur :
Soient £ un espace vectoriel sur k de dimension finie n, By, By deux bases de
E et P = Pass (B, Bs). Soit x € E et considérons g, as, ..., a, les composantes

de z dans la base By et by, ba, ..., b, les composantes de = dans la base B,. Alors :

Qq bl bl aq
b b

@2 =P 2 , ou bien 2 = p1 a2

Qi by, by, Qi

Exemple 3.23 Soient Bl = {61 = (1,0) , €2 = (O, 1)} > B2 = {bl = (1,2) ,bg = (2, 1)}

deuz bases de R%. On a :

1 2 L1 -1 2
P = Pass (B, By) = et P77 == :
2 1 3 2 -1

Si (x,y) sont les coordonnées d’un vecteur X dans la base By, les composantes

du méme vecteur X dans la base By sont (vy,75) ou :

1 2
Tl p1 ) = _2555 +1§y _
V2 Y 30— 3Y

Changement de bases pour une applications linéaire :

Cas d’un endomorphisme :

Théoréme 3.24 Soient E un espace vectoriel sur k de dimension finie n, f :
E — E une application linéaire, By, By deux bases de E et P = Pass(By, Bs).
Alors :

My pyp, = P~"Myp, 5 P,

c’est a dire, deux matrices associées a un endomorphisme suivant des bases dif-

férentes sont semblables.
Cas général :

Théoréme 3.25 Soient E, ' deux espaces vectoriels sur k de dimensions finies

et f: E — F une application linéaire, By, By deux bases de E, C1,Cs deux base
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de F et P = Pass(By, Bs), Q = Pass (Cy,Cy) (ou bien Q' = Pass (Cy, C1)).
Alors :

Mf,B27C2 = Q_le,Bl,C&P;

c’est a dire, deux matrices associées a une application linéaire suivant des bases

différentes sont équivalentes.

3.5 Déterminants

3.5.1 Calcul des déterminants

Définition 3.13 Soit A = (a;;)1<i<n une matrice carrée de M, (k).
1<j<n

On appelle déterminant de A développé suivant la 1°™° ligne le scalaire
det A = Z (—1)i+k a;, det Ay,
k=1

ot A;j est la matrice d’ordre (n — 1) déduite de A en supprimant la ™ ligne et

eme

la ¢ colonne.

On appelle déterminant de A développé suivant la 7™ colonne le scalaire
det A = Z (—=1)"*7 ay; det Ay
k=1

On utilise également la notation :

a;y a2 ... QA1 ... Qip ay;y a2 ... QA1 ... Qip

21 QA22 ... Ag; ... Q9p 21 A22 ... A ... Q9p
det =

;1 Qi ... Qi ... Qip ;1 Qz2 ... Qi ... Qip

Ap1 Ap2 ... QAp; ... Qpp Ap1 Ap2 ... Qp; ... Qpp

Remarque 3.3 Les déterminants ne concernent que les matrices carrées.

Le déterminant d’une matrice carrée est unique.

Cas de déterminant d’ordre 2 :
Soit
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Alors
det A = i = Q11022 — A21012.
21 A22
Exemple 3.26

3 -1

RN BICTE R EnYE

5 7

’ _ (§) (4) = (—m) (~7) = 10 — 7r.
-1 4 2

Cas de déterminant d’ordre 3 :

Soit
aix G2 013
A= axn axn a3 | € Mz(k).
az1 G322 0asz3
Alors

a1; Aaiz2 i3
det A = | Q921 Q22 Q23
a3; az2 ass

Premiére méthode : Développement suivant la premiére ligne.

a a a a a a
det A= (=1)" (an) | "2 TP |+ (=1 (arn) | TP (=) P (agg) | TP
agz2 433 31 Aass az1 asg
= a3 (a21a32 - a22a31) — a12 (a21a33 - CL316L23) + ary (a22a33 - a23a32) .
Deuxiéme méthode : Développement suivant la troisieme colonne.
a a a a2 ail a2
det Ages = (=1)" (ars) | 20 2 |+ (=12 (ags) | +(=1)>* (as3)
az1 as2 a31 Aa32 a21 A22

= a33 (a11a22 - a12a21) — Q23 (a11a32 - a12a31) + ai3 (a21a32 - a22a31) .
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Exemple 3.27 Soit

3 -7 8
A= -3 4 2
5 —1 1
Calculer detA.
Développement la premiére ligne :
3 =78
detA=|-3 4 2
5 -1 1
4 2 -3 2 -3 4
= (=) (3 + (=) (=7 +(—1)"7 (8
ol L T renen] D T st e

= (3) (4 +2) + (7) (=3 — 10) + (8) (3 — 20) = —209.

Développement la troisiéme colonne :

3 -7 8
detA=| -3 4 2
5 —-11
-3 4 3 -7 3 -7
— (1) (8 L(L1)2 (9 L1
O I E GV 1 B B GV CU

=(8)(3—-20)—(2) (=3 +35) + (12 — 21) = —2009.
La régle de Sarrus :

Cette regle est valable uniquement pour les matrices carrées d’ordre 3.

11 aiz2 A3 ailz a2
Q21 A22 (23 a21 Q22 =

31 Aaz2 G33 aszy Aas2

= Q11022033 + Q12023031 + G13021032 — (31022013 — (32023011 — G33021012.
Propriétés des déterminants :

Soient A, B deux matrices carrées de M, (k) et A € k.
1) det I, = 1.

2) det (AA) = A" det A.
3) det (AB) = det Adet B.
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4) det (A™) = (det A)™,m € N*.
5) A est inversible <= det A # 0 de plus det (A7)
6) det (*A) = det A.

7) Le déterminant de A ne change pas de valeur si on ajoute & une colonne

B 1
det A

une combinaison linéaires d’autres colonnes.
8) Un déterminant est nul si 'une de ses colonnes est nulle.
9) Un déterminant est nul si ses colonnes (resp. ses lignes ) sont liées.
10) Si A est une matrice triangulaires inférieure ou supérieure, alors det A =

n
Hizla“’.

3.5.2 Calcul de ’inverse d’une matrice en utilisant le dé-

terminant

La formule AA~! = I,, permet de calculer 'inverse A~! de la matrice inver-
sible A. On détermine ici une formule plus performante de calcul de A~!. Cette

formule utilise les comatrices.

Définition 3.14 Soit A = (a;;) € M, (k). On appelle cofacteur de la place (i, j)

dans A et on note c;; le nombre :
Cij = (—1>i+j det Aij

ou : Ajj est la matrice d’ordre (n — 1) déduite de A en supprimant la ™ ligne

eme

et la 7°™° colonne.

Définition 3.15 On appelle comatrice de A la matrice carrée d’ordre n définie

par
ci1 Ci2 ... C1; ... Cip
Co1 C29 ... Cg; ... Cop
comA = ;
Ci1 Ci2 ... Ci ... Cin
Cnh1 Cp2 ... Cpi ... Cpp

ou ¢;; est le cofacteur de la place (i,j) dans A.

Théoréme 3.28 Soit A = (a;;) € M, (k), alors :

1 t
= —— (comA).
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Exemple 3.29 Soit la matrice A de M; (R)

Calculer A~ si elle existe.
On a : detA =8 # 0, donc A existe.

ComA = (

4 =2 . B
ComA:<3 1 ), (ComA)-(

1( 4 3

-1
A7 =g _9 1
8 2 1

Exemple 3.30 Soit la matrice de M3 (R)

Donc

2 3 -1
B=13 2 2
1 -1 =2

Calculer B™! si elle existe.

On a : detB = 25 # 0, donc B~ emiste.

2 2 3 2
)it _q)i+2
e Y S
3 -1 2 —1
ComB = (—1)* (—1)*™
-1 -2 1 -2
3 -1 2 -1
_ )31 _1)3+2
(=1) 5 o (=1 5 o
donc
-2 8 =5
ComB = 7 -3 5

8 —7 =5

(1) det (4) (—1)"*2det (2) )
(=1)* " det (—=3) (—1)*"*det (3)




3. Matrices, matrices associées et déterminants 59

d’ot
-2 7 8
"(ComB) = 8 -3 -7
-5 5 =5
Alors
. -2 7 8 -2 X 2
-1
B—2—58—3—7=%—%—%
-5 5 =5 -+ 3 —%

3.6 Exercices corrigés

Exercise 3.31 Soient A, B, C et M quatre matrices :

31 1 -1 10 —1 2 4 -l
A= . B= . C = M= 1 0 1

4 2 3 1 21 3
31 2

Calculer dans le cas d’existence : 3A — 2B, A+ C, AB, BA, A%, AC, CA,

Ct
Solution.
1 1 -1

3A—-2B=3 3 -2 = [
4 2 3 1 6 5

3 1 1 0 -1

A+C = + : (L’additionne n’est pas définie)
4 2 21 3
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21 3 4 2

1 0 -1 3 1
CA = ( ) ( > : (Le produit n’est pas défini)

1 2

S R t* 0 1

\l21 3 B
-1 3

Exercise 3.32 Soit M la matrice sutvante :

-1 2 1
M = 2 1 =2
1 0 1

1) Calculer det M.
2) La matrice M est elle inversible ¢
3) Calculer M~ la matrice inverse de M.

Solution.
1) Calculons det M.

-2 1 -2 9 -9
detM = | 2 1 —2|=(-1) —(2)
0 1 11
1 0 1

— —()(1-0)—2(2+2)+(0—1)=-10

2) La matrice M est elle inversible ¢
On a :det M = —10 # 0, donc la matrice M est inversible.

3) Calculons M~ la matrice inverse de M.

On a: .
M~ = M)
det M (comM)”,
ot comM la comatrice de M.
1 -2 +2 =2 2 1
0 1 1 1 10
2 1 -1 1 -1 2
comM = — + — T —_
1 1 1 1 0
2 1 -1 1 -1 2
+ —
1 =2 2 =2 2 1

-2
)

-2

-1
2
)
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Donc,
t
1 -4 -1
Mt = ! (comM)' = — | -2 —2 2
det —10
-5 0 =5
1 1 1
10 5 2
] 1 -2 -5 0 )
T R El - SR S
-1 2 =5
1 1 1
10 5 2
Alors,
1 1 1
10 5 2
2 1
Mt = z - 0 |,
5 5
1 1 1
10 5 2

est la matrice inverse de M.

Exercise 3.33 On considére la matrice suivante :

0 1 -1
A=1-3 4 -3
-1 1 0

1) Calculer A? et vérifier que A2 —3A+2I3 = Oass(r), 0U I3 est la matrice identité
et Oy (ry est la matrice nulle.
2) Déduire que A est inversible, puis donner son inverse A~' sans calcul.

Solution.
Calculons A?
On a :
0 1 -1 0o 1 -1 -2 3 -3
A2=AA=|-3 4 -3 -3 4 -31=1-9 10 -9

-1 1 0 -1 1 0 -3 3 -2
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Vérifions que : A — 3A + 215 = Oy (w).

Ona:
-2 3 -3 0 1 —1 100
A2 —3A+2; = | -9 10 -9 —-3|-3 4 =3|+2|0 10
-3 3 -2 -1 1 0 00 1
000
000

Déduire que A est inversible.

On a

—1 —1
—1 3 -1 3
A(7A + 513) = (7A + 5I?,)A =1

-1 3
A est inversible car il existe B = (TA + 513) telle que : AB = I.
Ona :

. 9 ) 0 1 -1 3 1 00
AilzB: _—A -1 :__ — - a
(2 +23)2 3 4 3+2010
-1 1 0 0 01
Apres calculs, on obtient

3 1 1

2 2 2

Al=DB= 3 1 3

2 2 2

1 1
2 2 2

Exercise 3.34 Soit A la matrice sutvante :

A:(i )

Calculer A~Y la matrice inverse de A.
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Solution.
1) Calculons det A.

1 2
det M = =1-2=-1
1 1

Ona:A=—1%#0, doncla matrice A est inversible et A~1 = Tet A (comA)",
ot comA la comatrice de A.
(=)'t det (1) (=1)""det (1) 1 ~1
comA = =
(=1)* M det (2)  (=1)*det (1) —2 1
Donc,
t
1 1 1 —1
A—l _ A t -
det A (comA) -1
-2 1
1 —2 —1 2
_ 1 _
= = =
—1 1 1 —1
Alors,
—1 2
At = :
1 —1

est la matrice inverse de A.

Exercise 3.35 On considére la matrice suivante :

B = 0 -1 O

1) Calculer le déterminant de B.
a) En développant selon la deuxieme ligne.
b) En développant selon la troisiéme colonne.
c) En utilisant la régle de Sarrus.

2) B est-elle inversible ? Si oui calculer son inverse.
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Solution.
1) Calculons le déterminant de B.
a) Calculons le déterminant de B, en développant selon la deuziéme ligne.

Le déterminant de B en développant la ligne 2 est donné par :

-1 1
1 -1
det(B)y=] 0 -1 0 | =(-1)*"x0x ) +(=1)2 x (=1) x .
2 =2
-1 1
+(=1)2"3 x 0 x ) = -1
b) Calculons le déterminant de B, en développant selon la troisiéme colonne.
Le déterminant de B en développant la colonne 3 est donné par :
- 1 11
det(B)=| 0 -1 0 =(=1)"3 x1x 5 +(=1)>T x 0 x 5
2 =2
-1 1
+(=1)3"3 x (=2) x =—1.
(M x (2 x|

¢) Calculons le déterminant de B, en utilisant la régle de Sarrus.
* En ajoutant la premiére colonne comme quatriéme et la deuziéme comme cin-

quiéme, donc on obtient :

-1 1 1 -1 1
det(B)=| 0 -1 0 0 -1
1 2 =2 1 2
Alors det(B) = —1.
* En ajoutant la premiere ligne comme quatriéme ligne et la deuzieme ligne

comme cinquiéme ligne, donc on obtient :

1 1
0 -1 0
det(By= | 1 2 —2| =-1
~1 1
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Alors det(B) = —1

Remarque : Attention cette régle ne s’applique qu’aux matrices carrées d’ordre
3.

La matrice B est inversible si et seulement si son déterminant est différent
de 0,

2) B est-elle inversible ¢

On a : det(B) = —1 # 0, donc B est inversible.

Calculons l'inverse cgfe B.

OnaB'=

Jei(B) (comB) o comB est la comatrice de B définie par :

Ci1 Ci2 Ci3
comB = | co1 co0 co3 |,
€31 C32 (33
ol ¢;; est le cofacteur de la place (i, j) dans B, tel que c¢;; = (—1)""7 x det(B;;).

o B;; la matrice d’ordre (2) déduite de B en supprimant la i ligne et la j

colonne.
Donc,
-1 0 0 0 0 —1
_'_ i
2 =2 1 -2 1 2
2 01
1 1 -1 1 -1 1
comB = — + — =141 3],
2 =2 1 =2 1 2
1 01
1 1 -1 1 -1
+ —
-1 0 0 0 0 -1
d’o,
2 41
“comB)=10 1 0
1 31
Alors,
-2 —4 -1



3. Matrices, matrices associées et déterminants 66

Exercise 3.36 Soient A, B deux matrices carrées de taille n, et I,, la matrice
d’identité.
On suppose que : AB = I, + A+ A2,

Montrer que A est inversible, et calculer A~' en fonction de A, B et I,,.

Solution.

On a:
AB=1,+A+A?> & AB—-—A—-A*’=1,

s AB-1,-A) =1,

& (B-I1L,—A)A=1,
En déduire que A est inversible et (B — I, — A) est l'inverse de A, donc : A™1 =
B—-1,— A

Exercise 3.37 Soient

-1 2
A= , B= a b , ou a,b,c,d e R.
1 3 c d
deux matrices.

Trouver les matrices B telle que AB = BA.

Solution.
Ona:
-1 2 a b\ [—a+2c —b+2d
(1 3) (c d>_(a~|—3c b+3d>
a b -1 2) (—a+b 2a+3b
(c d) (1 3)_<—c+d 20+3d>
Donc,

(AB—BA):> —a+2c —b+2d B —a+b 2a+3b
B a+3 b+3d) \—c+d 2c+3d

—a+2c=—a-+b 2c=10 a=d—4c
—b+2d =2a+3b d=a+2b .. b=2c

= = d’ot
a+3c=—c+d a+t+4c=d ceR
b+3d=2c+ 3d b=2c deR

Donc, les matrices B telle que AB = BA sont :

B = (d_4c 20), ot a,b,c,d € R.
c d
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Exercise 3.38 Calculer le déterminant de la matrice suivante :

sina  cos«
A= ] .
cosa —sina
Soit n € N*, déduire A™ en fonction de n .

Solution.
On a:

A2 AA— sina cosa sina cosa _ 10 g
cosa —sina cosa —sina 01

Donc,
10
Vne N —{1}: A" = )
{1} ( 01 )
Exercise 3.39 Soit A la matrice suivante :
1 1 -2
A= -1 -1 2
-2 =2 0
a) Calculer A2, A3, A* |
b) Soit n € N*, déduire A™ en fonction de n.

Solution.
Ona:
1 1 =2 1 1 =2 4 4 0
A2=AA=| -1 -1 2 -1 -1 2 = -4 —4 0
-2 -2 0 -2 -2 0 0 0 0
4 4 0 1 1 =2 000
AB=A2A=| -4 —4 0 -1 -1 2 =100 0|.
0 0 0 -2 -2 0 000
000 1 1 =2 000
At =A3A=10 0 0 -1 -1 2 =000 |.
000 -2 -2 0 00 0
Donc,
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Exercise 3.40 Soit M la matrice sutvante :

-3 2 2
M= -2 5 4
1 -5 —4

1) Calculer M? et M? .
2) Déduire que : M3 +2M?* — M — 213 = 0.
3) Montrer que M est inversible et calculer M~ l'inverse de M.

Solution.
1) Calculons M? et M3.

-3 2 2 -3 2 2 7 —6 —6
M)=MM=| -2 5 4 -2 5 4 =10 1 0
1 -5 —4 1 -5 —4 3 -3 -2
-3 2 2 7 —6 —6 —15 14 14
M}=MM=| -2 5 4 01 0 |=] -2 5 4
1 -5 —4 3 -3 -2 -5 1 2
2) Déduisons que : M3 +2M?* — M — 213 = 0.
On a:
M3 +2M? — M —2I; =
—-15 14 14 7 —6 —6 -3 2 2 1 00
-2 5 4 + 2 0 1 0 — -2 5 4 -2 01 0
-5 1 2 3 -3 -2 1 -5 —4 0 01
000
=]1000
000

3) Montrons que M est inversible.
On a:

M3+2M? — M —2I3 =0 <= M3+2M? - M = 2I;

1 1
= M(§M2+M—§I3) = I
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De plus,

M3 4+2M? — M —2I3=0 < M3>+2M? - M =21,
1 1
= <§M2+M—§]3>M:13

Donc on a :

1 1 1 1
M(§M2+M—§]3) = <—M2+M—513>M:]3

2
) ) . B} IR T 1
Alors, M est inversible et son inverse est donné par : M~ = §M + M — 5]3.
Calculons M~ Uinverse de M.
Ona :
IR S 1 1
M7t =-M+M-—=-I3=M
2 2
7 —6 —6 -3 2 2 100 0 -1
1 1 2 5
=—]10 1 0 +1 -2 5 4 —=1010|= -
2 2 5 13
3 -3 -2 1 -5 —4 0 0 1 - ——
2 2
Exercise 3.41 Soit A et B les deuxr matrices suivantes :
4 0 2 1 0 2
A=\ 04 2 |, B=101
00 2 0 0 —1

1) Déterminer les réels A1, Ay tel que : A =\ B + \o13.
2) Calculer B?.

3) Calculer A%, A3 et A* comme combinaison linéaire des matrices B et I5.

Solution.
1) Déterminons les réels A1, Ag tel que : A = \; B + \o13.
Ona:
0 1 0 2 1 00
A=NMB+ X\l & 0 4 =\ 01 2 +X] 01 0
0 0 0 —1 0 01
4 0 A1+ Ag 0 2\
= 0 - 0 )\1 + /\2 2)\1

o
o
o
o

|

e
_l’_
>

no
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Par identification on a :

M+ X =4
1+ A2 A =1
2\ = 2
A =3
—)\1+)\2:2
Donc, A = B+ 31s.
2) Calculons B2.
Ona:
1 0 2 1 0 1 00
B*=BB=|01 2 0 =010 |=1I
0 0 —1 0 0 —1 0 01

3) Calculons A?, A3 et A* comme combinaison linéaire des matrices B et I3.
Ona :

A? = A A= (B+3L)(B+3l5)=B*+3B+3B+91s =68+ 101,

A® = A2 A = (6B + 1015) (B + 313) = 6B% + 18 B + 10B + 3013 = 28B + 3613
A* = A% A = (28B + 3613) (B + 313) = 28 B*+36 B+84B+10815 = 120B+13613
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4.1 Introduction

Les systémes linéaires interviennent a travers leurs applications dans de nom-
breux contextes, car ils forment la base calculatoire de 1’algebre linéaire. Ils per-
mettent également de traiter une bonne partie de la théorie de ’algébre linéaire

en dimension finie. Le but de ce chapitre est de résoudre des systémes linéaires.

4.2 Généralités

Dans tout le chapitre, k désigne R ou C.

Définition 4.1 On appelle systéme linéaire de n équations a m inconnues et a

coefficients dans k, tout systéme de la forme :

a11T1 + 122 + ...+ A1mTm = bl,
211 + A92T9 + ... + Aoy, Ty, = bg, (4 1)

Ap1T1 + Ap2To + .. + Qpm Ty = bna

les (a;j) 1<i<n sont appelés les coefficients du systéme (4.1).
1<j<m
La matrice M suivante :

ayj; a1 ... Qim
a921 Q@29 ... A9y,

M = ,
Ap1 Ap2 ... QApm

est appelée matrice du systéme (4.1).

b

Le vecteur B = > | est appelé le second membre du systéme (4.1) .
bn
Iy

Le vecteur X = = est appelé le vecteur inconnu du systéme (4.1) .

Tn
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Alors le systéeme (4.1) s’écrit sous la forme matricielle suivante MX = B

c’est ¢ dire

ay; a1 ... QAim I b1
21 A2 ... QAg9m, T2 . b2
Al Qp2 oo Qpm Tn by,

Systéme homogeéne associé :
A un systéme (4.1) on associe un systéme homogene (4.2) en annulant les

secondes membres des équations de systéme (4.1).

1171 + a12%2 + ... + A1 Ty, = 0,
911 + A22%2 + ... + Ao Ty, = 0,
2171 2272 2 (4.2)

Up1T1 + Apaa + ... + AT = 0,

alors le systéeme homogene (4.2) s’écrit sous la forme matricielle suivante M X =
0.
Un tel systéme homogene (4.2) posséde au moins la solution (0,0, ...,0) dite

solution triviale.

Définition 4.2 Une solutions du systéme (4.1) est une liste de m nombre réels
(T1, %9, ..., Tym) (un m—uplet) tels que si U'on substitue (xy1, s, ..., T,) dans le
systéme (4.1), on obtient une égalité.

On appelle 'ensemble des solutions du systéeme (4.1) l’ensemble de tous ces

m—uplet vérifiant (4.1).

Définition 4.3 On dit que deux systémes linéaires sont équivalents s’ils ont le

méme ensemble de solutions.

Théoréme 4.1 Un systéme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit

a une seule solution, soit a une infinité de solutions.
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4.3 Les méthodes de résolution d’un systéme
linéaire
4.3.1 Systémes de Cramer

Le systéme (4.1) est dit de Cramer si et seulement si M est carrée et det M #
0. Dans ce cas, (4.1) admet une unique solution donnée par :
det M,
€T; —
det M
ou M, est la matrice obtenue de M en remplacant la colonne ¢ de M par :
b
by

pour 1 <7 < n,

bn
Exemple 4.2 Résoudre le systéme linéaire suivant :

{ 3!E1 +5ZL’2 = 7,

2I1 — T9 = 9.

o= (25 (2)-(0)

det M = —13 # 0, donc (4.3) est un systéme de Cramer et admet une solution

(4.3)

unique donnée par :

7 5
det M, 9 —1
x]. = = = 4:7
det M —13
3 7
det M,, 29
To = = = —1.
det M —13

Alors la solution unique de systéme (4.3) est (v1,x5) = (4, —1).

Exemple 4.3 Résoudre le systéme linéaire suivant :

X1+ To— T3 = 2,
Ty — Xy — 33 = —1, (4.4)

—x1 4+ 319 — 23 = 1.
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On a:
1 1 -1 T p
(44) =] 1 -1 -3 w | =1 -1 ],
1 3 -1 23 1

det M = 12 # 0, donc (4.4) est un systéme de Cramer et admet une solution

unique donnée par :

2 1 -1
1 -1 -3
detM, | 1 3 -1| 3
T et M 12 Y
1 2 -1
1 -1 -3
detM,, | -1 1 -1
2T et M 12 =L
11 2
1 -1 -1
detM,, |-1 3 1| 1
BT g M 12 )

3 .1
Alors la solution unique de systéme (4.4) est (1, zq, x3) = (5, 1, 5) )
4.3.2 Reésolution par la méthode de la matrice inverse

Considérons le systéme linéaire sous la forme matricielle M X = B ou M
est une matrice carrée, dans le cas ou M est inversible, nous pouvons utiliser la

matrice pour trouver la solution du systéme linéaire.

Proposition 4.1 Si la matrice M est inversible, alors la solution du systéme

MX = B est unique et est donnée par :
X=M"1B.
Exemple 4.4 Résoudre le systéme linéaire suivant :

x—2y+ 3z =3,
—r+y—2z=2, (4.5)
r+y+3z=1
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Le systéme (4.5) s’écrit sous la forme matricielle M X = B, avec

1 -2 3 3
M= -1 1 -2]|,B=| 2 et X =
11 3 1 z
Ona:
1 -2 3
det M =| -1 1 -2|=-3#0,
1 1 3
det M = —3 # 0, donc M est inversible d’ou le systéme admet une solution
unique donnée par :
5 1 34
_° _3 _= 0=
T i; 3 3 %
1 1
z 2 1 i; 1 1?
3 3 3
34 2 13

Donc, (xvyu Z) = <_

—,—=,— | est la solution unique du systéme.
3° 33

4.4 Exercices corrigés

Exercise 4.5 Soit le systéme suivant :

2z —y = 10, (4.6)
r — 3y = 15. '

1) Ecrire le systéme (4.6) sous sa forme matricielle AX = B.

2) Calculer A= la matrice inverse de A.

3) En utilisant la matrice inverse A™', résoudre le systéme (4.6).
4) Résoudre le systéme (4.6) par la méthode de Cramer.
Solution.

Soit le systéme (4.6) suivant :

2z —y = 10,
r — 3y = 15.

1) Ecrire le systéme (4.6) sous sa forme matricielle AX = B.

e (1)) (5)
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2) Calculer A~ la matrice inverse de A.
Calculons det A.

2 -1
det A = =—6+1=-5
1 -3
On a :det A= —5+# 0, donc la matrice A est inversible et A~! est donnée par :
Ona: .
1 t
"~ det A (comA)",

ot comA la comatrice de A.

. +det (=3) —det(1) \ [ -3 -1
CIET\ “det(-1) +det(2) )\ 1 2

Donc,
t
1 1 -3 -1 1 -3 1
A—lz At:_ [,
der 4 LomA) —5( 1 2 ) —5(-1 2)
Alors,
3 -1
~1
Tl 2
5 5

est la matrice inverse de A.

3) En utilisant la matrice inverse A, résoudre le systéeme (4.6).

(46) & AX =20
& X=A"'B

3
VR
< 8
~

|
U] O] Lo
| |
VR

— =
(&1 )
N~

Done (x,y) = (3, —4) est la solution unique pour le systéme (4.6).
4) Résoudre le systéme (4.6) par la méthode de Cramer.
On a le systéme (4.6) est carré et det A = —5 # 0, donc le systéme (4.6) est

de Cramer admet une solution unique (x,y).
10 -1

det A, 15 -3 -30+15
xr = g _— _—
det A -5 -5

3
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2 10
Cdetd, |1 15| 30-10
Y= qetA -5 -5

Alors, (x,y) = (3, —4) est la solution unique pour le systéme (4.6).

Exercise 4.6 Soit le systéme suivant :

20 +3y—2=14
T—y+z=-2 (4.7)
r+y+z=4

1) Ecrire le systéme (4.7) sous sa forme matricielle M X = B.

2) Calculer M~ la matrice inverse de M.

3) En utilisant la matrice inverse M, résoudre le systéme (4.7).
4) Résoudre le systéme (4.7) par la méthode de Cramer.
Solution.

Soit le systéeme (4.7) suivant :

20+ 3y—z=14
rT—y+z=-2
r+y+z=4

1) Ecrire le systéme (4.7) sous sa forme matricielle M X = B.

2 3 -1 x 14
Anel|l 1 -1 1 y | = -2
1 1 1 P 4

2) Calculer M~ la matrice inverse de M.
Calculons det M.

detM = |1 -1 1 :(2)|

= (@)(-1-1)=3(1-1)+(-1)(1+1) = -6

On a :det M = —6 # 0, donc la matrice M est inversible et M~ est donnée

par :
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On a: .
M= M)
detM(Com )
ot comM la comatrice de M.
-1 1 1 1 1 -1
_|_ —
1 1 1 1 1 1
3 -1 2 —1 2 3 20
comM = — + — = -4 3
1 1 1 1 1
2 -3
3 -1 2 -1 2 3
- —~ —
-1 1 1 1 1 -1
Donc,
. 1 2 1
-2 0 2 3 3 23
M= ! (comM)t—i -4 3 1 = 3 31 13
~ det M -6 N % g
2 -3 =5 _1 Lo
6
Alors,
1 2 1
3 3
Mt = 0 RN
108
6 6

est la matrice tnverse de M.

3) En utilisant la matrice inverse M1, résoudre le systéeme (4.7).

(4.7) & MX=B

< X=M'B
1 2 1
3 3 3
. X 14
RN = 0 _Z - )
2 2
z 4
1 1 5
3 6 6

I3
|
—_

)
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Donce (x,y,z) = (2,3, —1) est la solution unique pour le systéme (4.7).
4) Résoudre le systéme (4.7) par la méthode de Cramer.
On a le systéme (4.7) est carré et det M = —6 # 0, donc le systéme (S) est

de Cramer admet une solution unique (x,y, z)

2 3 -1 x 14
Ane|l 1 -1 1 y | =1 -2
1 1 1 p 4
14 3 -1
2 1 1 11 21 2 1
det M, 4 1 1 Wy _<3)‘ PR R B
T detM —6 - —6
_ W)(=2)-@) =)+ (=D )
6
2 14 -1
1 -2 1 21 11 1 -2
detM, |1 4 1 @ 70 [ TED
Y7 Qetm 6 B —6
_ @A) -4 0+ (=1)(6) _,
6
2 3 14
1 -1 -2 1 -2 1 -2 1 -1
detM, |1 1 4 @ 7O 4 T
© T detM —6 - —6
_ E2)-B)0)+04902) _
6

Alors, (z,y,z) = (2,3,—1) est la solution unique pour le systéme (4.7).

Exercise 4.7 Soit le systéme linéaire (S) suivant :

r+y+22=5
(S z—y—2=1
rT+z=3
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Résoudre le systéme linéaire (S) :
1) Par la méthode de la matrice inverse.
2) Par la méthode de Cramer.
Solution.
1) En utilisant la méthode de la matrice inverse.

En terme matriciel le systéme s’écrit

rT+y+22=95
(S)s z—y—2=1 ©AX=0>
r+z=3
avec
1 1 2 x 5
A=11 -1 -1 |, X=|19y |, b=
1 0 1 z 3

On trouve la solution du systéme en inversant la matrice :
X = A"

L’inverse d’une matrice A se calcule ainsi :

st
1 1 2
A= 1 -1 -1
1 0 1
alors .
Al = A
deray o A
avec
L 2 1 1 1 1 1 1
det(A)=|1 -1 -1 |= - +2 — 1,
0 1 1 1 0
1 0 1
et
-1 -1 1 -1 1 -1
+ —
0 1 1 1 1 0
1 2 1 2 11 b=
com(A) = - — =| -1 -1 1
01 1 1 1 0
1 3 -2
1 2 1 2 1 1
_|._ —
-1 -1 1 —1 1 —1
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d’ot
-1 -1 1
com(A)=1| -2 -1 3 |?
1 1 =2
1t on trouve
-1 -1 1 1 1 -1
A7l = detl(A)comt(A) = _il -2 -1 3 |=| 2 1 -3
1 1 =2 -1 -1 2
et comme det(A) # 0, on trouve
1 1 -1 5 3
X=A"=| 2 1 -3 1 ]=12
-1 -1 2 3 0
donc
x 3
X=1ly |=1] 2
z 0
Résoudre le systéme par la méthode de Cramer.
On a det(A) = —1 # 0, donc les formules de Cramer sont les suivantes :
5 1 2
1 -1 -1
det A, 3 0 1 -3
T detA T -1 :—_1:3’
1 5 2
1 -1
det A I3 1 —2
y:detAy: -1 :—_1:2’
1 1 5
1 -1 1
_deA. |10 3] 0
detA -1 -1 ‘
et donc
x
X = = | 2
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Exercise 4.8 On considére le systéme (S,,) suivant

(m—-1)z+y+2z=1
(Sm)q z+(m—1y+2=1
r+y+(m—-1)z=1

ot m est un paramétre réel.

1) Ecrire le systéme (Sy,) sous forme matricielle : A, X = b.

2) Calculer le déterminant de A,, et donner une condition pour que (Sy,)

admette une solution unique. Puis donner cette solution.

Solution.
Ona:
(m—-1Nz+y+z=1
(Sm)S z+(m—1y+z=1
r+y+(m-1z=1
(m—1) 1 1 x 1
& 1 (m—1) 1 y | =11
1 1 (m—1) z 1
avec
(m—1) 1 1 x 1
Ap = 1 (m-1) 1 . X = C b= 1
1 1 (m—1) z 1

2) Calculer le déterminant de A,, et donner une condition pour que (S,,) admette

une solution unique. Puis donner cette solution.

Solution.
On a :
(m—1) 1 |
det(An,) = 1 (m—1) 1
1 1 (m-1)
(m—1) 1 11 1 (m—1)
det(An) = (m=1) = m—n‘_1 (m — 1) 11 ‘

= m®—=3m*+4=(m+1)(m—2)%



4. Systémes d’équations linéaires 84

sim € R—{—1,2} alors det(A,,) # 0 d’ou le systéme (S,,) est de Cramer et
donc admette une unique solution.

Sim € R —{—1,2} alors la solution est la suivante

1 1 1
1 (m—-1) 1
1 1 (m—1) (m — 2)? 1
v det(A,,) T m+D)(m—22 m+1
(m—1) 1 1
1 1 1
1 1 (m—1) (m — 2)? 1
v det(A,) T mAD(m—22 m+1
(m—1) 1 1
1 (m-1) 1
1 11 (m — 2)? 1
T det(A,,) T mrDm—22 m+1
donc,
1
x m+1
oo ]2 M
m+ 1
z 1
m+1
Exercise 4.9 Soit A un paramétre réel . On considére le systéme (Sy) suivant :
T+y+ A=A,
(S0 z+Ay—z=1,
r+y—z=1

1) Ecrire le systéme (S)) sous forme matricielle : AxX = b.

2) Calculer le déterminant de Ay et donner une condition pour que (Sy) ad-

mette une solution unique. Puis donner cette solution.

Solution.

Ona :
T+y+ A=A

(S)\) $+)\y—Z:1,
r+y—z=1
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11 X T A
S| 1 A -1 y | =11
11 -1 z 1
avec
1 1 A T A
Ay = -1 1, X= , b=11
1 1 -1 z 1

2) Calculons le déterminant de Ay et donner une condition pour que (Sy) admette

une solution unique. Puis donner cette solution.

Ona :
1 1 X
det(A,\): 1 A -1
1 1 -1
A =1 1 -1 1 A
det(A,\) = 1 —
1 -1 1 -1 1 1

= (-A+FD-0+A(1-N)=1-)2

si A € R—{—=1,1}, alors det(Ay) # 0 d’ou le systéme (S\) est de Cramer et
donc admette une unique solution.

Si A€ R—{—1,1}, alors la solution est la suivante

A1
1 A -1
11 -1 2\ — 2)\? 2X (1 —X) 2\
T det(A) 0 122 1-N({1+A) A+1
1 A A
11 -1
11 -1 0
A N S A
11 A
1 A1
L L] M+22-1 (1-NA-1) _ A-1
det(Ay) 1— )\ (1=XN(1+XN A+
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donc
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5.1 Introduction

La réduction des matrices constitue le premier pas de ce que 1'on appelle
la théorie spectrale, ses applications pratiques sont nombreuses : modélisation
des vibrations, dynamique des populations, analyse de données en composantes

principales en statistique, mécanique quantique, économie mathématique,..., etc.

5.2 Valeurs propres, vecteurs propres

Définition 5.1 Soit M une matrice carrée de M, (R).

On dit que X € R™ est un vecteur propre de M associé a la valeur propre \
si et seulement si :

1) X #0  (ici 0= 0gn).

2)INeR, MX = \X.

Si X est un vecteur propre de M, alors le scalaire X\ est la valeur propre de
M associée a X.

On dit aussi que X est un vecteur propre associé a la valeur propre .

Remarque 5.1 1) La condition X # 0 est essentielle. En effet, si on ne l'impose
pas, alors la condition 2) ne dit rien car pour tout \, on a : 0 = M x 0 = \0.
2) Un vecteur propre de M est donc un vecteur non nul dont l’image par M
en est un multiple scalaire (on dit encore, lui est colinéaire).
3) Notons que A = 0 est valeur propre de M si et seulement si KerM # {0},

c’est-‘a-dire si et seulement si x — M X n’est pas injective.

Proposition 5.1 Un scalaire A\ € R est valeur propre de M € M, (R) si et
seulement si : Ker (M — \I,,) # {0}.

Preuve. FEn effet; A\ est valeur propre si et seulement si il existe un X # 0
tel que M X = \X, c’est-‘a-dire M X — A\X =0, ou encore (M — \,,) X = 0.

Définition 5.2 (sous-espace vectoriel propre)
L’ensemble de tous les vecteurs propres associés a une valeur propre \, com-

plété par le vecteur nul,
Ex(M)=Ker(M —\,,)={X eR": MX = X},

est appelé sous-espace vectoriel propre associé a A. Sa dimension dim E) (M)

est appelé multiplicité géométrique de la valeur propre \.
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Définition 5.3 L’ensemble de toutes les valeurs propres de M est appelé spectre
de M et est noté o (M) C R. (ou SP(M)).

Proposition 5.2 1) Deux matrices semblables ont méme spectre.
2) On a X\ € o (M) si et seulement si det (M — \I,,) = 0.
3)Onaoc(M)=0(M).

5.3 Polynéme caractéristique

Définition 5.4 Le polynome Py (\) = det (M — \1,,) s’appelle le polynome ca-

ractéristique de M.

a1 — A ai12 a4 A1y
asy a9 — A ag; QAon
Py (\) = det (M — AI,) =
(075} ;2 oo Qg — A Qin
an1 An2 Qi e Qpp — A

Corollaire 5.1 On a A € 0 (M) si et seulement si A est racine de Py ().

On est ainsi ramené pour la recherche des valeurs propres & un probléme
classique des mathématiques, d’une importance historique majeure, trouver les
racines d’un polynome de degré n. Comme un tel polynéme a au plus n racines,

on peut tout de suite en déduire le corollaire suivant.
Corollaire 5.2 Toute matrice n X n admet au plus n valeurs propres.

Exercise 5.3 Soit la matrice M définie comme suit :

=
I
—_ = DN

2 2
2 0
0 2

1) Calculer les valeurs propres de M.

2) Déterminer les sous espaces propre associés pour chaque valeurs propre.
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1) Calculons les valeurs de M.

Pu(\) =det(M—A,)=| 1 2-2)

2—X 0
0 2-=2A

1 0
1 2—-X

1 2—-X
1 0

=2-2)’=22-0)—-22-N=X2-)N)(A—4).

Done, Pyy(A) =A(2—-X)(A—4).
On a :
Py(AM)=0 = X(2-XN)(A—4)=0.

=\ € {0,2,4},
d’ou le spectre de M est o (M) = {0,2,4} .

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a A = 0.

X
Soit X = | z, | €R3.
Zs3
2 2 2 T 0
(MX=XX)=1]12 0 z | =10
1 0 2 T3 0
2rx1 + 229+ 223 =10 r1 = —2x3,
= $1+2I2:0 = Tog = X3
I1+2£C3:O ZCgeR.

Donc,

EO(M):{<—23:3 s x3>,x36R}={x3<—2 1 1>,x3€R}.

Alors Eqy (M) est s.e.v engendré par ( -2 11 ) et comme ce vecteur n'est pas
nul, d’ou dim Eq (M) = 1.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a \ = 2.



5. Réduction des matrices 91

T
Soit X = T2 S R3.
T3
2 2 2 1 1
1 0 2 T3 T3
To + T3 = 0 I = 0,
= T = 0 = To = —T3
T = xr3 € R

EQ(M):{(O —3 x3>,x3€R}:{x3<0 -1 1),9@,61@}.

Alors Eq (M) est s.e.v engendré par ( 0 -1 1 ) et comme ce vecteur n'est pas
nul, d’ot dim Ey (M) = 1.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a \ = 4.

L1
Soit X = | z, | € R3.
3
2 2 2 T 1
1 0 2 T3 T3
—2.%'1 + 233'2 + 256'3 =0 T = 2(13'3,
= Ty — 2205 =0 = To = T3
1 —2x3 =0 r3 € R.

Donc,
E4(M):{<2.I'3 I3 $3>,$3€R}:{IL‘3<2 1 1>,$3€R}.

Alors Ey (M) est s.e.v engendré par ( 2 11 ) et comme ce vecteur n'est pas
nul, d’ou dim Ey (M) = 1.

Proposition 5.3 Si M € M, (R) est triangulaire, alors elle a n valeurs propres

qui sont ses éléments diagonaux.
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Exemple 5.4 Soit la matrice suivante :

2 00
M = -1 3 0
1 5 4
On a
2— A 0
Py (AN =det(M —-X,,)=| -1 3-X 0 =2-N)B-=-XN(4d-N).
1 5 4 — )\

D’ou le spectre de M est o (M) = {2,3,4}.

5.4 Théoréme de Cayley-Hamilton

5.4.1 Polynéme annulateur

Définition 5.5 On dit qu’un polynome P (X) est un polynome annulateur de
la matrice M si P (M) = 0.

Proposition 5.4 Si P (X) est un polynome annulateur de M, alors : SP (M) C
{racines de P (M)}.

5.4.2 Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme 5.5 Soit M € M, (R) une matrice carrée, alors : Py (M) = 0 ou
Py (M) le polynome caractéristique de M .

C’est a dire le polynéme caractéristique de la matrice M est un polynéme

annulateur de M.

Exemple 5.6 Soit

On a:

Py (A) = det =\ - \—6.

4 —1-A



5. Réduction des matrices 93

Donc, Py (M) = M? — M — 61, = 0. En effet :

) 2 1 2 1 8 1
M?*=M.M = = :
4 —1 4 -1 4 5
d’ot,
1 2 1 1
M? — M — 6l = ; - —6 PN (20
45 4 -1 01 00

5.5 Caractérisation des matrices diagonalisables,

trigonalisables

Nous abordons dans cette section les problémes de trigonalisation et dia-
gonalisation des matrices. Nous présentons quelques conséquences théoriques

importantes de ces résultats.

5.5.1 Caractérisation des matrices diagonalisables

Définition 5.6 On dit qu’une matrice M est diagonalisable si elle est semblable

a une matrice diagonale.

En d’autres termes, M est diagonalisable s’il existe une matrice inversible P
telle que P~ M P est diagonale. Dans ce

cas, on dit que la matrice P diagonalise la matrice M.

Proposition 5.5 Une matrice M est diagonalisable si et seulement si il existe

une base de R™ constituée de vecteurs propres de M.

Corollaire 5.7 Une matrice M est diagonalisable si et seulement si R™ est
somme directe de sous-espaces propres.
Preuve. En effet, la réunion de bases des sous-espaces propres forme alors

une base de R™ constituée de vecteurs propres de M.

Corollaire 5.8 (Condition suffisante de diagonalisation).
St une matrice n X n a exactement n valeurs propres distinctes, alors elle est
diagonalisable.
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Proposition 5.6 Soit A une matrice carrée, Alors A est diagonalisable si et
seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées

(i) Le polynome caractéristique P (A) de A est scindé.

(i1) L’ordre de multiplicité de chaque valeur propre de A est égal & la dimen-

ston du sous-espace propre correspondant.

Méthode pour diagonaliser

Soit M une matrice carrée de M, (R). Pour la diagonaliser :

1) On calcule d’abord son polynéme caractéristique Py (A).

2) On cherche les racines de Py (\) = 0 ce sont les valeurs propres de M.

3) Pour toute valeur propre A de M, on cherche une base de Ker (M — \I,,)
i.e. on cherche une base de I’espace des solutions du systéme : M. X = A\ X.

4) Si pour toute valeur propre A de M, dim (M — AI,,) = m, (A), ott m, ()
la multiplicité de A dans le polyndéme caractéristique Py, (\) de M, donc on dit
M est diagonalisable et la réunion des bases des espaces propres forme une base

de vecteurs propres.

Exemple 5.9 Soit la matrice suivante :

Démontrer que M est diagonalisable et trouver une matrice P telle que P~*M P

soit diagonale.

On a:

Py(A)=det(M—M,)=| -1 2-Xx 0 |=(1-N2=N)E-2)).

On a : La matrice M € Ms(R), admet trois valeurs propres réelles distinctes
A=1, A=2 et A\ =3, donc la matrice M est diagonalisable.
Trouvons la matrice P telle que P~ M P soit diagonale.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a A = 1.
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sl
Soit X = | z, | € R
T3
1 00 i x1
Ona: ( MX=XX)=| -1 2 0 29 | =1 m9
1 3 3 T3 x3
1
T =T T =T T = —5T3,
= —T1+ 220 = 29 =4 21 +x2=0 =N 29 = —il’g,
1+ 329 4+ 3x3 = 23 1+ 3x3+223=0 xge]R.2

1 1
AZO”/’S, E)\:l (M) = {( —51‘3 —51‘3 T3 > , L3 € R}

:{(1‘3)(—% —% 1),:):361[%}:{(_711:3)(1 1 —2),9@3€R}
{11 2)),

Done, Ex—1 (M) est s.e.v engendré par ( 11 -2 ) et comme ce vecteur n'est
pas nul, d’ou dim Ex_; (M) = 1.
Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a \ = 2.

T
Soit X = | z, | €R3.
xs3
1 0 T Ty
Ona: (MX=XX)=| -1 2 0 To | =2
1 3 3 T3 T3
T = 21 1 =0 1 =0,
= —I1 4+ 229 = 229 = { r1 =0 = T3 = —3xo,
1+ 329 + 313 = 213 T3 = —3To T9 € R.

DO’I’LC,E)\:1<M):{<O T2 —3$2),$2€R}:{$2(0 1 —3>,$2€R}

(015

Alors Ex—o (M) est s.e.v engendré par ( 01 -3 ) et comme ce vecteur n’est

pas nul, d’ot dim Ey_o (M) = 1.
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Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a \ = 3.

T
Soit X = | z, | €R3.
xs
1 0 0 T X1
Ona: (MX=XX)=| -1 2 0 xe | =3 |
1 3 3 T3 T3
T = 35(71 T = 3:1,’1 T = 0,
= —21 + 229 = 329 = —21 + 229 = 329 = x9 =0,
1+ 319 + 33 = 323 Ty + 329 + 323 = 313 z3 € R.

Donc,E,\zl(M):{(O 0 x3>,m3€R}:{x3<O 0 1>,x3€R}

(v o))

Alors, Ex—3 (M) est s.e.v engendré par ( 0 01 ) et comme ce vecteur n’est
pas nul, d’ou dim Ey_3 (M) = 1.

Donc,
1 0 0 1
P=| 1 1 0 dov, Pl'=| -1 1
-2 -3 1 -1 3
Alors, P~YMP soit diagonale. En effet
1 1 00 1 0 0 1 00
P'MP=| -1 10 -1 20 1 1 0f=]020
-1 3 1 1 3 3 -2 -3 1 0 0 3

5.5.2 Caractérisation des matrices trigonalisables

Définition 5.7 (Matrices semblables)
Soient A, B deuz matrices carrées de M, (k). On dit que A et B sont sem-

blables s’il existe une matrice carrée P inversible d’ordre n telle que B = P~1AP.

Cette relation est ce qu’on appelle une relation d’équivalence, car on a les

trois propriétés suivantes :
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1) A est toujours semblable & A, car A = ["1AI.

2) Si B = P7'AP est semblable a A, alors A = PBP~! est semblable & B,
car P=(P)".

3) Si B = P7'AP est semblable & A, et si C = Q !B(Q est semblable & B,
alors C' = Q 'P~'APQ est semblable & A, car Q~'P~' = (PQ) .

Proposition 5.7 Soit A une matrice carrée, et soit B = P~YAP une matrice

semblable a A. Alors A et B ont le méme polynéme caractéristique. De plus,
A™ = pBmp-1

Définition 5.8 Une matrice M de M, (k) est dite trigonalisable dans M, (k),
si M est semblable a une matrice triangulaire supérieure de M, (k). C’est-a-
dire, s’il existe une matrice inversible P de M, (k) et une matrice triangulaire

supérieure T ¢ coefficients dans k telles que : M = PTP~!,

Dans ce cas, on dit que la matrice P trigonalise la matrice M.
Remarque. Toute matrice triangulaire supérieure étant semblable & une
matrice triangulaire inférieure, une matrice est trigonalisable dans M, (k) si, et

seulement si, elle est semblable & une matrice triangulaire inférieure.

Définition 5.9 On dit qu’un polynéme est scindé s’il est factorisable sur R en

n produits des facteurs du premier degré.

Théoréme 5.10 (Théoréme de trigonalisation)
Une matrice M est trigonalisable si et seulement si son polynome caractéris-

tique est scindé sur R.
Remarque 5.2 Dans C, toute matrice est trigonalisable.

Théoréme 5.11 Les sous-espaces propres d’une matrice M associés a des va-

leurs propres distinctes sont en somme directe.
Dimension d’un sous-espace propre et ordre de multiplicité d’une va-
leur propre

On va maintenant comparer I'ordre de multiplicité d’une valeur propre et la

dimension du sous-espace propre associé a cette valeur propre.
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Proposition 5.8 Soit A une matrice carrée, soit A une valeur propre de A de
multiplicité n (\) . Alors dim E) < n (A).

Exercise 5.12 Soit A la matrice sutvante :

1) Déterminer et factoriser le polynoéme caractéristique de A.

2) Déterminer le sous-espace vectoriel propre associé a chaque valeur propre.
3) La matrice A est-elle diagonalisable, triangularisable ?

4) Effectuer explicitement la réduction.

Solution.

1) On détermine et on factorise le polynome caractéristique de A. On a :

Pi(A)=det(A—A,)=| -1 3-\ -1

-1 3-2A
-2 -1

3—A —1
-1 -3-A

+4

=(3-)

—1 —1
-2 =3-A

=B=N(B=AN(=3=XN)—=-1)=2(B+AN)—=2)+4(1+2(3-N))

= —(A+1) (A —2)*. Alors, Pa(\) = —(A+1) (A —2)°.

Les valeurs propres sont A\ = —1, racine simple et \y = 2, racine double.

2) Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a chaque
valeur propre.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a \; = —1.
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T
Soit X = i) S R3.
T3
3 2 4 T T
Ona: (AX=XX)=| -1 3 -1 Te | =—1] a9
—2 -1 -3 I3 T3
3r1 4+ 229 + 413 = —11 41+ 229+ 423 =0 r1 € R.
= —I1+3$2—SL’3:—I2 = —x1+4x2—x3:0 = LIZ‘QIO
—2£C1 — T9 — 3.%3 = —T3 —25171 — T9 — 2513’3 =0 T3 = —T1

Done, Ey,——1 (A) = {(171 0 —x1>,x3€R}:{x1(1 0 —1>,x16R}.

- {(10 1)

Alors Ex,—_1 (A) est s.e.v engendré par ( 1 0 -1 ) et comme ce vecteur n’est
pas nul, d’ot dim Ey,— 1 (A) = 1.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a Ny = 2.

I
Soit X = | z, | € R
zs3
3 2 4 T Ty
Ona:(AX =XX)=| -1 3 -1 Te | =2
-2 -1 -3 T3 T3
3x1 4+ 229 + 43 = 221 r1+ 209+ 4253 =0 T = —2x3,
= § 1 +3T—13=209 = —x1+x2—23=0 = § T2 = —I3,
—2x1 — X9 — 3x3 = 213 —2x1 — a9 — dx3 =0 r3 € R.

Done, Ex—s (A) = {( —2x3 —T3 T3 >,:E3 ER} = {(—:1:3) ( 2 1 —1 ),xg E]R}

(21 )

Alors Ex—5 (A) est s.e.v engendré par ( 21 -1 ) et comme ce vecteur n'est
pas nul, d’ot dim E\_5 (A) = 1.

3) La matrice A est-elle diagonalisable, triangularisable ?
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A est-elle diagonalisable ?

A est diagonalisable ssi dimker (A — 213) =2 ourg (A — 213) = 2.

On a : l’espace propre associé & la valeur double Ao = 2 est de dimension 1
donc, A n’est pas diagonalisable sur R.

La matrice A est-elle triangularisable ?

Ona:Py(\)=—(\+1)(A=2)* est scindé sur R done, A est triangulari-
sable sur R.

4) Effectuons explicitement la réduction.

On sait que ker ((A — 2_73)2) est de dimension 2, et que :

2
1 € ker (A — 2I3) C ker ((A — 2]3)2) :
—1

On cherche donc un deuxiéme vecteur dans ker ((A — 213)2), linéairement indé-
2

pendant de 1
-1

(A—2I3)% = (A—2I5) . (A — 2I,)

I
o
o o o
o
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I
Soit X = i) € R3.
T3
-9 0 —18 1 0
(A-2L°X=0)=| 0 0 0 z, | =10
9 0 18 T3 0
—9I1 - 18[1)3 =0 T+ 21’2 + 41’3 =0 Ty = —2$3,
= 0=0 = —JZ1+I2—ZL’3:0 = J]QER.
921 + 1823 =0 —2x1 — x5 — dxr3 =0 xr3 € R.
Ona:
T —21'3 —2 0
Lo = To = I3 0 + T2 1
T3 xs3 1 0
0
On prend le vecteur | 1
0
De plus,
0 3 2 4 0 2 2 0
Al 1 | =1 -1 3 —1 = = +2
0 -2 —1 -3 0 —1 —1 0
Donc en posant
2 0 -1 0 -2
P= 0 1 1 |.Doa P'= 1 0 1
—1 -1 0 -1 1 -1
On obtient :
-1 0 -2 3 2 4 1 2 0
P'AP = 1 0 1 -1 3 -1 0 1 1
-1 1 -1 -2 -1 -3 -1 -1 0
—1 0 0
= 0 2 1
0 0 2
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5.6 Applications de la réduction

Nous présentons ici des applications de la diagonalisation des matrices avec
le calcul des puissances des matrices, application en dynamique des populations

et application a la résolution de systémes d’équations différentielles linéaires.

5.6.1 Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable

Proposition 5.9 Soit M une matrice diagonalisable. Pour tout k € R, les va-

leurs propres de M* sont les )\f . De plus, si P est une matrice qui diagonalise
M, alors

Moo .. .0

0 X . .0
Mf=pP| .. .. . .. .. |PL

0 0 .. 0 X

Plus généralement, si Q) est un polynome & une indéterminée, on a :

QM) 0 0

0 QM) 0
Q(M)=P pt

0 0 .. 0 Q(\)

Preuve. La formule pour un polynoéme QQ se déduit immédiatement de celles pour

les mondmes M*. Si P diagonalise M, ceci veut dire que PM P~ est diagonale,

ou encore
A0 o o0
0 X ... .. 0
M=P .. | P'=PDP.
.0
0 0 0 A\

Par conséquent,

M* = (PDP~Y)(PDPY)(PDP™Y)....(PDP™)
— PD(P~'P)D (P~ P)DP~....PDP!
— PDDD....DP~' car P7'P =1,
— PDkpPL,
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o,
A0
0 A 0
DF =
0 0 .. 0 M

n

d’ot le résultat.

Exemple 5.13 Soit M la matrice suivante :
2
M = > .
0 3

On a : Py (M) le polynome caractéristique de M est :

Calculer M™, pour n € N.

Solution.

2—X 5

Pu(N) =det(M—AL) ="~ 7

—(2-)N)(3-)).

Les valeurs propres de M sont {2,3} donc M est diagonalisable.

Déterminons le vecteur propre associé a \ = 2.

Soit X = ( o € R2.

)
2 5
(MX = \X) = T
0 3 ) T2
( 2ZL‘1+5ZL‘2:2I‘1 ZL‘QZO
= =
L 3Ty = 229 r1 € R.

1
Done, X = = . =1 . Alors ( 10 ) est un vecteur
T9 0 0

propre associé a A\ = 2.

Déterminons le vecteur propre associé a A\ = 3.
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Soit X —= ( = ) € R2.
X2

weeso (32)(2)(2)
0 3 T2 T2

21‘1 + 51‘2 = 3I1 Ty = 5I2
= =
r9 € R.

31‘2 = 3[172

5 5
Done, X = (xl) = ( xZ) —J;2< >.Al07‘s<5 1) est un vecteur
T2 To 1

propre associé a \ = 3.
Les vecteurs {( 1 0 ) , ( 5 1 )} forment une base de R? composée de vec-

teurs propres, la matrice de passage P

Pt ) (2% O) 4pi_ L
0 1 0 3 0 1
Ona :
1 on 1 -
M" = PD"P™'= ° 0 °
01 0 3" 0 1

on - _ 3 3
M — 5X2°4+5x3
0 3"

5.6.2 Résolution des systémes différentiels linéaires

Voici une application de la diagonalisation des matrices pour la résolution
des systémes différentiels linéaires.

Soit le systéme différentiel linéaire de la forme suivante :

)
dxcllt(t) = a7 (t) + a19%9 (t) + .o a1Ty (t) )
dxzo (t
;; ) 310 (2) + @2 (8) + .+ i (1), (5.1)
dx, (t)

= a1 (t) + anaza (1) + ... + apnzy (1),

\ dt
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les (ai;) 1<i<n sont des réels appelés les coefficients du systéme (5.1). Un tel
1<j<m

systeme différentiel (5.1) s’écrit sous la forme matricielle suivante :

dX (1)
=MX(t 5.2
- (). (52)
ou
a1 a2 ... QAip T (t)
M = 21 A22 ... QAgp ot X(t): i) (t)
Gpl Qpa ... Qpp Ty (t)

La matrice M est appelée matrice du systéme (5.2), le vecteur X (t) est appelé

X (t)

Si la matrice M est diagonalisable, donc il existe une matrice D diagonale et

le vecteur inconnu du systéme et désigne la dérivée du vecteur X (t).

une matrice P inversible telles que : D = P~1MP.

ay (t
On pose le changement de variable suivant : Y (t) = P71 X (¢), d’ou dt( ) =
dX (t
P! ( ), donc
dt
ay (t
% =P 'MX(t)=P'MPY (t)=D.Y (1).
\ o LAY (1) : :
Le systéme est donc équivalent au systéme : Fra D.Y (t), qui est facile
a intégrer, car D est diagonale. En effet, si
A 0 ... 0
0 X ... O
D= 2 ,
0 0 ... X\

les solutions de cette équation sont les vecteurs Y (¢) dont la i iéme compo-

sante est y; (1) = ey, (0). 1l suffit alors de calculer z (t) en calculant x (t) =
Py ().

Exemple 5.14 Résoudre le systéeme différentiel suivant :

dﬂ?l (t)
dt

= 51’1 (t) + 3[1’)2 (t) s
(5.3)
deg (t)
dt

=T (t) + 31’2 (t) s
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ol x1,To sont deux fonctions réelles. On a :

M:53,D:20 ot P -1 3
1 3 0 6 1 1

ay (t t
Le systéme (t) = D.Y (t) avec Y (t) = ul s’écrit sous la forme :
@ o ()
du (t)
=2u (t
M u o),
dv (t)
= 6v (¢

Ces deuz équations ont pour solution : u (t) = B1e* et v (t) = Bye®, ou B, et B,
sont deux constantes réelles. On en déduit que la solution de systéme (5.3) est :

X (t) = PY (t) donc :
B ri(t)\ [ -1 3 B,
<X@—PY@%¢<%®>—<]_ 1)(@ﬂ)
1 (1) = —B1e* + 3B,e",

Ty (t) = [re* + [y

Exemple 5.15 Résoudre le systéme différentiel suivant :

dlL’l (t)
dt =T (t) — T2 (t) s
(5.4)
dlL’Q (t) .
o 2xq () + 22 (1),

ol x1,To sont deux fonctions réelles. On a :

M = 1_1,D: 20 et P—= b .
2 1 0 3 1 -2

u(?) s’écrit sous la forme :
v (t)

dy (t
Le systéme (t) = D.Y (t) avec Y (t)

dt
du(t)
20— au (o),
dv (t) _3u(t).

dt
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Ces deuz équations ont pour solution : u (t) = B,e* etv (t) = Bye®, ou (B, et By
sont deuz constantes réelles. On en déduit que la solution de systéme (5.4) est :
X (t) = PY (t) donc :

T (t

B )\ 1 1 B,
<X@PY®%><M@)<_1_2><%@>

vy (t) = ﬁ162t + ﬂzegta

1o (t) = =% — 2[,e3t.

5.6.3 Application en dynamique des populations

Soit une population animale divisée en deux classes d’individus : Individus
immatures et les individus adultes. On recense la population & intervalles régu-

liers, disons tous les ans. Son état a ’année n est donc représenté par un vecteur

de R2.
cn)=[ " (n)
() (mw>’

ot z1 (n) : désigne le nombre d’individus immatures et x (n) : désigne le

nombre d’individus adultes et le vecteur

z(0) = ( 21 (0) ) représente la population initiale.
2 (0)

On observe que, d’'une année sur 'autre, une proportion 0 < a < 1 d’indi-
vidus immatures meurt, le reste devient adulte. Pour les individus adultes, une
proportion 0 < b < 1 meurt tandis qu'une proportion 0 < ¢ < 1 des adultes
donne naissance & un individu immature. Par conséquent, a 'année n + 1 on

aura :

{mm+n=wxm,
zon+1)=(1—-a)zy(n)+ (1 —b)za(n).

On obtient donc une évolution (une dynamique) de la forme :

. (@ (n+1) _ g2 (n) =

( 0 1 )(Il(n)>:Mx(n), oﬂMz( 0 1 )
l—a 1-0 xg (n) l—a 1-0
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On en déduit que : z (n) = M™z (0) . La survie ou I'extinction de la population
est gouvernée par le comportement des puissances successives de la matrice M
et par la population initiale. On est donc amené a étudier les valeurs propres de
M en fonction des parameétres a, b et ¢. En effet, si celle-ci se diagonalise en D,
on aura : x (n) = PD"P~ 'z (0).

Le polyndme caractéristique de la matrice M est :

2 q
Py(N\) = =-A1-b-XN)—(1-a)q
l—a 1-0-AX
= M4+ 0b-1)A—q(l—a)

Donc, Pyy(A) = A2+ (b—1)A—¢q(1—a). Ona: Py(\) =0, A =(b—1)"+
4g(1—a)>0,car0<a<let0<b<1.

On trouve toujours deux valeurs propres réelles distinctes :

1—b++/(1=0)2+4¢(1—a
2 . V 2) (1-a)

- 1—b— /(1= +4¢(1 - )

D’ou, la matrice M est diagonalisable est :

- 0 g wpn—|[™M 9
1—a 1-0 0 )\2

Etude le cas extréme. Supposons les taux de mortalité a et b nuls (cas

M:Gj).

Donc, Py (M) le polynéme caractéristique de la matrice M est :

extréme). On obtient :

Pu(\) =X =X —q.

Ona:A=1+4qg >0, (¢ >0, le taux de naissance), alors Py;(\) = 0 admet
1—+1+4 14++/1+4
deux racines réelles A\; = % et Ay = %

1 144 1-y1+4
Ona g = EVIEH 1T

la population se comportera en général comme \;, c’est-a-dire qu’elle explose

< 0, on peut voir que

exponentiellement avec le temps.
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Par exemple, pour a = 0,2 et b = 0, 3, on obtient pour diverses valeurs de q.
Siq= 3= 0.375, alors Ay = —0,648 et \y = 1, et la population tend vers un

état d’équilibre quand le temps tend vers l'infini.

On a : la matrice M est diagonalisable, donc il existe une matrice D diagonale
et une matrice P inversible telles que : D = P~ MP.

On pose : y(n) = P~ 'z (n), donc ce vecteur suit la dynamique y(n) =

D"y (0) avec
o ( (—0,648)" 0 ) |
0 1
Alors :

oy - [ (F0,648)7 0 yi(0) \ _ [ (=0,648)" 41 (0)
R G | S B Al |

[ (=0,648)" y1 (0) . 0 wand 1 — +oo. e
Donc, y (n) = ( 42 (0) ) ( 2 (0) ) quand +00. et

0
x(n)—P<y2(0)>.

Prenons un taux de naissance légerement supérieur :
Siq=0,5, alors \;y = —0.66119 et \y = 1.3612 et la population explose

exponentiellement car A} — 0 et Ay — +o00.

5.7 Exercices corrigés

Exercise 5.16 Soit M la matrice sutvante :

M:(jg).

1) Déterminer les valeurs propres de M.

2) Montrer que M est diagonalisable.

3) Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.
4) Calculer M™, pour n € N.

Solution.

1) Déterminons les valeurs propres de M.
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On détermine et on factorise le polynome caractéristique de M. On a :

5—XA 3

N EICEPVICERIES

Par (\) = det (M — M) =

Done, Pyy(\) =X =8\ +12. Ona : Py (N) = 0= A2 — 8\ + 12.

A=064—4(1)(12) =16, dou \; = E:Z et/\2:¥:6.

Done, les valeurs propres de M sont {2,6} .

2) Montrons que M est diagonalisable.

On a : La matrice M € M (R), admet deuz valeurs propres réelles distinctes,
donc la matrice M est diagonalisable.

3) Déterminons une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

Les deux sous-espaces propres distincts sont de dimension 1, il suffit de dé-
terminer un vecteur propre pour chacune des valeurs propres.

Détermainons le sous-espace vectoriel propre associé a A\ = 2.

Soit X = ( 1 ) c R2.
T2
5 3
(MX = AX) = ) oo ™
]. 3 1‘2 33'2
- 5$1 + 35(?2 = 2%1 N T1 = —To N Tl = —T9,
T+ 3xy = 229 T = —Toy rs € R.

Brs ) ={( s 22 )omae Ry ={ (1 1).mem)=(( 1 1)),

Alors Ex—o (M) est s.e.v propre engendré par ( -1 1 ) et comme ce vecteur
n'est pas nul, d’ou dim Fy_o (M) = 1.
Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a A\ = 6.

SoitX:<x1>€R2.
ew-(12)(2)(2)
1 3 T T2

5) 3xy =6 =3 =3
N Ty + o2 ol m 2ol m T2,
Ty + 31y = 629 T, = 329 rs € R.
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E)\Zg(M)Z{<3:E2 x2>,x2eR}:{(x2)<3 1>,x26R}=<<3 1>>

Alors Ex—¢ (M) est s.e.v propre engendré par ( 31 > et comme ce vecteur n’est

pas nul, d’ot dim Ey_¢ (M) = 1.
Les vecteurs {( -1 1 ) , ( 3 1 >} forment une base de R? composée de

vecteurs propres, la matrice de passage P

p_ (1 3 w p_[2 0
11 0 6
1({-13
Pl=-
4(1 1)

4) Calculons M™, pour n € N.

D’ou,

Ona :
1( -1 2n -1
M" = PD"PTl =2 3 0 3
4 1 1 0 6" 1 1
1 3 3 3
_on —_Qn __9n RN
4 + 46 4 * 46
M" =
1 3 1
_Z9n l6n Zon —6n
4 Nk 4 + 4

Exercise 5.17 Soit M la matrice sutvante :

(1 4)

1) Déterminer les valeurs propres de M.

2) Montrer que M est diagonalisable.

3) Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.
4) Calculer M™, pour n € N.

5) Résoudre le systéme différentiel suivant :

d[L‘l (t)
(5.5)
dIL‘Q (t) o
T (t) — 22 (1),

ol x1, Ty sont deux fonctions réelles.
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Solution.
1) Déterminons les valeurs propres de M.

On détermine et on factorise le polynéme caractéristique de M. On a :

2—-A 4

P () =det (M =AL)=| =7 7

—(2-N)(~1—\) —4.

Donc, Py (\) = \* — X\ —6.

Ona:Py(A)=0= )\ —\—6.

A=1-4(1)(—-6) =25, dou A\ = ?:_2’ €t>\2:1—;—5:
Done, les valeurs propres de M sont {—2,3}.

3.

2) Montrons que M est diagonalisable.

On a : La matrice M € M (R), admet deux valeurs propres réelles distinctes,
donc la matrice M est diagonalisable.

3) Déterminons une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

Les deux sous-espaces propres distincts sont de dimension 1, il suffit de dé-
terminer un vecteur propre pour chacune des valeurs propres.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a A = —2.

Soit X = ( 1 > € R2.
o)

21’1 +4l’2 = —21’1 To = —I1 To9 = —XT1q,
= = =
T1 — X9 = —2372 To = —T1 xr1 € R.
E)\:_Q(M): {( T, —X ),ZL‘l GR} = {([El) ( 1 -1 ),ZEl ER} = <( 1 -1 >>

Alors Ex—_o (M) est s.e.v propre engendré par ( 1 -1 ) et comme ce vecteur
n‘est pas nul, d’otu dim Ey\__o (M) = 1.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a \ = 3.
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SoitX:<$1>eR2.
ween- (3 4)(2)+(2)
1 -1 i) i)

2331 -+ 4.732 = 31’1 Ir = 41’2 I = 41’2,

T1 — Ty = 329 T, = 4x9 r9 € R.

EA:3(M):{<4x2 x2>,x2€R}:{(x2)<4 1>,xQER}:<<4 1>>

Alors Ex—3 (M) est s.e.v propre engendré par < 4 1 ) et comme ce vecteur n’est
pas nul, d’ou dim Eyx_3 (M) = 1.
Les vecteurs {( 1 -1 ) , ( 4 1 )} forment une base de R* composée de

vecteurs propres, la matrice de passage P

P:14etD:_20.
1 1 0 3

D’ou,

|
—
Il
] =
/N
[H g —
—_ |
S
v
I
/N
U= Ol =
U= I
(ST
~_—

4) Calculons M™, pour n € N.
Ona:

e (0 (T 2
5\ —1 1 0 3n 1 1

(—2)" +4.37 43" — 4. (=2)"

30— (=2 4 (=2)" +3"
5) Résoudre le systéme différentiel (5.5) suivant :

dﬂ?l (t)
dt

= 21’1 (t) + 4!1’)2 (t) s

deg (t
dt

~—

=T (t) — X9 (t),
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ol x1, T2 sont deux fonctions réelles. On a :

M:<2 4)’ D:<—2 0)6”3:(1 4)'
1 -1 0 3 1 1
ay (1) _

w(t

Le systéme ) s’écrit sous la forme :

DY (t) avec Y (t) = (

dt v ()
du (t)
A0 ou),
dv (t)
o = (),

Ces deux équations ont pour solution : u(t) = Be™? et v (t) = B, ot By et
By sont deuz constantes réelles. On en déduit que la solution de systéme (5.5)
est : X (t) = PY (t) donc :

_ i (t) ) [ 1 4 Bre*
<X<t>—PY<t>>:»(362@))—(_1 1)(%&>
x1 (t) = Bre 2 + 483,e3,

Ty (t) = _516_% + 5263t7

est la solution de systéme (5.5) .

Exercise 5.18 Soit A la matrice sutvante :

3 0 -1
A= 2 4 2
-1 0 3

1) Déterminer et factoriser le polynome caractéristique de A.

2) Déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles
A= PDP

3) Démontrer que A est diagonalisable.

4) Calculer A™ pour n € N.

Solution.

1) On détermine et on factorise Pa (\) le polynome caractéristique de A.
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On a:
3—A 0 —1
Py (\) =det (A—\I,) = 2 4 — )\ 2
—1 0 3—A
4 — )\ 2 2 44—\
=(3-1) -
0 33—\ —1 0

—B-NE-NE-N (- = (=N —1) (4N

—(B-A-DB-A+1)A-A).=(2-NE-N\)Ad-A).

Done, PAy(A\)=(2—-X) (4 =X (4—-)).
2) Déterminons une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles
que : A= PDP1

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a \; = 2.

L1
Soit X = | z, | € R3.
T3
0 -1 T T1
(AX=)X)=| 2 4 2 2 | =2 2
-1 0 3 xs3 T3
31‘1 — T3 = 25(]1 I3 = T xr1 € R.
= 2]31 + 4(132 + 21’3 = 2$2 = T1+ To+ X3 = 0 = Ty = —23;1
—r1 + 313 = 213 T3 = 1T T3 =11

EMZQ(A)Z{(%, —2,, x1>,$3€R}:{x1<1, 2, 1>,x16R}.

Alors Ey,—2 (A) est s.e.v engendré par ( 1, -2, 1 > et comme ce vecteur
n'est pas nul, d’ou dim Ey,—o (A) = 1.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a )y = 4.
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T
Soit X = i) S R3.
T3
3 0 -1 1 Ty
(AX =)X) = 2 4 2 o | =4 x
-1 0 3 T3 T3
35L‘1 — T3 = 41]1 1 = —I3 xr1 € R,

= 21 +4xy+2x3 =429 = 1 +23=0 = 3= —11

—x1 + 313 = 43 —T1 = I3 ro € R.

Donc,

E)\=4 (A) = {( T, T, —I1 > y L1 c Ra ) S R}
:{(0, o, 0)+<x1, 0, —ml),xleR,xgeR}

:{x2<0, 1, 0)+x1(1, 0, —1>,x1€R,x2€R}

=((0, 1, 0).(1, 0o -1)).

Alors Ex_4 (A) est s.e.v engendré par( 0, 1, 0 ) , ( 1, 0, -1 ) et comme
ces vecteurs sont libre, donc dim Ey_4 (A) = 2.

3) Démontrons que A est diagonalisable.

On a : Les dimensions des sous-espaces propres sont égales aux multiplicités
des valeurs propres correspondantes, par conséquent, ’espace R® admet une base
de vecteurs propres et la matrice A est diagonalisable.

Notons par P la matrice suivante :

1 0 1
P=1 -2 1 0
1 0 -1
et, par D la matrice diagonale suivante :
2 0 0
D=10 4 0
0 0 4
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On a la relation : A= PDP~!, ou
4) On calcule A™ pour n € N.
Ona: A= PDP™! done, A = PD"P~!

on 0 0
D=1 0 4n o |,
0 0 4n
et on a :
1 0 50 3
P=1] -2 1 0 dov P1lt=111 1
1 0 -1 1o -1
Alors,
. 1 0 1 2" 0 0 10
A" = PDWT1:§ -2 1 0 0 4" 0 2 2 2
1 0 —1 0 0 4 10 —1

2n 4 4n 0 n — 4n
1
= 5| 204r—27) 2x4m 204727

2" — 4" 0 2" 4 4"

Exercise 5.19 Soit A la matrice sutvante :

A= 2 —2 2
—1 0

1) Déterminer les valeurs propres de A.

2) Montrer que A est diagonalisable.

3) Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.
4) Calculer A™, pour n € N.
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5) Résoudre le systéme différentiel suivant :

( de‘l (t)
e 3y () — 25 (1),
de‘Q (t)
2 = 2 (1) = 2wy (1) + 2w (1) (5.6)
dl‘g (t)
|~ = (t) + 23 (t),

ol x1, To et x3 sont trois fonctions réelles.
Solution.
1) Déterminons les valeurs propres de A.

On détermine et on factorise Py (\) le polynome caractéristique de A. On a :

A3 —2
Pi(A)=det(A—A,)=| 2 —2-X 2
“1 0 1-2A

2 =2-A
-1 0

—2-A 2
0 1—A

2 2
-1 1-2A

S (N (=2= A (1= N =321 =N +2)—2(=2= N =(1-A)(A—2) (A +4).

Done, PA(\)=(1—-X ) (A—=2)(A+4).

Ona:Pa(AN)=0=>X=1,A=2 et A\ =—4. Alors les valeurs propres de A
sont {—4,1,2}.

2) Montrons que A est diagonalisable.

On a : La matrice A € M3 (R), admet trois valeurs propres réelles distinctes,
donc la matrice A est diagonalisable.

3) Déterminons une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

Les trois sous-espaces propres distincts sont de dimension 1, il suffit de dé-
terminer un vecteur propre pour chacune des valeurs propres.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a \ = —4.
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T
SOit X = i) c R3.

T3
0 3 -2 T Z1
-1 0 1 I3 xTs3
3x9 — 223 = —4x; 3x9 —2x3+ 4171 =0 r1 = dxs,
= 201 — 209+ 2w3 = —4ry = 201+ 209+ 203 =0 = 19 = —06x3,
—x1 + 23 = —4x3 —x1+3x3=0 r3 € R.

EAZQ(A)z{(ng —625 x3>,x3€R}:{(m3)(5 —6 1>,x3€R}

(5 0 1)

Alors Ex=_4 (A) est s.e.v engendré par ( 5 —6 1 ) et comme ce vecteur n’est
pas nul, d’ot dim E —_4 (A) = 1.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a \ = 1.

T
Soit X = | 2o | € R3.
Zs
0 3 —2 T1 1
(AX = )\X) = 2 —2 2 T2 =1 T2
-1 0 1 T3 T3
3wy — 223 = 13 3xy— 225 —21 =0 xlzg;
= 2$1 - 2:132 + 21‘3 =2y = 2[131 — 31’2 + 21’3 =0 = To = gl’g,
Ty Ty = Ty 11 =0 3 € R.

EAl(A):{(O ;xg xg),xgeR}:{(xg)(o g 1),x3€R}
:{(é:@,)(o 2 3>,x3€R}:<<O 23 ).

Alors Ex—1 (A) est s.e.v engendré par ( 0 2 3 ) et comme ce vecteur n’est pas
nul, d’ot dim Ey_; (A) = 1.
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Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a \ = 2.

I
Soit X = | z, | €R3.
T3
0 3 _2 .Tl I‘l
(AX =AX)= | 2 —2 2 w | =2
_1 O 1 I3 I3
3Ty — 2I3 = 221 3Ty — 2]73 —2x1=0 T, = —I3,
= 21’1 — 2[E2 + 2ZE3 = 25(72 = 25(]1 — 4ZL'2 + 2[E3 =0 = To = 0,
—r1 + r3 = 223 —x1—23=0 3 € R.

Fass (4) = {<—x3 0 :L‘3>,$3€]R}:{(x3)<—1 0 1),x3€R}

{0

Alors Ex—5 (A) est s.e.v engendré par ( -1 0 1 ) et comme ce vecteur n’est
pas nul, d’ot dim Ey_5 (A) = 1.

Les vecteurs {( 5 —6 1 > , ( 0 2 3 ) ,( -1 0 1 )}formentune base
de R® composée de vecteurs propres, la matrice de passage P

5} 0 —1 —4 0 0
P= —6 2 0 et D= 0 1
1 3 1 0 0
D’ou,
] 2 -3 2
pPl= | 6 6 6
—-20 —15 10
4) Calculons A", pour n € N.
Ona:
L5 0 - (—4)" 0 0 2 -3 2
A" = PD"P~1 = 30 —6 2 0 0 1 0 6 6 6 =
1 3 1 0 0 2" —20 —15 10
X 20 x 2" + 10 (—4)" 15 % 27 — 15 (—4)"  —10 x 2" 4+ 10 (—4)"
0 —12(—4)" + 12 18 (—4)" + 12 —12(—4)" + 12

—20 % 2" 4+ 2(—4)" +18 —15x 2" —3(—4)" + 18 10 x 2" +2(—4)" + 18
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5) Résoudre le systéme différentiel (5.6) suivant :

( d.fE'l (t) .
o= 3xg (t) — 225 (1),
dl’g (t) o
S = 2w (1) = 222 (1) + 275 (1),
dxg (t) .
|~ = (t) + 3 (1),

ol x1, Ty et x3 sont trois fonctions réelles. On a :

0o 3 =2 —4 0 0 )
A= 2 =2 2 , D= 0 0 etP=1 —6
-1 0 0 0 1 3
t
e Y () Y
Le systéme e DY (t) avec Y (t) = | wv(t) |, s’écrit sous la forme :
w (1)
( du(t)
— _du(t
),
dv (t)
—o(t
),
dw (t)
) _out
Sap7 w (1),

Ces deuz équations ont pour solution : u(t) = Bie™¥ v (t) = Bye’ et w(t) =
Bz, ou By, By et By sont deux constantes réelles. On en déduit que la solution
de systéeme (5.6) est : X (t) = PY (t) donc :

x1 (t) 5 0 -1 Be 4
(X@t)=PY ()= | x(t) | =| —6 2 0 Bye!
x3 (t) 1 3 1 Bye?

X1 (t) = 5516741‘/ - 63€2ta
= { 29 (t) = =684 + 28,¢t,
T3 (t) = 516_4t + 352€t + 536%7

est la solution de systéme (5.6) .
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Exercise 5.20 Soit A la matrice suivante :

1 -3 4
A=1 4 -7 8
6 —7 7

1) Déterminer et factoriser le polynoéme caractéristique de A.

2) Déterminer le sous-espace vectoriel propre associé a chaque valeur propre.
3) La matrice A est-elle diagonalisable, triangularisable ¢

4) Effectuer explicitement la réduction.

Solution.

1) On détermine et on factorise Pa (\) le polynome caractéristique de A.

Ona:Py(N)=det(A=XL,)=| 4 —-7-Xx 8 |=0B-NO\+1)>.

Alors, Py (\) = (3—\) (A +1)>. Les valeurs propres sont \y = 3, racine
simple et Ay = —1, racine double.

2) Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a chaque
valeur propre.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a A\ = 3.

T
Soit X = T2 S R3.
T3
1 -3 4 T I
(AX:)\X):> 4 -7 8 To =3 T2
6 —7 7 T3 T3
—2.731 — 3562 + 4%3 =0 Ty — 2LE1,
= 4r1 — 1025+ 83 =0 = Ty = 2513’1,
611 — Trg + 423 =0 r1 € R.

v 2a 23:1),351ER}:{:1:1<1 9 2>,x1€R}.

(
(122))

Ers (A) = {
(
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Alors Ey,—3(A) est s.e.v engendré par ( 1 2 2 ) et comme ce vecteur n’est
pas nul, d’ot dim Ey,_3 (A) = 1.

Déterminons le sous-espace vectoriel propre associé a Ny = —1.
T
Soit X = | zo | € R3.
T3
1 -3 4 1 Z1
(AX=XX)=1| 4 -7 8 xe | =—| m
6 —7 7 T3 T3
T, — 329 + 413 = —13 T = X3,
= dri — Txg + 813 = —x9 = To = 213,
6x1 — 729 + T3 = —23 r3 € R.

Fros(A) = {<x3 24 xg),xgeR}z{(xg)(1 2 1>,x3€R}

{2

Alors Ex=_1 (A) est s.e.v engendré par ( 1 21 > et comme ce vecteur n’est
pas nul, d’ot dim E —_; (A) = 1.

3) La matrice A est-elle diagonalisable, triangularisable ?

A est-elle diagonalisable ?

A est diagonalisable ssi dimker (A + I3) =2 ourg (A + I3) = 2.

On a : L’espace propre associé a \y = —1 est de dimension 1 et engendré

par le vecteur v; = ( 1 21 ) L’espace propre associé a la valeur double Ay =

3 est de dimension 1 et engendré par le vecteur vy = ( 1 2 2 ) Comme,
dimker (A + I3) = 1. Donc, A n’est pas diagonalisable sur R.

La matrice A est-elle triangularisable ?

Ona:Py(\) = (3—)\) (A+1)? est scindé sur R done, A est triangularisable
sur R.

4) Effectuons explicitement la réduction.

On sait que ker ((A + ]3)2) est de dimension 2, et que :

1
2 | €ker(A+1Iy) C ker (A+15)°) .
1
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On cherche donc un deuziéme vecteur dans ker ((A + [3)2), linéairement indé-
1

pendant de | 2
1

(A+ L =(A+ L) . (A+ I5)

2 -3 4 2 -3 4 16 —16 16
=14 —6 8 4 —6 8 | =1 32 —32 32
6 —7 8 6 —7 8 32 —32 32
I
Soit X = i) € R3.
T3
-1 1 I 0
(A+L)°’X=0)=16] 2 -2 2 e | =1 0
-2 2 XT3 0
1’1—332+ZL‘3:O $2:$1+$3,
= Ty —22+23=0 = 1 € R.
T1— 9 +23=0 r3 € R.
Ona :
T X 1 0
Ty | = | vitay | =2 1 |+
T3 T3 0 1
1
On prend le vecteur | 1
0
De plus,
1 1 -3 4 1 -2 1 1
Al 1 | =14 -7 8 1 1=1 -3 =D 2 |+(-1

0 6 -7 7 0 -1 1 0
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Donc, en posant

On obtient :

1 -1
-2 2
2 -1

PAP =

11 1 -1 1
2 1 douw P'=| -2 2 -1
10 2 -1 0
1 1 -3 4 111 3 0 0
-1 4 —7 8 221 |=]10 -1 -1
0 6 —7 7 210 0 0 -1
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