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Préface

Ce polycopié "Cours et exercices d’analyse I" est destiné aux étudiants
de premiére année du Domaine Sciences et Technique, Parcours Ingénieur. Le ma-
nuscrit couvre le programme officiel de la matiére Analyse I du premier semestre.
Dans ce polycopié on a inclus de nombreux exemples typiques d’applications et
on a mis une série d’exercices avec solutions a la fin de chaque chapitre. J’es-
peére que ce support de cours aidera ’étudiant de premiére année & assimiler les
mathématiques et plus particulierement ’Analyse I qui constituent la base des
mathématiques a 'université.

Nous tenons a exprimer notre gratitude et notre reconnaissance aux deux
spécialistes qui ont expertisé ce polycopié. Nous les remercions pour leur tra-
vail consciencieux et professionnel et pour leurs remarques toujours pertinentes.
Comme toute premiére version de tout manuscrit, ce recueil peut contenir cer-
taines erreurs et fautes de frappe, nous invitons le lecteur & nous les signaler
afin d’améliorer la présentation et le contenu du présent manuscrit, merci de
me les communiquer par Email a 'adresse : (rachid boukecha@yahoo.fr) ou
(rachid.boukoucha@univ-bejaia.dz).

Le programme officiel de la matiére Analyse I est :

Chapitre 1 : Propriétés de ’ensemble R.

Partie majorée, minorée et bornée. Elément maximum, élément minimum.
Borne supérieure, borne inférieure. Valeur absolue, partie entiére.

Chapitre 2 : Suites numériques réelles.

Suites convergentes, théoréemes de comparaison. Théoreme de convergence
monotone. Suites extraites. Suites adjacentes. Suites particuliéres (arithmétiques,
géométriques, récurrentes)

Chapitre 3 : Fonctions réelles a une variable réelle.

Limites et continuité des fonctions. Dérivée et différentielle d’une fonction.
Applications aux fonctions élémentaires (puissance, exponentielle, logarithmique
hyperbolique et trigonométrique).

Chapitre 4 : Développement limité

Développement limité. Formule de Taylor. Développement limité des fonc-
tions.

Chapitre 5 : Intégrales simples

Rappels sur l'intégrale de Riemann et sur le calcul de primitives.



Chapitre 1

Propriétés de I’ensemble R.
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1.1 Introduction

En mathématiques, les nombres réels, représentés par R, sont tous les nombres
qui appartiennent & I’ensemble des nombres rationnels ou a I’ensemble des nombres
irrationnels. L’ensemble R est un corps totalement ordonné et il satisfait en plus

la propriété de la borne supérieure qui fonde ’analyse réelle.

1.2 Intervalles de R

Soient a, b deux réels. On définit les ensembles suivants, dits intervalles de R.

[a,b) ={z € R, a <z <b}, la, b ={z € R, a <z < b}

la,b] = {x € R, a <z < b}, la, bl ={x € R, a <z < b}

la,+oo[={z €R, a <z}, |—00,b] ={z € R, x < b}

la, 400 ={z € R, a <z}, |—00,b[ ={z € R, z < b}

R% =10, +oo[, Ry = [0, +00], R_ =]-00,0], R* =]-00,0[

R = |—00, +0o0], R* = ]—00,0[U]0, +00[ n’est pas un intervalle.

1.3 Partie majorée, minorée et bornée

Définition 1.1 Soit E une partie non vide de R.

1) Un élément M de R est dit majorant de l’ensemble E si et seulement si
Vee BF:x <M.

On dit que E est majorée.
2) Un élément m de R est dit minorant de ’ensemble E si et seulement si

Vre F:x>m.

On dit que E est minorée.

3) On dit que E est bornée si E est a la fois majorée et minorée c’est a dire :

dIn, M eR,Vre E:m<x < M.
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Exemple 1.1 Soit E = |1,4[, A = [0,+o0[ , déterminer (s’ils existent) les
magjorants et les minorants de E et A.

Ona:
Les majorants de |1,4] sont : [4,400]

Les minorants de ]1,4[ sont : |—00, 1]
Les magorants de [0, +oo[ n’existent pas.

Les minorants de [0, +o0o[ sont : |—00, 0]

1.4 Elément maximum, élément minimum

Définition 1.2 Soit E' une partie non vide de R.

1) Un élément a de E est dit mazimum de E si et seulement si
Vee F:x<a.

Et on écrit : max E = a.

2) Un élément b de E est dit minimum de E si et seulement si
Vre F:b<uzx.
Et on écrit : min /' = b.
Exemple 1.2 Soit A=[0,1[, B={-3,2,5,8}

Le plus grand élément de A n’existe pas.

Le plus petit élément de A est :min A =0

Le plus grand élément de B est : max (B) =8
Le plus petit élément de B est :min B = —3

1.5 Borne supérieure, borne inférieure

Définition 1.3 Soit E une partie non vide de R.
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1) On appelle borne supérieure de E' le minimum de [’ensemble des majorants
de E.

2) On appelle borne inférieure de E le mazimum de ’ensemble des minorants

de E.

Théoréme 1.3 (Théoréme de la borne supérieure,inférieure)
1) Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.

2) Toute partie de R non vide et minorée admet une borne inférieure.
Exemple 1.4 Soit A=[-1,1]

Les majorants de A sont : [1,400]

Les minorants de A sont : |—o0, —1]

La borne supérieure de A est : sup (A) =1
La borne inférieure de A est : inf (A) = —1
Le plus grand élément de A est : max (A) =1

Le plus petit élément de A est :min A =1

Exercice Soit F 'ensemble défini comme suit :

E:{x2:_1/a:€]0,1]}.

Montrer que E est bornée.

On a:
rel0,1] = 0<z<1
= 0<22<1
= 1<1+22<2
= 1< L <1
2 7 1+ a2
Donc,

Va e Fona:—-<a<1, dou FE est bornée.

DN | —
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De plus on a :

Les majorants de E sont : [1,+00]

1
Les minorants de F sont : } —00, 5]

La borne supérieure de E est : sup (F) =1

1
La borne inférieure de E est : inf (E) = 3

Le plus grand élément de F n’existe pas.
: ) 1
Le plus petit élément de E est :min K = 3

1.6 Valeur absolue

Définition 1.4 On appelle valeur absolue du réel z le réel positif noté |x| défini

par :
T st x>0

x| =

—x st <0

Exemple 1.5 7| =7, |-3|=—-(-3)=3

Soit x € R
z—1 st z>1

|z — 1| =
—xr+1 st <1
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Propriétés :
1) Vz eR:|z| = max{—z,z} 2Q)Vz e R: |—z| = |z
3) VxeR: (x| =0) < (x=0) AV, y € R:|zy| = |z|. |y

5) Vx €R, Vn e N:|z"| = |z|"
6) Vo,y €R: |z +y| <|z|+ |yl (1"inégalité triangulaire)
7) Yo,y € R:|lz| —|y|| < |z —y| (2%°inégalité triangulaire)

1.6.1 Distance usuelle sur R

Définition 1.5 On appelle distance usuelle sur R, 'application suivante :

d RxR ——— R*

(z,y) o d(z,y)
oud(x,y) =|x—yl|, le réel d(x,y) est appelé distance de = et y.
Propriétés

1) Voz,y eR:(d(z,y) =0) & (z =y)

2) Vo,yeR:d(z,y) =d(y,z)

1.7 Partie entiére

Proposition 1.1 (Définition)
Pour tout x € R, il existe un unique o € Z tel que : o <z < o + 1.

L’entier relatif o est appelé partie entiére du réel x et est noté par E (x) ou

[z].
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Exemple 1.6

1,5 =1 4] = 4 ] =3

[—1,5] = —2 1,9 =1 (7] = —4

Propriétés
Soit x € R. On a :

1) E(x)<z<E(z)+1 2) r—1<E(z)<uz

3) (F(x)=12)<(xe€Z) 4) YneZ:E(x+n)=n+E ()

1.8 Exercices

Exercise 1.7 Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne
supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des

ensembles suivants :

1) [-1,3, 10,1, [-1,3]nZ, 10,1]nZ, N.

2)A:{EDM7%nENﬁ.

3)B:{%irx€MH}

Solution.
Déterminons (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supé-
rieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des en-

sembles suitvants :
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Pour ’ensemble [—1,3]. On a :

Les magjorants de [—1,3] sont : [3,+0o0].

Les minorants de [—1,3] sont : |—o0,—1].

La borne supérieure de [—1,3] est : sup([—1,3]) = 3.
La borne inférieure de [—1,3] est : inf ([—1,3]) = —1.
Le plus grand élément de [—1,3] est : max ([—1,3]) = 3.

Le plus petit élément de [—1,3] est : min ([—1,3]) = —1.

Pour ’ensemble 10,1[. On a :

Les majorants de 10,1] sont : [1,400].

Les minorants de ]0,1[ sont : |—00,0].

La borne supérieure de 0,1 est : sup (|0, 1]) = 1.
La borne inférieure de 10,1[ est : inf (]0,1]) = 0.
Le plus grand élément de 10,1[ : n’existe pas.

Le plus petit élément de 10,1[ : n’existe pas.
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Pour ’ensemble [—1,3|NZ. Ona:[-1,3|NZ={-1,0,1,2,3}, donc :

Les magorants de [—1,3] NZ sont : [3,+00].

Les minorants de [—1,3| N7Z sont : |—o0, —1].

La borne supérieure de [—1,3| NZ est : sup ([-1,3]NZ) = 3.

La borne inférieure de [—1,3] NZ est : inf ([—1,3]NZ) = —1.

Le plus grand élément de [—1,3| NZ est : max ([-1,3| NZ) = 3.
Le plus petit élément de [—1,3]NZ est : min([—1,3]NZ) = —1.

Pour l’ensemble [0,1]NZ. Ona:]0,1]NZ = {1}, donc,

Les magjorants de 10,1 NZ sont : [1,+o0].

Les minorants de |0,1] NZ sont : |—o0,1].

La borne supérieure de 10,1] NZ est : sup(]0,1]NZ) = 1.
La borne inférieure de 10,1)NZ est : inf (]0,1]NZ) = 1.

Le plus grand élément de 10,1)NZ est : max(]0,1]NZ) = 1.

Le plus petit élément de 10,1)N7Z est : min(]0,1]NZ) = 1.
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Pour U'ensemble N. On a :

Les majorants de N, n’existent pas.

Les minorants de N sont : |—00,0] .

La borne supérieure de N, n’existe pas.

La borne inférieure de N est : inf (N) = 0.

Le plus grand élément de N, n’existe pas.

Le plus petit élément de N est : min (N) = 0.

1
Pour l’ensemble A = {(—1)" +—=, ne N*} :

)
n2

1
On a:¥n e N*:(=1)" € {~1,1} et n +— —; est décroissante, alors on a :
n

1

VneN": -1 < (-1)"+ = <

W~ ot

n

Alors,
. )
Les majorants de A sont : {Z, +00 [
Les minorants de A sont : |—o0, —1].
- 5
La borne supérieure de A est : sup (A) = T
La borne inférieure de A est : inf (A) = —1.
)
Le plus grand élément de A est : max (A) = 7

Le plus petit élément de A n’existe pas.
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1
, T
2z + 1

Pour l’ensemble B—{ e [0, 1]} Ona:
re(0,1]] = 0<z<1

= 0<2z <2

= 1<2z4+1<3

= 1 < 1 <1
37 2x4+1 "~
Alors,
Les majorants de B sont : [1,+00][.
. 1
Les minorants de B sont : }—oo, 5] .

La borne supérieure de B est : sup (B) = 1.

1
La borne inférieure de B est : inf (B) = 3

Le plus grand élément de B est : max (B) = 1.

1
Le plus petit élément de B est : min (B) = 3

Exercise 1.8 Soient x,y € R.

1) Ecrire les expressions suivantes sans valeur absolue :

1) f(z)=3+|z—1] 2) g(x)=l|zr—2|+ |2z + 3|

3) h(z,y)=l|z—yl
2) Démontrer que Vx,y € R :

T+y+ |-yl

r+y—|v—yl
5 .

et min(z,y) =

Solution.

1) Ecrivons l'expression de : f (z) = 3 + | — 1| sans valeur absolue.
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On a :
r—1 si xell,+oo
|z — 1| =
—x+1 si x€]—o00,1]
donc,
r+2 s oxe[l,+oo
f(x) =

—x+4 si x€]-00,l]

Ecrivons lexpression de : g (x) = |z — 2| + |2x + 3| sans valeur absolue.

On a:
r—2 s oz €[2,+00]

|z — 2| =
—r+2 si x€|—00,2|
et
2r+3 s x € %,—Foo
22 + 3| = ' '
‘ —3]
—2r—3 s x € |—00,—
2 -
donc,
( 1 -3
—3r—1 s1 x € |—0o0, —}
| 2
- [—3
fla) = ) st T € 7,2]
[ 3z +1  si x€[2,400]

Ecrivons Uexpression de : h(x,y) = |x — y| sans valeur absolue.

On a :
rT—y s >

h(z,y) =
—z+y st x<y

2) Démontrons que Vx,y € R :

T+y—|v—y
2

r+y+|r—yl
2

et min(z,y) =

max (z,y) =
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Six >y, ona:max(z,y) =z et min(z,y) =y et

r+y+|z—yl THytr—y _ 2
2

= =T
2 2
et
vH+y—|lv—y  wt+y—a+y 2y
2 - 2 a2 Y
Sixz <y, ona:max(z,y) =y et min(z,y) =z et
r+ytlr—yl _rt+y—xz+y 2y _
2 - 2 o Y
et
rt+y—lr—y _rH+yt+tz—y 22 .
2 B 2 27
Alors, Vx,y € R on a :
Crty+|r—y . x4y —|r—y
max (x,y) = 5 et min(z,y) = 5

Exercise 1.9 1) Fvaluer les expressions suivantes :
1 -3 -19
El=], E () E(— E|—
2 2 10
2) Résoudre les équations suivantes :
1) E(x)=3, 2) E2x—1)+1=0

Solution.

1) Evaluons les expressions :

E(%):E(o,@:o E(%?’):E(—L@:—Q
E(r)=FE(3,14.) =3 E (_1—1)9) = E(-1,9) = -2

2) Résolvons ’équations : E (x) = 3.

Ona:
E()=3 & 3<zx<3+1

& 3I<x <4

Donc, l’ensemble de solutions est : [3,4].
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Résolvons ’équations suivante : E (2x —1)+1=0

On a:
EF2r—-1)+1=0 &

=

=

=

E@r—1)=-1

—1<2z—-1<-1+1
—1<2xr—-1<0
0<2x <1

1
0<zx<-.
ST<j

1
Donc, ’ensemble de solutions est : [0, 5 [
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Suites Numériques

16
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2.1 Introduction

Les suites servent principalement & étudier des phénomeénes répétitifs et 1’évo-
lution de séquences de nombres. Ceci permet de modéliser de nombreux phéno-
meénes de la vie quotidienne par exemple, si on veut savoir quel montant sera
présent sur un livret d’épargne si on effectue ni retrait ni dépot et que des inté-
réts s’accumulent tous les ans pendant 50 ans (il ne suffit pas de calculer 50 fois

les intéréts de la premiére année).

2.2 Suites Numériques

Définition 2.1 Soit I une partie de ’ensemble N. On appelle suite numérique

(ou suite réelle) toute application U de I dans l’ensemble R. On note :

n : est appelé indice de la suite.

On note la suite U par : (U,), oy (oupar (Uy,)).

U, : est appelée terme d’indice n, ou terme général, de la suite (U,,), et Uy
en est le terme initial.

L’ensemble des termes de la suite est représente par {Uy, Uy, ....., U,, ....} mais
aussi par (Up),cy -
Si I = N, la suite est dite infinie dénombrable.

On note par : S, (R) ensemble des suites réelles.

Exemple 2.1
U, N —— R V, ICN ——— R
n —  2n-3 n - 1+-

(Uy,) et (V,,) sont deuz suites réelles.



2. Suites Numériques 18

2.2.1 Suites bornées

Définition 2.2 Soit (U,,) une suite réelle.

On dit que la suite (U,) est majorée si et seulement si :
IM eR,VneN: U, <M.
On dit que la suite (Uy,) est minorée si et seulement si :
dJneR,VneN: U, >m.

On dit que la suite (Uy,) est bornée si et seulement si (U,) a la fois majorée et

manorée c’est a dire :
dM,meRVneN:m<U, <M.

Exemple 2.2
U, N ’ R

n ? 2n +3

Cette suite (Uy,) est minorée car on a : 3 € R,;¥n € N: U, > 3.
Mais cette suite (U,) n’est pas magjorée car M € R tel que U, = 2n+3 < M,
puisque 2n + 3 tend vers +00 quand n tend vers +oo, donc cette suite n’est pas

bornée.

Exemple 2.3

V. N* > R
n —— 1
n

Cette suite (V,) est bornée car on : 0,1 € R etVn e N:0<V, <1.

2.2.2 Suites monotones

Définition 2.3 Soit (U,,) une suite réelle.

On dit que la suite (U,) est croissante si et seulement si :

YneN: U, < Upsr.
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On dit que la suite (Uy,) est décroissante si et seulement si :
VneN:U, >U,.
On dit que la suite (U,) est monotone si elle est croissante ou décroissante.

La monotonie se met en évidence en étudiant le signe de U, 1 — U,.
Si l'inégalité est stricte, on dira que la suite (U,) est strictement croissante

(respectivement strictement décroissante).

Exemple 2.4

—)R

U, N —— R V., I CN*

n 7 2n+1, n -

S

Ona:
U1 —Up, = 2(n+1)4+1)—(2n+1)

= 2>0,

done, la suite (U,,) est strictement croissante.

1 1 n—n-—1
Vipr =V, = — (=)=l
1 <n+1> <n) n(n+1)

-1
E——T
n(n+1) ’

et on a :

done, la suite (V},) est strictement décroissante.

2.3 Suites convergentes

Définition 2.4 Soit (U,) une suite réelle.

On dit que la suite (Uy,) est convergente si et seulement si : lim U, =1, ou

n——+00
[ eR.

Si : lim U, = to0, on dit que la suite (U,) est divergente.
n—+00

Théoréme 2.5 La limite d’une suite lorsqu’elle existe est unique.



2. Suites Numériques 20

Exemple 2.6 Soient

2 1 1
n:—n+ , n&N. Vi, =—, neN.
n—+3 2n

W,=3n—-2, neN.
Ona :

2 1 2
lim U, = lim ( nt >: lim (—”) _ 2,
n—+o0 n—+oo \ N+ 3 n—+oo \ N

Done, la suite (U,,) est convergente et converge vers 2.

1
lim V, = lim (—) = 0.
n——+oo n—+oo \ 21

Donc, la suite (V,,) est convergente et converge vers 0.

et on a :

et on a :
lim W,, = lim (3n—2)=+o00

n—-4o00 n—-4o00

Donc, la suite (W,,) est divergente.

Théoréme 2.7 (sur les suites convergentes)

Soient (U,) et (V,,) deux suites convergentes : nETooUn =1let nEIJPooV" =
oul € R,I" e R*. Alors on a :

- La suite (A\U,,), A € R converge vers .

- La suite (U, + V) converge vers [ +1'.

- La suite (|U,|) converge vers || .

- La suite (U,.V,) converge vers [.I'.

Un !
- La suite (7) (avec V,, # 0,n € N) converge vers 7
Théoréme 2.8 1) Toute suite réelle (U,,) croissante et majorée est convergente,
plus précisément, elle converge vers le sup {U,, n € N}.
2) Toute suite réelle (U,) décroissante et minorée est convergente, plus pré-
cisément, elle converge vers le inf {U,, n € N}.

3) Toute suite réelle (U,) convergente vers | (fini) est bornée.

Remarque

La réciproque est fausse :

La suite (U,) = (—1)" est bornée car, Yn € N : U, € {-1,1} (c-a-d :
—1 < U, <1), mais la suite (U,) est divergente.
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Théoréme 2.9 (Théoréme d’encadrement)

Soient (Uy,), (V) et (W,,) trois suites réelles telles que :
Uy <W,<V,, VneN.

Si : (Up) et (V) convergent vers la méme limite [, c’est a dire :
nEIEOOUn = nlirfwvn =1.

Alors on a : la suite (W,,) converge également vers la méme limite 1.

Exemple 2.10 Soient
1 1
U,=3——, ne N~ Ve,=34+—, n €N~
n n

sinn

W, =3+

, n € N*.

Pour tout n € N* on a :
(3—1) < (3+Sm") < <3+1)
n n n

De plus, on a : lim U, = lim V,, =3, donc lim W, = 3.

n—-+4o0o n—-4o0o n—-+4o0o

Proposition 2.1 Toute suite (U,) convergente posséde la propriété suivante :

Ve > 0, il existe un entier ng tel que pour tout entiers p et q supérieurs a ny,
on ait : |U, —U,| <e.

2.4 Suites adjacentes

Définition 2.5 Soient (U,) et (V) deux suites réelles.
On dit que (U,) et (V,,) sont adjacentes si et seulement si :
1) La suite (Uy,) est croissante,
2) La suite (V) est décroissante,

3) tim (U= V) =0.
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Exemple 2.11 Soient

U,=2-— , neN. V,=2+ , n€N.
1+n 1+n
Ona:
1 1 1 1
“ ( 2+n) ( 1+n) 2+n 140
1
= > 0,

(24+n)(1+n)

donc, la suite (U,) est croissante, et on a :

1 1 1 1
Vapr =V = (2 — |2 = -
i ( +2+n> ( +1+n) 24n 1+n

1
- (24n)(n+1) <0,

done, la suite (V},) est décroissante.
Ona :

1 1
li n—V,) = 1 2 — — (2
n—IEIl—loo(U ) n—1>I—&I-lOO<< 1+TL> ( +1+n)>

. -2
= lim ( ) =0.
n—+too \ 1 +n

Alors, (U,) et (V,,) sont deuz suites adjacentes.

Théoréme 2.12 Deux suites adjacentes sont convergentes et admettent la méme

limite | € R, qui vérifie :

VnGN:UnﬁUnH SVn—f—l SVTL

2.5 Suites extraites (Sous-suites)

Définition 2.6 Soient (U,,) une suite réelle et (ny) une suite strictement crois-
sante d’entiers naturels.

La suite (Uy,) est dite sous-suite (ou suite extraite) de la suite (U,) .
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Propriété

Toute sous-suite d’une suite convergente est convergente et converge vers la
méme limite.

La réciproque est fausse c’est a dire : Une suite divergente peut admettre des

sous-suites convergentes.

Exemple 2.13 Soit (U,) la suite réelle suivante :

U, = (—1)" , neN
(—1) P n e
Prenons :
1 1
L (L) B
Va (=1) Ry 2+ 2k’
et
1 1
W _ ()2 _ ‘
et = (ZD)7TT 4 gy T3k

Les suite (Var,) et (Wayy1) sont deux sous suites de la suite (U,) .

2.6 Suites de Cauchy

Définition 2.7 On dit qu’une suite (U,) est une suite de Cauchy si elle posséde

la propriété suivante :
Ve > 0,3n0 € N,Vp,q e N: (p,g >no = |U, —Uy| <e).
Théoréme 2.14 Toute suite réelle de Cauchy est convergente.

Théoréme 2.15 Pour qu’une suite des nombres réels converge dans R, il faut

et 1l suffit qu’elle soit une suite de Cauchy.

Théoréme 2.16 (Théoréme de Bolzano- Weierstrass) :

Toute suite bornée des nombres réels admet une sous-suite convergente.

2.7 Suites particuliéres

2.7.1 Suites récurrentes

Définition 2.8 Soient D une partie de R et f: D — R une fonction.
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On dit que la suite (U,) est une suite récurrente si (U,,) est définie par :
- La donnée de son terme initial U, € D.
- La relation de récurrence : ¥Yn € N : U,q = f(Uy) .
Si: f(D) C D, on dit que [ est bien définie.
Exemple 2.17 Soient
UO =1 Vb - 0

Un+1 = 2+ U’m Vn+1 = 3+ % (Vn)2 .

Définition 2.9 (U,) et (U,) sont deux suites récurrentes.

2.7.2 Monotonie des suites récurrentes

L’étude de la monotonie de la suite récurrente revient a celle de la fonction

f. On vérifie aisément par récurrence, en utilisant :
Un+1 U, = f (Un) - f (Un—l) :
- Si f est croissante, (U,,) est monotone, de plus :

si f(Uy))—U; >0 (U,) est croissante

si f(Uy))—U; <0 (U,) est décroissante

- Si f est décroissante, U,, .1 — U,, est alternativement positif et négatif.
Posons : g = f o f, la fonction ¢ est croissante, les suites (Us,) et (Uspi1)

définies par :

Uzni2 = f(f (Uzn)) = g (Uzn) Usny1 = f(f (Uan-1)) = 9 (Uzn-1)
et
Uy = f(U) U, est donné,
sont donc toutes les deux monotones et variaient en sens inverse puisque :
g9(U1) = Ui = f(f(Uh)-Uh
et

g(f ()= f(U) = f(f(f)) - f(UL)

ont des signes opposés.
Convergences des suites récurrentes
Si f monotone et continue sur D, si la suite (U,,) converge vers [ € D, cette

limite vérifice : [ = f ().
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2.7.3 Suites arithmétiques

Définition 2.10 Une suite (U,) est une suite arithmétique, s’il existe un nombre

r tel que :
VneN:U,1=U,+r.

Le nombre r est appelé raison de la suite (U,) .

(Dans la pratique on calcule U, — U,)

Exemple 2.18 Soient

U,=Tm+1, neN. V,.=5—-2n, neN.

W, =n%>+3, neN.

Ona :
U1 —U, = (T(n+1)+1)—(Tn+1) =7,

donc (U,) est une suite arithmétique de raison r =T7.

Et

Vois1i =V = b—-2(n+1))—(5—2n)=-2,
donc (V,,) est une suite arithmétique de raison r = —2.
Et

Wi =W, = ((n+1)*+3) — (n* +3)
= 2n+1 (quantité variable),

donc la suite (W,,) n’est pas une suite arithmétique.

Propriété :
Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme U,, pour
tout n > pon a:
Uy,=U,+(n—p)r

donc,

si le premier terme est Uy, on aura : U, = Uy + nr,

si le premier terme est Uy, on aura: U, =U; + (n—1)r.
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Monotonie des suites arithmétiques

Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme U,, donc on

sir >0, alors la suite (U,) est croissante.
sir <0, alors la suite (U,) est décroissante.

si =0, alors la suite (U,) est stationnaire (constante).

Limites des suites arithmétiques

Soit (U,,) une suite arithmétique de raison 7 et de premier terme U,, donc on

Sir>0ona:
lim U, = lim (U,+ (n—p)r) = +oo,d’ou la suite (U,) est divergente.

n—-+o0o n—-+o0o

Sir<0Oona:
lim U, = lim (U,+ (n—p)r)= —oo, d'ou la suite (U,) est divergente.

n—+00 n—+00
Somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique
Soient (U,,) une suite arithmétique de raison 7 et de premier terme U; et
S=U+Us+ ... +Un:g(U1+Un).

En général,

premier terme+dernier terme

S = (nombre de termes) x

Exemple 2.19
1+24+3+...... +n=—".

2.7.4  Suites géométriques

Définition 2.11 Une suite (U,,) est une suite géométrique, s’il existe un nombre
q tel que :
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Le nombre q est appelé la raison de la suite (Uy,) .

Exemple 2.20 Soit

1
U, = —, neN
gn>
On a: . .
Un+1 — 2n+1 - §Un7

donc (U,) est une suite géométrique de raison q = 3

Propriété :
Soit (U,) une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme U,, pour

tout n > pon a:
U, =Uyq""

donc,

si le premier terme est Uy, on aura : U, = Uyq",
si le premier terme est U;, on aura : U, = U;¢" .

Monotonie des suites géométriques

Soit (U,,) une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme U, . Pour

étudier la monotonie (U,) il suffit d’étudier le signe de U, 1 — U,, on a :

Un+1 - Un - qun+1 - qun

Si Upg™ (¢ — 1) > 0, alors la suite (U,) est croissante.

Si Upg™ (¢ — 1) < 0, alors la suite (U,,) est décroissante.

Si Upq" (¢ — 1) =0, alors la suite (U,) est stationnaire (constante).
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Limites des suites géométriques
Soit (U,,) une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme Uy, donc on
a: nErEOOUn = nkrfoo (Uoq") .
Si —1<g<lona :nl_igloo (Uoq") =0 (car nl_i)rfooq” =0),

d’ou la suite (U,,) est convergente.

Sig=1lona: lim (Uyg™) ="U, (car lim ¢" = 1), d’ou la suite (U,) est constante.

n—-4o00 n—-—4o0o

Sig>1lona: lim (Upg™) = +oo (car lim ¢" = +0),

— 400 n—-4o00

d’ou la suite (U,,) est divergente.

Sig<—lona: liril (Uoq™) n’existe pas, d’ou la suite (U,) est divergente.

Somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique

Soient (U,) une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme U; et

S=U+Uy+ ... +U, =0,

En général,

nombre de termes)

— ¢

S = (premier terme) X :
—q

Exemple 2.21

FEURNUT Sl O NS

2 22 2n

2.8 Exercices

Exercise 2.22 On considére la suite (U,,), définie par



2. Suites Numériques 29

1) Montrer que : ¥Yn € N, U, > 1.

2) Montrer que (U,,) est décroissante. En déduire que la suite (U,) converge
vers un réel \.

3) Déterminer limite \.

Solution.

1) Montrons que : P (n) : [Vn € N,U,, > 1].

On utilise le raisonnement par récurrence :

- Pourn=0, ona:Uy=2>1, donc P(0) est vraie.

- On démontre que : P (n) = P (n+ 1) est vraie.

On suppose que P (n) est vraie a un rang n € N fixé, c’est a dire :
U, > 1, (Uhypothése de la récurrence),

et on démontre que P (n+ 1) est vraie c’est o dire : U,q > 1.
Ona :
1430,  (3+U,)+2(U,—1)
3+U, 3+ U,
(+)

Un+1

——
2(U, — 1)
3+ U,
car, (U, —1) est positif d’aprés hypothése de récurrence.

= 1+ >1

Donc P (n+ 1) est vraie, d’ou l'implication P (n) = P (n + 1) est vraie Vn €
N.

Alors, Yn € N, U,, > 1.

2) Montrons que (Uy,) est décroissante.

On a :

1+ 30U,
- U,
3+ U,

Un+1 - Un =

3+U, - 3+U,

(=)
——
(1+U,) (1-U,)
3+U,

<0 (car, U, > 1).

Done, la suite (U,,) est décroissante.

Déduisons que la suite (Uy,) converge vers un réel \.
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On a : La suite (U,) est décroissante est minorée par 1, donc la suite (Up,)
converge vers un réel \.

3) Déterminons X la limite de la suite (Uy,) :

Ona:
lim U,y; = lim U, = A\
n—+o0o n—+o00
Donc,
1 li
, , 1+ 30, _ 3 (nirfooU”>
hrf Upi1 = hr+n TG = hrf Upi1 =

C143A

=\=1
3+ A

A=1
= ou
A = —1 rejeté car : U, > 1.

Alors, lim U, = 1.

n—-+o0o

Exercise 2.23 Soient (U,) et (V,,) n € N deux suite définies par :

"1

1) Montrer que : Yn € N,0 < U, < 3.
2) Montrer que la suite (U,) est croissante. Déduire que (U,) est convergente.
3) Montrer que : ¥n € N, V,, = 3U,, + 2U,,_1. Puis déduire que nE&len =
5 lim U,,.
nﬁ.g'ooolution.
1) Montrons que : ¥Vn € N,0 < U,, < 3.
On a : U, >0, car U, est une somme de termes positifs.
Montrons que : U, < 3.

Remarquons :

1 1
< - .
_217 i

1 1 1 1
31 237 2% 41 4.

TR I TR e

3

1 1 1 1
21 22 !
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Donc :
U_” 1 1.1 1 1 1
n = E = a—f—ﬂ—f—a—i—g ...... +a
k=0
1 1
< 1 14+—-—4+—=......
< +\+2+22 o1

AN
—_
+
[S—y
|
VR
DN | —
N———
3

1 n
< 3—(5) < 3, donc, U, < 3.

Alors, on a : VYn € N,0 < U, < 3.

2) Montrons que la suite (U,) est croissante.
Ona:

Upir — U, = — - == >0,

d’ou la suite (U,) est croissante.

Déduisons que (U,,) est convergente.

On a : La suite (Uy,) est croissante est majorée par 3, donc la suite (U,) est
convergente.

3) Montrons que : ¥n € N, V,, = 3U,, + 2U,,_1.
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On a:

0O 1 2 3 4 n "1
= 2 =4+ =4+ =+ =+ —..... +—]+3) =
! [ £

—21+1+1+1 + L +3n1
AN TR TR Th (n—1)! k!
n711
[
nfll n 1
- 22H+3ZH:3Un+2Un_1
k=0 k=0

Déduisons que hI_P V,=5 ligl_l U,.
Ona: /

Vo,=3U,+2U,-1 = lim V,=31m U,+2 lim U,

n—-4o0o n—-—4o0o n—-4o0o

= lim V, =5 lim U, , (car: lim U, = hrf Un-1)

n— 00 n—-+o0o n—-+00
Remarque. Quand n — +oo, on aura : lim U, = lim U,_;.
n—-4oo n—-4o0o

Exercise 2.24 On considére les suites (Uy,) et (V,,), n € N définies par :

Un
4
Up =2, U1:§

Y

1
Un+2 = E (12Un+1 - Un)

1
et V, =U, — —, pour tout n € N.

3n’
1 2

1) Montrer que : ¥Yn € N: U, = §Un + Tz
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2) Montrer que la suite (V,,) est une suite géométrique puis exprimer U, en
fonction n.

3) Exprimer en fonction de n la somme :

k=0

Solution.

2
1) Montrons que : P (n) : [Vn eN: Uy = U + —

3n+2
On utilise raisonnement par récurrence sur n E N.

- Pourn=20, on a :

2 4 1
U:_U__ = ——-924°%
9 % 32 9 9-T"

donc P (0) est vraie.
- On démontre que : P (n) = P (n+ 1) est vraie.

On suppose que P (n) est vraie pour n > 0, c’est a dire :

1 2
Uni1 = §Un + T (hypothése de la récurrence)
2
S’écrit aussi : U, = QU1 — 3

et on démontre que P (n + 1) est vraie c’est a dire :

2 1 2
Un+2 = §Un+1 + — 3n+3
Ona :
1 4 1
U, = —((12U,41 - U,) ==-U,y1 — =U,
+2 27 ( +1 ) 9 +1 97

9 27 9 27 3n

-

4 1 4 1 2
= _Un+1 - _Un = _Un+1 — 3~ <9Un+1 - _)

e 1
d’aprés Uhypotheése

4 1 2 1 2

donc P (n + 1) est vraie, d’ou Uimplication P (n) = P (n + 1) est vraie Vn €
N.
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Alors,
. 1 2
Vn e N: Un+1 = §Un+w

2) Montrons que la suite (V;,) est une suite géométrique.

1 1 2 1
Vasr = Uny1— qntl <§Un+ 3n+2) " 3ntl

1 1 1 1 1
— _Un_ - = Un__ :_Vn7
9 " 32 g ( 3n) 9

1 1
on a: Vi = §Vn donc (V,,) est une suite géométrique de raison q = 9 et

de premier terme :
1
Ezxprimons U, en fonction n.

On a : (V,,) est une suite géométrique donc,

1\"
Vie=VWq" = Vn:<§> ,n € N.
1
= Vnngn,nGN.
Ona: . .
Vn:Un__ = Un:Vn‘l‘—,?’LeN.
3n 3"
1 1
= U”_gﬁ—i_gn’nEN
1 1
= Un:37n+3n,n€N
3"+ 1
= Unng,nEN.

3) Exprimons en fonction de n la somme :

k=0
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3

3

—_

=

—_

|
N
O
~__
3
+
=

—_

|
7N
W =
~_
3
Jr
—

21 1 1 7.3+ 431
8 83m 237 8.32n

Remarque.

n est une somme de (n+ 1) termes d’'une suite géométrique

de raison q = 9 et premier terme 1.

"1 est une somme de (n+ 1) termes d’une suite géométrique

— 3k de raison q = 3 et premier terme 1.

Exercise 2.25 1) Montrer par récurrence que :

. K n -+ 2
k=1
2) On consideére la suite (U,) ,n € N définie par :

U0:17

Un+1 = 2Un +n+ 1.
a) Calculer Uy et U,.

b) Montrer par récurrence que :

"k
VneN*:Un:2”<1+Z?>.
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c¢) En déduire que : ¥n € N: U, =3.2" —n — 2.
Solution.

1) Montrons par récurrence que :

. o k n-+2
P(n):|VneN :2?22— o
k=1
- Pourn=1,ona:
1
k 1 1 142 1
;% o1 = 2 ¢ ol 2

donc P (1) est vraie.
- On démontre que : P (n) = P (n+ 1) est vraie.

On suppose que P (n) est vraie a un rang n € N* fizé, c’est a dire :

n

k

2
Z 5 = 2 — n2—: (hypothése de la récurrence).
k=1

et on démontre que P (n+ 1) est vraie c’est a dire :

n+1
k

12 n+3
Zﬂ_ _2n+1’
k=1
Ona:
Sk ok ont+l &k n+ 1
Zﬁ - ﬁjL ontl ok ontl
k=1 k=1 k=1
——
d’aprés Uhypotheése
_ 5 n+2 n+1
- o n 2n+1
—2n—4 1 3
_ 94 n +n + ) n +

on+1 o on+1

donc P (n + 1) est vraie, d’ou Uimplication P (n) = P (n + 1) est vraie Vn €
N*.

Alors,
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2) On considére la suite (U,),n € N définie par :

Un+1 = 2Un +n+ 1.

a) Calculons Uy et U,.
Ona :

Up=20+0+1=3 et Uy=2U0,+1+1=8

b) Montrons par récurrence que :
" n —~ k
P(n): |YneN":U, =2 1—1—2? .
- Pourn=1,ona:
1 1
U= 21<1+Z%)=21<1+Z%>=21(1+2%)=3
k=1 k=1

donc P (1) est vraie.
- On démontre que : P (n) = P (n+ 1) est vraie.

On suppose que P (n) est vraie & un rang n € N* fixé, c’est a dire :

~~ k
U, =2" <1 + Z ﬂ) (hypothése de la récurrence).
k=1

et on démontre que P (n+ 1) est vraie c’est a dire :

. ok
2 on+l

k=1
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On a:

Upr = 2U,+n+1= Q(Un) +n+1
~—

d’aprés Uhypothése

"k "k
— 2(2”(1—1—2?))—1—71—1—1:2”“ (1—1—2?)—1—7%1—1
k=1

k=1
n+1
k n+1
— n+1 .
= 2 1+22k 2n+1>+n—|—1
k=1

= k n+1 = k
_ n+1 - n+1l [ _ — 9n+l —
= 2 1+22k>+2 < 2n+1>+n+1—2 <1+Z2k>.
k=1 k=1

donc P (n+ 1) est vraie, d’ot l'implication P (n) = P (n+ 1) est vraie Vn €
N*.
Alors,

"Lk
VneN*:Un:2”<1+Zz—k>.
k=1

¢) Déduisons que : ¥Yn € N: U, =3.2" —n — 2.
Soitn €N, on a :

"k 2
U, = 2n<1+2?)=2n<1+2—”; )
k=1

2t 2
2n

= 32" -2 =32"—-n—-2

Exercise 2.26 On considére la suite (U,), n € N définie par :

1 3
Un+1 - 5 (Un+ —> .

1) Montrer que : ¥n € N, U, > /3.
2) Montrer que (U,,) est décroissante.

3) Déduire que la suite (U,) converge vers un réel.
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4) Calculer lim U,.

n—-4o00
5) Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supé-

rieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément de en-

semble suivant :
E={U,, neN}.
Solution.
1) Montrons que : P (n) : [Vn € N,U, > V/3].
On utilise raisonnement par récurrence sur n € N.
- Pourn=0, on a:Uy=2>+/3, donc P(0) est vraie.
- On démontre que : P (n) = P (n+ 1) est vraie.

On suppose que P (n) est vraie a un rang n € N fixé, c’est a dire :
U, > /3, (hypothése de la récurrence).

et on démontre que P (n + 1) est vraie c’est a dire : U, 41 > /3.
Ona:

1 3\ U2+3  (U,—v3) +2V3U,
Un+1 = = Un +— | = ==
2 n
> V3U car U, > /3

20,

> /3.

Done, P(n+ 1) est vraie, d’ou limplication P (n) = P(n+1) est vraie
Vn € N.
Alors, ¥n € N, U, > /3.

2) Montrons que (U,) est décroissante.

On a:
1 3 3-U2  (V3+U,) (V3-U,)
Un+1 - Un - 5 (Un + Fn) - Un — 2Un — 2Un
(=)
——~
(V3+0.) (V3-U,)
= 5T , (V3-U,) <0,car: U, >V3)

Alors, la suite (U,) est décroissante.
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3) Déduisons que la suite (U,) converge vers un réel.

On a : La suite (U,) est décroissante est minorée par /3, donc la suite (U,)
converge vers un réel \.

4) Calculons lim U,.

n—-+oo
Ona:

1 3 1 3

lim U,p; = lim - (U, +—| = lmU, == lim U, + ——

n—1>51-10<> +1 n—1>I-&I-loo2 ( * Un> n—lIIi-loo + 2 Tl—IIIi-lOO + lim Un
n—-+o00o

1 3
A=—(A+= M=
= 2(+>\>: 3

A= V3
= ou
A= —V3 rejeté car : U, > V3.

Donc, 1_1)111 U, =+/3.

5) DétZrmz?;ons (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne su-
périeure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément de en-
semble suivant :

E={U,, neN}.
On a:
E:{Un, nEN}:{Uo,Ul,UQ, ....... ,Un}

La suite (U,) est décroissante est converge vers /3, donc on a :

Vn eN : 52m>ﬁ.
0
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Donc,
Les magjorants de E sont : [2,400]

Les minorants de E sont : ]—oo, \/g}

La borne supérieure de E est : sup E = 2
La borne inférieure de E est : inf E = /3
Le plus grand élément de E est : max E = 2

Le plus petit élément de E : n’existe pas.

Exercise 2.27 Soient (Uy,) et (V,,), n € N* — {1} deux suites définies par :
— 1 1
Un_kzH et Vo=Un+—
—0

Montrer que les deux suites (Uy,) et (V,,) sont adjacentes.
Solution.
Montrons que les deuz suites (U,) et (V) sont adjacentes.
Cela revient a montrer que l'une des suites est croissante et l'autre est dé-

croissante et lim (V,, —U,) = 0.

n—-+00
La monotonie de (U,).
On a :
n+1 n n n
1 1 1 1 1
Up1 — U, = — =) —=) —4 ——0— ) —
= i i ERECERI RPN
k=0 k=0 k=0 k=0
1
= ——>0
(n+1)! ’

donc la suite (Uy,) est croissante.

La monotonie de (V).
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On a:

1 1
borr =t = (Vo gy ) = (00 )

1 1

= W =0+ Gy~

1 1 1

m+1)! (n+1)! nl

2 112
o (n+1)! !l al\n+1

1 [1—-n .
- m<n—|—1) <0, car m e N* — {1},

donc la suite (V,,) est décroissante.

On a:

n—-4oo n—-4oo n—-+o0o

1
lim (V,~U,) = lim (V—U,) = lim <Un—|—ﬁ—Un)

Alors, les deux suites (Uy,) et (V,,) sont adjacentes.

Exercise 2.28 Soit la fonction f définie par :

f 0, +00] — R
. 20 +1
x+1

On considére les deux suites réelles (U,) et (V,,), n € N définies par :

UOZ]-v ‘/0:27

Uni1 = f(U,), pour n € N*. Vi1 = f (V) pour n € N*.

1) Etudier la monotonie des deux suites (Uy,) et (V;,).



2. Suites Numériques

43

1
2) Montrer que pour tout n € N on a : |Upi1 — Viga| < 5 \Un, — Vi -

1 n
3) Montrer par récurrence que tout n € N on a : |U, — V,| < 5) .

4) En déduire que les deux suites (U,,) et (V,,) sont adjacentes.
5) Calculer la limite de chacune des suites (Uy,) et (V).
Solution.

1) Etudions la monotonie des deux suites (U,) et (V).
Ona:Dy=10,+o0[ et f(Dy) C Dy.

En effet :

Va:EDf:f'(x):ﬁ>0.

Donc, la fonction f est strictement croissante sur Dy, d’ou les deux suites

(Uy,) et (V,,) sont monotones.

- La suite (U,) est croissante ssi : Uy — Uy > 0 et (Uy,) est décroissante ssi :

Uy — Uy <0 et de méme pour la monotonie de la suite (V) .
Ona :
U=1 = U =f(U)

2U, 1
U, = =0 F
Up+1

3

= U1:§

3 1
d’ou, Uy — Uy = 5 1= 5> 0, donc la suite (Uy,) est croissante.
Ona:
Vo=2 = Vi=f(W)

2V +1
Vi =
o+l
5
= U1 = g
5 -1 . ‘
d’ou, Vi — Vo = 3~ 2= 3 < 0, donc la suite (V,,) est décroissante.

1
2) Montrons que pour toutn € N on a : |Upi1 — Viaq| < 5 |U,, — Va|.
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Ona :
20,+1 2V, +1
Un-l—l_vn-f—l - f(Un)_f(Vn)_ Un“‘l Vn+1
QU (Va+1) =2V, + 1) (U, + 1)
B (Up+1)(V, +1)
U, -V,
U+ 1) (Vut1)
Donc,
‘Un—vn’
Ups1 — Vo = U, >0etV, >0
‘ +1 +1| (Un+1)(vn+1) car € >
< %car:‘/n>0,doncvn+l<l
< = _
< S0 -Yil,
- (U,) est croissante et Up =1 d’oi Uy > 1 done ——— < »
car : (U,) est croissante et Uy = ou U, onc.Un+1_2

Alors,
1
Vn € N: |Un+1 — Vn+1| S 5 |Un — Vn| .

1 n
3) Montrons par récurrence que : P (n) : [Vn eN:|U,-V,| < (5) } )

- Pourn=0, on a :

Uy — Vol < 10:> I1-2| < 10
0 "0 =19 = \2

donc P (0) est vraie.
- On démontre que : P (n) = P (n+ 1) est vraie.

On suppose que P (n) est vraie a un rang n € N fixé, c’est a dire :
" . .
\Up, — V| < 5) (hypothése de la récurrence).

1 n+1
et on démontre que P (n + 1) est vraie c’est a dire : |Up11 — Viaa| < (5) :



2. Suites Numériques 45

On a:

1
|Un+1 — Voya| < ) |U,, — V| (d’aprés la réponse 2)

1 /1\"
< 5 (5) (d’aprés Uhypothese de la récurrence)

1 n+1
< —
< (3)
donc P (n+ 1) est vraie, d’ot l'implication P (n) = P (n+ 1) est vraie Vn €

1 n
Alors, Yn € N: |U, — V,| < (5) .

4) Déduisons que les deux suites (U,,) et (V,,) sont adjacentes.

Ona: .
0< 10, - Vil < (3)
d’ot : N
0 i UV < i (3)
d’aprés théoréme d’encadrement on a : lim |U, —V,| = 0 et de plus, la

n—-4o00
suite (Uy,) est croissante et la suite (V) est décroissante, alors les deux (U,) et

(V) sont adjacentes.
5) Calculons la limite de chacune des suites (Uy,) et (V).

On pose : lim U, =\, on a :

n—+o00
()
i Un1 = A= T
e ( lim Un) +1

Ona:A=5>0, donc,
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Alors,

s

lim U, = lim Vn:1+

n—-+4oo n—-+oo 2

Exercise 2.29 Soit la suite (U,), n € N* définie par

n 1)kt
Unzz(k) .

k=1

On considére deux suites extraites (V,,) et (W,,) ,n € N définies par : V,, = Uy,
et Wy, = Uspiq

1) Montrer que les deux suites (V,,) et (W,,) sont adjacentes.

2) En déduire que la suite (U,) converge.

Solution.

1) Montrons que les deux suites (V,,) et (W,,) sont adjacentes.

La monotonie de la suite (V)

On a:

2n+2 k+1  2n k41
-1 -1
Vn+1 -Vn = U2(n+1) — Uz = E ( ) ( )

koo k
k=1 k=1
_ <§: (_1)k+1 . (_1)2n+2 . (_1)2n+3> B i (_1)k’+1
p k 2n+1 2n +2 — k
(_1)2n+2 (_1)2n+3 1 -1

omtl | 2mi2 omal  2nt2

1
T @2n+1)(2n+2) >0

1
(2n+1) (2n + 2)

Vn+1 - Vn - > 0,

donc la suite (V,,) est croissante.

La monotonie de la suite (W,,)
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On a:

2n+3 (_1)k+1 2n+1 (_1)k‘+1

Wi1 =Wa = Usinyir — Uang1 = Z B Z k
k=1 k=1

2n+1 1 k+1 -1 2n+3 -1 2n+4 2n+1 -1 k+1
_ (Z(,ﬂ LD (Y )_ZQ

2n + 2 2n+ 3 k

k=1 k=1

(_1)2n+3 (_1>2n+4 B _1 + 1
on + 2 m+3  2Mm+2 2n+3

1
= @i enta Y

—1

On a Wyt — Wy, =
e (2n +3) (2n + 2)

< 0, donc la suite (W,,) est décrois-

sante.
Calculons liril (W, —V,) =7
On a:
2n+1 k+1 2n k+1
(-1) (-1)
w,—-V, = —
> — .
k=1 k=1
2n k+1 2n+2 2n k+1
Y G N GV AR o
— k 2n+1 —~ k
B (_1)2n+2 B 1
- 2n4+1  2n+1
Donc,

lim (W, —V,) = lim < ! )—0

n—+00 n—+oo \ 2n + 1
Alors, (V,,) et (W,,) sont deuz suites adjacentes.
2) Déduisons que la suite (U,) converge.
On a : (Ugy) et (Uspy1) sont deux suites extraites de la suite (Uy,) de plus elle
sont convergent vers la méme limite A\ = 0, donc la suite (U,) converge aussi

vers la méme limite A = 0.



Chapitre 3

Fonctions réelles a une seule

variable

48



3. Fonctions réelles a4 une seule variable 49

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les fonctions réelles d’une variable réelle,
c’est-a-dire les fonctions définies de R (ou sous-ensemble de R) a valeurs dans
R, ces fonctions modélisent souvent des phénoménes physiques, chimiques, mé-

caniques,..

3.2 Fonction réelle & une variable réelle

Définition 3.1 On appelle fonction réelle a une variable, toute relation f qui,
a tout élément x de R, associer au plus un élément de [’ensemble R, appelé alors
image de x et noté f(x). Les éléments de R qui ont une image par f forment

Uensemble de définition (domaine de définition) de f, noté Dy . On écrit :

f: R - R ou f: Dy — R
v — f@)=y v fw)=y

L’ensemble des valeurs de f ou bien ensemble image de f est :
f(Dy)=Imf={yeR 3z eDy: f(z)=y}

Définition 3.2 On appelle graphe d’une fonction f, l'ensemble des points M (x,y)
oux € Dy ety=f(x) et on écrit

Gr=Alw,y)/rc Dy et y=f(z)}.

3.2.1 Opérations sur les fonctions réelles

Définition 3.3 Soient D une partie de R, f:D —Ret ¢g:D — R deux
fonctions.

1) On dit que f est égale a g et on écrit : f = g si et seulement si :
VeeD: f(x)=g(zx).
2) On dit que f est inférieure ou égale a g et on écrit : f < g si et seulement si :
VeeD: f(zx)<g(zx).

3) On dit que f est supérieure ou égale & g et on écrit : f > g si et seulement
si:VYreD: f(x)>g(x).
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Définition 3.4 4) La somme : (f +g) (z) = f(x)+ g (x), Vo € D.
5) Le produit : (f - g) (x) = f(z)-g(x), Vx € D.
6) Le rapport (5) (x) = %, Vo € D avec g (z) # 0.

3.2.2 Composition de fonctions

Soient E, F' deux parties de Ret f: D — R, g: FF — R deux fonctions,

avec f (D) C F.
On définit la fonction composée de f et g et on note g o f la fonction définie

sur D par

(go f)(z)=g(f(z)), Yz € D.

Exemple 3.1 Soient

f: R — R g: R - R
. ou r+3
T — (A X — _—
1+ 22
On a:
(gof)(x) = g(f(x))=g(e)
B (e")+3 e +3
14 (en)? 1He
donce
gof: R — R
et +3
v 14 e

Remarque. 1l est clair que fog# go f.

3.2.3 Parité d’une fonction
Fonction paire
Définition 3.5 Soit la fonction f

f: D — R

On dit que la fonction f est paire sur D si et seulement si :

VeeD,(—z)eD: f(—z)=f(x).



3. Fonctions réelles a4 une seule variable 51

Remarque Six € D — —x € D,V € D, l’ensemble D est dit symétrique

par rapport a l’origine.

Exemple 3.2 Soit la fonction :

f: R - R
x*t—3
[ — )
2 +1

Cette fonction est paire car :

VeeR,(—z) eR: f(—x) = 2:321?
zt—3
)

Fonction impaire

Définition 3.6 Soit la fonction f

f: D — R

On dit que la fonction f est impaire sur D si et seulement si :
Vee D, (—z)eD: f(—x)=—f(z).

Exemple 3.3 Soit la fonction :

f: R - R
et — et
i | — _—
2
Cette fonction est impaire car :
et — et
VeeR, (—z)eR: f(—z) = 5



3. Fonctions réelles a4 une seule variable 52

3.2.4 Fonctions périodiques

Définition 3.7 Soit la fonction :

f: D — R

On dit que f est une fonction période si et seulement si
T >0,VeeD: fz+T)=f(x),
le plus petit nombre positif T s appelle la période de la fonction f.

Exemple 3.4 Soient

sin: R — R . cos: R — R
e
r +—— sinz. T +—— COSZ.

Les fonctions : x — sinx et x — cosx sont 2m—périodique en effet :

VreR: sin(z+27) =sinz,
et
Ve e R: cos(x+ 2m) = cosx.

3.2.5 Monotonie d’une fonction

Définition 3.8 Soit f: D — R une fonction.

1) On dit que f est croissante si et seulement si :
Vo, x9 € Dyxy <9 = f(21) < f(22).
2) On dit que f est strictement croissante si et seulement si :
Vay, 29 € D,y < 29 = f(21) < f(22).
3) On dit que f est décroissante si et seulement si :
Vay, w9 € D,xy < g = f(x1) > f(x2).
4) On dit que f est strictement décroissante si et seulement si :

Va1, 29 € Dyxy < 9 = f(21) > f(23).
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3.2.6 Fonctions bornées

Définition 3.9 Soit f : D — R une fonction.

1) On dit que f est majorée sur D si et seulement si :
dM eR: f(z) < M,Vz € D.

2) On dit que f est minorée sur D si et seulement si :
dneR: f(z) >m,Vr e D.

3) On dit que f est bornée sur D si f a la fois majorée et minorée, c’est a
dire :
In,M e R:m < f(z) < M,Vx € D.

Ou encore
Jk>0:|f(z)| <k, VezeD.

Exemple 3.5 Soient

sin: R — R ; cos: R — R
e
r +—— sinz. I +— COSZ.

Les fonctions : © —— sinx et x —— cosx sont des fonctions bornées, en

effet :

VreR, —1<sinx <1,
et
VreR, —1<coszx <1.

3.3 Limite d’une fonction

3.3.1 Limite d’une fonction en un point

Définition 3.10 Soit f une fonction définie dans un voisinage de xy, le nombre
[ est dit limite de [ lorsque x tend vers xq et on écrit | = lim, ., f (x) si et

seulement si :

Ve > 0,397 > 0,Vx, (0 < |z —xo| <n=>|f(x) =] <e¢).
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Limite a droite, limite a gauche

Définition 3.11 1) On dit que | € R est limite de f a droite de zo si et seule-

ment si :
Ve>0,3n>0,Vz, (zo<z<zo+n=|f(2)—1<e¢).

On écrit : lim f (x) =1
>
X0

2) On dit que | € R est limite de f & gauche de xq si et seulement si :
Ve>0,3n >0V, (xo —n<x <z = |f(2) =1 <e€).

On écrit : lim f (x) =1
<

T—T0

Théoréme 3.6 On a :

(wli_{?of(:c) :z> = lim [ (z) = lim [ (z).

T5T0 T—T0o

3.3.2 Limite a Pinfini

(xgrfoof(x) :l> <— (Ve >0,3JA>0,Vz, (r < —A=|f (x) — 1] <¢))
et

<lir_n f(x):l) = Ve>0,3A>0,Ve, (e > A= |f(x) =] <e¢).

3.3.3 Limite infinie

(lim f(x):—i—oo) <= VA>0,3n>0,Ve, (0 < |z —xo| <n=f(x) > A),

T—T0o

(hm f(x):—oo) <= VA>0,3In>0,Ve, 0<|z—z| <n= f(x) < —A),

T—xo

(lir}rq f(x):+oo> <= VA>0,3B>0,Vz,(x > B= f(x) > A).
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Théoréme 3.7 Si une fonction f admet une limite en xq, alors cette limite est

UNIQUE.

Théoréme 3.8 (Théoréme d’encadrement)

Soient f, g, h trois fonctions définies dans un voisinage de xqy et telles que :

fla) <g(x) <h(z).

Si lim f(x) = lim h(x) =1 alors lim g (z) = 1.

T—T0 T—T0 T—x0

1
Exemple 3.9 Etudier la limite de f () = z%sin — en 0.
T
Ona:

. 1
VeeR*: —1<sini<1 = —2?<a?sin- <a?
x

z—0 x—0

1
= lim (—2?) < hII(lJ (xz sin —) < lim (z?)
T— €T
1
= 0< hm (az sin —)
x

1
= lim (332 sin —) = 0.
x—0 €T
Opérations sur les limites :

Soient f,g deux fonctions définies dans un voisinage de z( et telles que :
lim f(z) =1let limg(z)=1.
T—xQ

I_wOn a:
1) Jim (f+9)(5) =147 2) lim (F.g) (x) = LI
3) lim () (1) =M, A€ R ) lim |f (2)] =

5) lim (i> (x) = % (g(x) £0et !’ #£0)

Exercise 3.10 Déterminer les limites sutvantes :

-2 1
a) lim (Vaz+3—x); b) lim&; c) lim ne

z—+00 z—r ]l + cosx a—1lx—1
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Solution

Déterminons les limites :

a) On a :
Vi+3+ .z
Vr+3—yr = (Ve +3—Vr) —V—m———
Ve ( V) Vr+3+x
B r+3—z 3
VI+3+yvr Vo +3+yz
Donc 5
lim (\/a:—i— — :C): lim —————==0
z—-+00 Ve r—+00 \/T 4+ 3+ /T
b) On a
sin? 1—cos’z (1 —cosz)(l+ cosz)
— 7 = = =1—cosz.
1+ cosz 1+cosz 1+ cosz
Donc -
lim — " = lim (1 —cosz) = 2.
z—m 14 cosr a—w
b) On a
Inx Inx—1Inl 1
1 =i —_— = l / _ — :1
tim = i T = ) (@)= |

3.4 Exercices

Exercise 3.11 Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

D flo)=vi-a 2) f(a)= "

2 —5r+6

3) f(x)=va?+az+ 1. 4) f(z)=In(sinz).

5) f(z)=In(V1-z-2). 6) fr(z)=Va2—I AER.

Solution.

1) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :

f est définie si et seulement si : 1—x>0=x <1.
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Alors, Dy = |—00,1].
2) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :

1—2

@)=

f est définie si et seulement si : x° — 5x + 6 # 0
ona:2*?—5r+6=0=>x=2o0uz=3

donc, 2> —5x +6 £ 0 six #2 et x # 3
Alors, donc, Dy =R —{2,3}.
3) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :

flx)=va?4+az+1

f est définie si et seulement si : x> +x+1>0

Onaa?+x+1=0e /A =-3<0, donc, 2> +x +1 =0 n'admet pas de
racine dans R, d’ou 2> + 2 +1 >0, Vo € R.

Alors, Dy = R.

4) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :

f(x) =In(sinz)

f est définie si et seulement si : sinx > 0
=z € 2kn,m+ 2kn], k€ Z

Alors, Dy = Y (|12km, m + 2km][).
S

5) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :

f@)=h(V1-2-2)

1—z>0 r <1

f est définie si et seulement si : et = et

vi—-z—-2>0 vV1i—x>2

z <1 z <1
= et = et
l—xz>4 < -3

done, x € ]—o00, —3[.



3. Fonctions réelles a4 une seule variable

58

Alors, Dy = |—o00,—3][.

6) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :

fr(@)=vVa2—XA AeR.

f est définie si et seulement si : 2 — X2 > 0
Ona:x> =N =0siz=\oux=—N\

Si:A>0: donc, Dy =]—00, —A] U [\, +00]
Si:A<0: donc, Dy = ]—00, \|U[—A, +00]

On peut écrire aussi : Dy = |—o00, — [A|] U [|A], +00]

Exercise 3.12 Soit [ la fonction définie comme suit :

f: R— R h: R— R
cosz et er — e
Ty T Ty

1) Montrer que la fonction f est bornée sur R.
2) Etudier la parité des fonctions f et h.
Solution.

1) Montrons que la fonction f est bornée sur R.

f: R— R
cos T
T
1+ 22

Ona:Dy=R,VreR:14+2>#0.
Soitx € R, on a :

>0 = 1+22>1

= 0<

<let —-1<
1+a2 ‘ T 142
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On a ausst
—1 COS T 1 1
VeeR:—1<cosz <1 = T2 < e < 1122 (00”“-'1_'_3:2 >0)
-1 CcoS T 1
= —1< <1
T 142 T 1422 T 142
L i< CoS T <1
14 22

donc, Ve e R: =1 < f(x) < 1.

Alors, la fonction f est bornée sur R.

2) Etudions la parité des fonctions f et h.
Parité de la fonction f.
Ona:Dy=R, doncVreR, (—x) €R et

cos (—x) cos T

Tt (o) Txa S @ (earcos(zx) = cosz)

f-o) =

Ona :
Vee R, (—z) eR: f(—x)=f(z),

donc la fonction f est paire.
Parité de la fonction h.

On a:
h: R— R
et —e™®
2

T =

Dy, =R, doncVr € R, (—z) € R et

Ona:
Ve e R, (—z) e R:h(—z)=—h(z),

donc la fonction h est impaire.

Exercise 3.13 Montrer en utilisant la définition de la limite d’une fonction en

un point ce qui suit :

1) lim 2z —4)=2 2) lin%(x2+x+1):3

r—3
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Solution.

Montrons en utilisant la définition de la limite que : lin% (2x —4)=2
On a:

{limf(x):l] & [Ve> 0,30 > 0,Ve, (0 < |z — x| <np=>|f(x) =] <€)

T—To

donc,

[11m(2x—4):2} o Ve >0,3n>0,¥z, (0 < |z — 3| <= |20 — 4) — 2| < )]

r—3
Soite> 0,3 >0V :0< |z —=3|<n=|20—-4) —2| <e¢

Ona :
(22 —4)—2|<e = [20—-6]<e¢

= 2(z—-3)|<e
= 2|z —-3|<e

€
= -3 < =
v = 3| < 3

Donc, il suffit de prendre : n = g
Montrons en utilisant la définition de la limite que : linq (2 +x+1)=3

On a:

{limf(m):l} & [Ve>0,3n > 0,Vx, (0 < |z —xo| <0 = |f (z) =] < ¢)]

T—T0
donc,
[lirrzl))(xQ—I—x—i—l) :3] &
Ve >0,3n>0,Ve, 0< |z —1|<n=|(z*+2+1) = 3| <e)]

Soite> 0,3 >0,Vo:0< |z —1|<n=|(z*+z+1)—3| <e¢
Ona :

(2 +z+1)=3|<e = |PP+x—-2]<c¢
= [(z—1)(z+2)|<e
= |lz—1|lz+2|<e

€ €
< = (car : x il est au voisinage de 1)

= 1< —
[z =1l |z +2] = 2

€
= -1 <=
o —1] < 5
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Donc, il suffit de prendre : n = <

5"

Exercise 3.14 Déterminer les limites sutvantes :

1) lim (Va+3-

(#=5)

V7)

Inz

3) lim

r—1

r—1

Va2 43—

) (1 — cosx)
sin @

)

2) lim

z—0

<<ew—1

VT

)

o1
sin —

4) lim NG

T

") @(

Vo +3 -2z +2

xre
6) li _—
)er% x2—4x+4)
2_ (1
) 8) lim (= (2+“)f+a),aeﬂz<
T—a T~ —a

Solution.
Déterminons les limites suivantes :
1) lir_"l_l (Vo +3—x) =
On a
ligI_l (Ve +3—\/x) = oo—o0, (forme indéterminée)
T+ 3+ \/5)
= 1 +3 - 4 V-
dm (V3 va) e
B ( r+3—=x ) ( 3 >
A Vo +34+ .z e Vo +3+ .z
Donc,
3
lim (\/x—{— — 3:) = lim —————— =
T——+00 \/_ T—+00 ,/x—|-3+\/5
T 1) (1 —
2) Tim ((e )( cosx)) o
70 sin
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(e® —1)sin®z

((Smx) 1+ Cosx))

On a :
T 1) (1 —
lim ((e >( - x)) = 9, (forme indéterminée)
z—0 sin x 0
— m (e* — 1)‘(1 —cosx) (1 + cosx)
z—0 (sinz) (1 + cos )
T _ 2
~ lim (e ‘ 1) (1 — cos® x)  lim
=0\ (sinx) (1 + cosx) z—0
T : 0 _ :
— im (e —1)sinz :(e 1)sm0:920
z—0 1+ cosx 1+ cos0 2
Donc,
r—1)(1 -
lim ((e )( cosa:)) _o.
20 sin
Inz
li =7
3) o1 <CL’ — 1)
On a :

. Inz 0
lim -,
rx—1 €T — ]_ O

lim

r—1

(forme indéterminée)

Inz—1Inl ,
(u) ~(na)_, —

z—1

).~

Donc,
. Inz
lim ( ) =1
z—1\x—1
4) li NEE ! ?
im rsin— | =
x:O \/E
Ona:
1 <si 1<1:> Vo <\/rsi 1<\/_
— sin — —\/T T sin — x
1
= lim (—y/z) < lim (ﬁsin —) < limy/x
CC:() ;E:O \/E $:0

0 < lim
>

z—0

(\/Esin %) <0.
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Donc,

lim (\/Esm %) = 0.

z—0

5) lim (—xsm ) —9
z—0\ 1 —cosz

On a:
li s Y (f indéterminée)
im(——) = = orme indé
2=0 \ 1 — cosz 0’
~ im (xsinz) (14 cosx) — lim (rsinz) (14 cosx)
=0 \ (1 —cosz) (1 + cosx) z—0 1 —cos?x
i 1 1
— im ((azsmx)‘(2+cosx))  lim (x( —.l—cosx))
z—0 sm-x z—0 s x
= lim ( d ) lim (1 +cosz) = lim | = lim (1 + cosz)
rz—0 \S1n ./ z—0 x—0 S T z—0
x
B) (14 cos0) = 2, (ear lim (220) = 1)
= (= cos0) = car lim =
1 ’ z—0 T
Donc,

lim (—w S ) _ 9,
z—0\ 1 —cosx

re®
6) i _ | =
>£(m2_4m+4)
Ona:
re® 2¢2
li _ ] = — 7
e (a:2 —4x+4) 0
ze

I * 2¢? N
= lm| —7m ) =— =7
z—2 (gj — 2)2 0+
Donc,

! re® _

e w2 —drx+4) oo

Va? -2
7)““%( ¢+ 3 -2 ):?

VT +3—2x+2
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On a:
_ ( VI3 -2 ) 0
lim =

= —, (forme indéterminée)
Vr+3—+12x+42

o (\/x2+3—2x) (\/x2—|—3+2a:) (\/x+3—|—\/2x—|—2)
B (Vr+3—v22+2) (Va2 +3+22) (Vo + 3+ 2z + 2)

- (22 +3 —42%) (Vz + 3+ 2z +2)
B (x+3— (22 +2)) (V2% + 3 + 22)

i (=327 +3) (Vz + 3+ V22 +2)
ol (—z+1) (Va2 + 3+ 22)

0
) =5 (forme indéterminée)

lm 3(—1)(z+1) (Vo +3+ 2z +2)
ol (z — 1) (V2% + 3 + 22)

m—)l

o (3D (Va3 Ve H2) ) (6(VAE VA
B vz +3+2x B Va+2 B

Donc,

. Va2 +3—2x
lim = 0.
VT +3—+2x+2

2 _
8) lim <9“" (H“”“L“),aeﬂza

2 2

z—a 2 —a
Sia#0, ona:
. . 1 +a)z+a
Sia # 0, glﬂlil(ll ( — > 0’ (forme indéterminée)
~ lim (r—a)(x—1)  lim r—1\ a-1
T—a (ZE — CL) (l‘ + a) z—a T+ a 2a
( 2 - (-1 ~1
lim 5 = lim = — =400
< x < X 0-
z—0 z—0
Sia =0,
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3.5 Continuité d’une fonction

3.5.1 Continuité d’une fonction en un point

Définition 3.12 Soient D C R et f: D — R une fonction.

On dit que f est continue au point xo de D si et seulement si : lim f (z) =

T—x0
f (x0), i.e.,
Ve>0, In>0, Ve e D, (0<|x—xo| <n=>|f(x)— f(z0)] <e¢).
On dit que f est continue sur D si elle est continue en chaque point x de D.

Remarque 3.1 Si f n’est pas définie en xq, elle ne peut étre continue en xg.

3.5.2 Continuité a droite, continuité a gauche

Définition 3.13 Soit f une fonction définie en zy et a droite de xg.

On dit que f est continue & droite de xq si et seulement si :

lim f (2) = f (x0) .

r—>T0

Définition 3.14 Soit f une fonction définie en xq et a gauche de xy.

On dit que f est continue a gauche de xq si et seulement si :

liin f(z) = f(z0).

r—T0

Remarque f est continue en xg si et seulement si :

lim f (z) = lim f () = f (x0)

T—XQ T—TQ

Remarque On dit f est discontinue en xy dans les cas suivants :

1) f n’est pas définie en
2) La limite existe mais différente de f (),
(ou la limite a droite est différente de la limite a gauche).

3) La limite n’existe pas.
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Proposition 3.1 (Opérations sur les fonctions continues)

Sotent f et g deux fonctions continues en xq, alors on a :
1
2
3
4

Va,B € R, af + Bg est une fonction continue en xy.

)

) f.g est une fonction continue en x.

) Sig(zo) #0, alors ! est une fonction continue en x.
9

) |f| est une fonction continue en x.

Proposition 3.2 (Continuité des fonctions composées)
Soient f: D — D' et g : D' — R deux fonctions continue en xq et f(xo)

respectivement. Alors go f: D — R est continue en xg.

3.5.3 Prolongement par continuité

Définition 3.15 Soit f une fonction définie sur D — {xy}.
Si lim f (z) =1, 1 € R, alors on dit que f est prolongeable par continuité et

T—T0o

sa fonction prolongée est f définie par :

f(x) sixel—{x}

f(z) =
[ six=xg.
Exemple 3.15 Soit
f: R - R
sinx
x .
x

Domaine de définition de f est Dy = R* .

On a: )
. . (sinx
glclir(l)f(x)—hm($>—1

z—0

donc, f est prolongeable par continuité en 0 est la fonction prolongée est :

sin x

six #0
flx) =

1stxz=0.



3. Fonctions réelles a4 une seule variable 67

3.5.4 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 3.16 Soit f : [a,b] — R une fonction telle que
1. f est continue sur [a,b],
2. f(a).f(b) <O.
Alors
dxg € |a,b[ : f (z0) = 0.

De plus, si f est strictement monotone, alors le xq est unique.

1
Exemple 3.17 Montrer que Inz—— = 0 admet une unique solution sur[1,2]]1,2[.

On pose : f(x) =Ilnx — — sur Uintervalle [1,2] .
On a : la fonction [ est continue sur]1,2].

et f(1)=In1—-1=-1, f(2)=In2—-1=0,19.
Donc, f est continue sur|1,2[ et f (1) f(2) < 0. D’aprés le TVI, 3xy € ]1,2[ :

f(xo) =0, c’est a dire
1
dzg € ]1,2[ : Inzg — — = 0.
Zo

1 1
De plus, f'(z) = = + — >0, donc [ est strictement croissante sur |1,2[, d’ou
r

cette solution xqy est unique.

3.6 Dérivabilité d’une fonction

3.6.1 Nombre dérivé en un point

Définition 3.16 Soient I un intervalle de R, xq € I et f : I — R une fonction.

On dit que f est dérivable en xq st la limite lim w
T—T0 —_ 0

Cette limite est appelée dérivée de [ en xq et est notée f'(xg).

existe et finie.

On écrit :

Pl = lm L@@ ot h) = F (o)

r—x0 r — Xo h—0 h

Exemple 3.18 Soit la fonction définie par

f: R - R
r f(:c):a:2—|—5a:+3.
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Calculer la dérivée de f en un point xo de R.

Ona:
o)~ L@ =S (e0)

T—T0 T — :CO

~ m (22 + 52 + 3) — (23 + 5o + 3)
o T—T0 r — X9

— lim (x — x0) (x + x0) + 5 (x — x0)
a0 x — 2

= lim (2 +x¢+5) = 229 + 5.

T—T0

3.6.2 Nombre dérivé a droite, nombre dérivé a gauche

Définition 3.17 On définit la dérivée a droite de f en xqo par
f(x) = [ (%)

! _ .
fi(xo) = hin I —

X0

De méme, on définit la dérivée a gauche de f en xq par

/ f(x) = £ (20)
= P

Et
f est dérivable en xo <= f§(x0) = f; (x0) = f' (o).

Exemple 3.19 Soit la fonction définie par

f: R - R
z+1stx>0
z — [(z)=
1—2z stz <0,

ona f(0)=0+1, f est-elle dérivable en 0 ? On a
f(x)— f(0) r+1—-1  x

H0) = 1 i —limE =1
fa(0) =0 = lim ,
! 0 1-2 1 2
f) = WLy 17wl g 22
o TTU s, @ s50

Finalement, f n'est pas dérivable en 0 car f; (0) # £, (0).
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3.6.3 Fonction dérivée

Définition 3.18 f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I et
Uapplication
fl'e I - R
x — f'(2)

est appelée la fonction dérivée de f.

Interprétation géométrique de la dérivée
Soit f une fonction dérivable en zy et (C') la courbe représentative de f.

L’équation de la tangente (A) a la courbe (C') au point M (xq, f (o)) est

y = f" (o) (v — m0) + [ (20) .

1" (zo) représente la pente de la droite tangente a la courbe (C') au point M (zo, f (zo)).
Dérivabilité et continuité
Si f est dérivable en z( alors f est continue en xy. La réciproque est fausse

en général.
Exemple : f(z) = |z, € R. f est continue en 0 mais elle n’est pas

dérivable en 0 car

fa(0)=1%# —1=f(0).

3.6.4 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 3.3 Soient f,g deux fonctions dérivables en v € R et A € R,

alors les fonctions suivantes

f
(Af), AeR,  f4+g, fg 7 (9 (zo) # 0)
sont dérivables en xq. De plus on a :

1) (Af) (o) = Af' (x0) -
2) (f+9) (xo) = f (x0) + ¢ (w0).

3) (f.9) (z0) = f"(0) g (z0) + ¢ (x0) f (w0) .

0 (1) o = LRIt 2 ST g ) 20).

g? (o)
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3.6.5 Dérivée d’une fonction composée

Proposition 3.4 Soient f: I — I' et g : I' — R deux fonctions dérivables

en xo et f (xo) respectivement. Alors go f: 1 — R est dérivable en xy et on a

(go f), (z0) = g (f (20)) J (o).

Exemple 3.20 Soient les fonctions f et g définies par

f: R - R g: R - R
r — f(x) =212 r +— g(x)=cosz.
Alors
gof: R — R
r +—— (gof)(x)=cosx?
et

(gof) (z) = f(2).¢(f(z)) =2 sinaz?

3.6.6 Dérivée d’une fonction réciproque

Proposition 3.5 Si f est dériable en xq, alors f~1 est dérivable en f (xq) et

on a

Preuve. On a

Yy—Yo Y —Yo
= lim 1 lim ! = L
T ) ~a—wo f () = fzo) S (o)
f71 () = f~ () T — o

Exemple 3.21 La fonction

f: R — ]0,+00]

z — f(z)=e¢,
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est bijective donc elle admet une application réciproque
7t 10,400 — R
r +~— f1x)=Inz,

avec

y=¢e" <= Iny=ux.

On a

(f Y@ = (n)(y= _ 1

3.7 Théorémes fondamentaux sur les fonctions

dérivables

3.7.1 Théoréme de Rolle

Théoréme 3.22 Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant
1. f est continue sur |a,b|,

2. f est dérivable sur la,b|,

3. f(a) = f(b). Alors,
e € Ja,b[: f' (c) = 0.
Le théoréme de Rolle nous affirme qu’il existe un point c en lequel la tangente

est parallele a ’axe des x.

3.7.2 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 3.23 Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant
1. f est continue sur |a,b|,
2. f est dérivable sur |a,b|. Alors,

e ela,bl: £ () Fa) = (b—a) f'(€).

Preuve. Considérons la fonction g : [a,b] — R définie par :

Ve ot g@)= 1 (@) - fla) - LT W g

La fonction g est :
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1. continue sur [a, b] (resp. dérivable sur |a, b]) car c’est le produit et la somme
de fonctions continues sur [a, b] (resp. dérivables sur |a, b))
2. g(a) =0,g(b) = 0. D’apres le théoréme de Rolle, 3¢ € Ja,b] : ¢’ (¢) = 0.

Onag ()= fa) - LOIO

- , d’ot

[ ()~ f (@)

dc € a,b[: f'(c) = —

|
Exemple 3.24 Montrer o l’aide du théoréme des accroissement finis que
Ve >0, sinz <uz.
Considérons la fonction f: R — R définie par :
VteR, f(t)=t—sint.

La fonction f est continue sur [0,x],Va > 0 (resp. dérivable sur |0, z[, Vo >
0) car c’est la somme de fonctions continues sur [0, x| (resp. dérivables sur )0, x[).

D’aprés le théoréme des accroissement finis,

dee]0,z[: f(z) = f(0) = (x = 0) f'(¢)

donc, Ic € 10,z : x —sinx = z (1 — cosc).

Comme x > 0 et cosc < 1, on obtient Vo > 0, sinz < x.

3.7.3 Théoréme de Cauchy

Théoréme 3.25 Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions vérifiant
1. f,g sont continues sur [a,b],

2. f,g sont dérivables sur ]a,b[. Alors,

fO)—f(a) _ [(c)
g()—gla) g (c)
tel que : g (b) # g (a) et g’ (c) #0

Preuve. Appliquer le théoréme de Rolle a la fonction F' : [a,b] — R définie

dc € ]a, b :

par :

f(b) = f(a)

Va € [a,0], F (z) = f (z) = f (a) - g(b) —g(a)

(9 () —g(a)).
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3.7.4 Dérivée d’ordre supérieur

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I, alors f’ est dite la dérivée
d’ordre 1 de f.
Si f’ est dérivable sur I alors sa dérivée est appelée dérivée d’ordre 2 de f,

on la note f” ou f

f(2) /A (f/)/-

D’une maniére générale, on définit la dérivée d’ordre n de f par

O =f
o = (F01) | vn =1,

On dit que f est de classe C* sur I (et on écrit f € C' (I)) si f est dérivable
sur I et sa dérivée f’ est continue sur I.

On dit que f est de classe C™ sur I (et on écrit f € C™ (1)) si f est n fois
dérivable sur I et ™ est continue sur /.

f est dite de classe C'™ sur [ si elle est de classe C",Vn € N.

Formule de Leibniz (dérivée n®™® d’un produit)

Théoréme 3.26 Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions n fois dérivables, alors

f.g est n fois dérivable. De plus, on a :

n!

Vo € [a, 0] : (f.9)" (z) = ; Chf" M (x) g™ (z), ot CF = =)

3.8 Application de la dérivée

3.8.1 Critére de monotonie

Proposition 3.6 Soit f une fonction de I dans R, dérivable sur I, alors on a :

1) f'(x) >0 pour tout x dans I < f est croissante sur I.

2) f'(z) <0 pour tout x dans I < f est décroissante sur I.
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3.8.2 Regles de ’'Hospital
Premiére régle de I’Hospital

Théoréme 3.27 Soient f,qg: I — R deux fonctions continues sur I, dérivables

sur I —{xo} et vérifiant les conditions suivantes :

1) limf(z)= limg(z)=0

T—T0 T—x0

2) ¢ (x)#0,Veel—{x}.

Alors,
/
tim S g T
g (@) oo g (@)
Exemple 3.28
. sinz . cosx
lim = lim =1.
x—0 I r—0

La réciproque est en général fausse.

Remarques.

1
1) La regle de I'Hospital est vraie lorsque x — +o0o. En effet, posons = = n

i L@y f(%)_l. ;_21/<%>_1, f/(%)_ . ()

ARe@ T T TR T 1 T ey ()
av 29\ T\

/
2) Si lim %)
e g (2) . .
on peut appliquer encore une fois la régle de I’Hospital.

= % et f', ¢’ vérifient les conditions du théoréme précédent, alors

3.8.3 Deuxiéme régle de I’Hospital

Théoréme 3.29 Soient f,g : I — R deux fonctions continues sur I, dérivables

sur I —{xo} et vérifiant les conditions suivantes :

1)lim f (z) = lim g (z) = +o0. 2) ¢ (x) #0,Vo el —{x}.
Alors, /
lim f—(x):l:> lim @:l.

5 ¢ (@) 0 g (@)
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La remarque précédente est vraie dans ce cas.

Exemple 3.30

2 2 2
lIm — = Ilim — = lim — =0.
x—+o00 ¥ rz——+o0 ¥ z——+o0 ¥

3.9 Exercices

Exercise 3.31 Soient a et b deux nombres réels. On définit la fonction f par :

ar +0b, six <0,

f () = 5

1+z

, stx > 0.

1) Déterminer b pour que f soit continue sur R.
2) Déterminer a et b pour que [ soit dérivable sur R.
Solution.

1) Continuité de f sur R : Sur R*, f est continue car © —— ax + b est

est continue sur

continue sur R, donc en particulier sur |—oo,0] et x — i
x

R — {1} donc en particulier sur |0, +oo|.
Continuité de f en 0 :
Ona f(0)=ax0+b=0.
3

/o) =lm e =3

li£n f(x)= lizn (ax +b) =b.

z—0 rz—0

f est continue en 0 si et seulement si
lim f (z) = lim f () = £ (0), donc b = 3.
30 50

Finalement f est continue sur R si et seulement si b = 3.
2) Dérivabilité de f sur R : Sur R* f est dérivable car x — azx + b est

est dérivable sur

dérivable sur R donc en particulier sur |—oo,0[ et © — ]
R — {—1} donc en particulier sur]0, +o0].

Dérivabilité de f en O :

Si b # 3, f n'est pas dérivable en 0 car elle n’est pas continue en 0.
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Donc Posons b =3, donc f(0) = 3.

3
-3
— (0 3—-3-3 -3
limf(x) f():hm%:]jm—x:Hm—:_?):f:i(o)v
220 =0 20 w20 T(L+a)  zpltw
— f(0 3—3
TRl AU S TN St SRS
50 r—0 = r

f est dérivable en 0 <= b =3 et f;(0) = f,; (0) <= b =3 et a = —3.

Finalement f est dérivable sur R si et seulement si b= 3 et a = —3.

Exercise 3.32 On considére la fonction : f: R — R, définie par :

cos? (mx) si x €]—o00,1],

fx) =
Inz ,
1+ — s z€]l,+ool.
T

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R.

2) La fonction f est-elle de classe C* de R? Justifier.

Solution.

1) La continuité et la dérivabilité de f sur R.

La continuité de f sur R.

- Sur Uintervalle | —oo, 1] la fonction f est continue (car f est produit de deux
fonctions continues).

- Sur lintervalle |1, +o00| la fonction f est continue (car f est somme et
rapport de deux fonctions continues).

1l reste d’étudier la continuité de f en v = 1.

Ona:
limf (z) = lim<1+1n—x):1:f(1).
mil xil X
et
lilnf () = liin (cos? (mz)) =1= f(1).
z—1 z—1

Donc,

lim f (2) = lim f () = £ (1)..

z—1 z—1
Alors, f est continue en x = 1, on conclut que : f est continue sur R.
La dérivabilité de f sur R.
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- Sur lUintervalle |—o0, 1] la fonction f est dérivable (car f est produit de
deuz fonctions dérivables).

- Sur Uintervalle |1, +o00[ la fonction f est dérivable (car f est somme et
rapport de deux fonctions dérivables).

1l reste d’étudier la dérivabilité de f en v = 1.

Ona:
Inz
1+ — ] -1
)
1) = DS O :
1 T 21 z—1
1 0
= lim— " =~ (Forme indéterminée)
Zyle—=1x 0
Inz) 1
ST C) B N S
@2 —x) >z w(2r—1)
et
—fa 2 (rz) — 1
(1) = }Eﬁ% = ig% =5 (forme indéterminée)
— im (cos? (rz) — 1), _ hm—27r (sin (7x)) cos (7mx) _0
251 (l‘ - ]')l 231 1

On a : fi(1) # f, (1), donc f n'est pas dérivable en v = 1, d’ot f n'est pas
dérivable sur R.
(On conclut que : [ est continue sur R et dérivable sur |—oo, 1[ U |1, +o0l).

2) La fonction f n'est pas de classe C* (R), car f n’est pas dérivable en z = 1.

Exercise 3.33 Soit A\ € R et f: R — R la fonction définie par :

in (2
1—Sm( I), st x#0

A, six=0

1) Déterminer \ pour que f soit continue sur R.

2) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet au moins une racine réelle sur

T3l
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Solution.

1) Déterminons A pour que f soit continue sur R.

- Sur Uintervalle |—o0, 0] et |0, +oo[ la fonction x +— 1— sin (2z)
sin (2x) x

est somme et rapport des fonctions continues).
x
Il reste d’étudier la continuité de f en v =0. Ona: f(0) =\ et

in (2 in (2
lim f () = lim (1 . M) = lim (1—2M) — 1.

est continue
(car la fonction x — 1 —

T 2z

Donc, f est continuité ssi :

limf (z) =—-1= f(0) = A\

z—0
Alors, la valeur de A pour que f soit continue est :A = —1.
2) Montrons que ’équation f (x) = 0 admet au moins une racine réelle sur
]%, g [ Ona:
in (2
La fonction x — 1 — sin (2z) est continue sur }Z, E[
x 4" 2
T
sin (2 (—)) sin <—) 4
f<%>:1 477 _ 14 =1-=-<0

La fonction x +— f(x) est continue sur ] %, g[ et f <%) f <g) < 0, d’apres

iy
théoréme des valeurs intermédiaires il existe c € } T E[ tel que f(c) =0 c’est a
T T
dire, l’équation f (x) =0 admet au moins une racine réelle sur ] 13 [

Exercise 3.34 Soit A € R et f la fonction définie par :

et — 1
41"

stx >0
flz) =

.2
—51112(7;3:)7 stz <0
x
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Etudier la continuité de f sur R.
Solution.

Etudions la continuité de f sur R.
x

- Sur Uintervalle 10, 4+00] la fonction x +— est continue (car la fonc-

tion est une somme et rapport des fonctions continues).
sin?(7x)
—
tion une est somme et rapport des fonctions continues).

- Sur Uintervalle | —o0, 0[ la fonction x +— est continue (car la fonc-

1l reste d’étudier la continuité de f en x = 0.

0 __ T _
Ona:f(()):A6 1:)\—1 clepluslinrlf(:zc)zlim()\6 1)2)\—1 et

0+1

xz—0 z—0

lmf(z) = lm (sm?ﬂ > i (27rsin(7rx) cos(m) )

z—0 x:O 22° miO 4z
2 : 2
— lim <7T cos(wx)) (sm(7m)) _

250 2 T 2

Done, f est continue en x =0 ssi : limf (z) = limf (z) = f (0).

z—0 z—0

2
On conclut que : f est continue sur R si A =1+ %

2
St A# 1+ % la fonction f est discontinue en x = 0.

Exercise 3.35 FEn utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, Montrer que

1) L’équation 3tanx = sin x+2 admet au moins une solution dans l'intervalle
O}

2) L’équation —x* + 223 + 2 = 0 admet au moins deuz racines réelles.

Solution.

1) Montrons que [’équation 3tanx = sinx + 2 admet au moins une solution
dans l'intervalle ]0, % [

On pose : f(x) =3tanz —sinz — 2

On a : la fonction x — 3tanx — sinx — 2 est continue sur ] 0, %[’ de plus

f(0)=3tan0—sin0—2=—-2<0

7
f(%>:3tang—sin£—2:l—§>0
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La fonction x — f(x) est continue sur ]O, %[ et £(0)f (%) < 0, d’apres
théoréme des valeurs intermédiaires il existe c € ]O, %[ tel que f(c) =0 c’est a

dire, I’équation 3tanx = sinx + 2 admet au moins une racine réelle sur ] 0, % [
2) Montrons que l'équation —z* + 22% + 2 = 0 admet au moins deux racines
réelles.
On pose : f(z) = —a* + 223 + 2

On a : la fonction, x — —x* + 22% + 2 est continue sur R.

F(-1)=-1-2+2=-1<0, f(0)=2>0
F(2)=-16+16+2=2>0, f(3)=-81+54+2=-25<0.

La fonction x +— f(x) est continue sur |—1,0[ et f(0)f(—1) < 0, d’aprés
théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € |—1,0[ tel que f (¢) =0 c’est a
dire, 'équation —x* + 22% +2 = 0 admet au moins une racine réelle sur ]—1,0].

La fonction x — f (z) est continue sur]2,3] et f(2) f(3) <0, d’aprés théo-
réme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € |2,3[ tel que f (c) =0 c’est a dire,
Uéquation —z* + 22 + 2 = 0 admet au moins une racine réelle sur|2,3].

On conclut que l'équation —x* + 223 + 2 = 0 admet au moins deur racines

réelles sur |—1,3[.

1

Exercise 3.36 Soit f la fonction définie par : f (z) = 2%cos —, x € R*.
x
1) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0 7

2) Montrer que l'équation f (x) —1 = 0 admet au moins une solution dans

["intervalle . Cette solution est-elle unique ¢

o
Solution.

1) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0 ?
On a: Dy =R*=]—-00,0[U]0,+00].

Calculons ;lpii%f (x) =7

On a:

1 1
VreR*: —1<cos— <1 = —z2<z2?cos— <2?
T x

1
= —limz? < lim (1:2 cos —> < lima?

x—0 x—0 x r—0

) 1
= 0<lim (.I‘QCOS—) <0

x—0 €T
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1
D’aprés théoreme d’encadrement : liné <m2 cos— | =0, dou lir% f(z) =0,
x— x T—

donc la fonction f est prolongeable par continuité en 0, et sa fonction prolongée

est
f(x), sizeR*
flx) =
0, stxz=0
2) Montrons que l’équation f () — 1 =0 admet au moins une solution dans
3 4
lintervalle } -, =
T
On pose : g(z) = f(x)—1

4
On a : la fonction x — f (x) — 1 est continue sur} - = { de plus :

3 3 9 T 9
e T AN, [ S |
g(w) f(ﬂ') 3 272 <0

4 4 1 2
gl—|=f—- —1:£cosz—1:M—1>0
2 4 2

™ ™

m™ T

3 4 4 3
Done, la fonction x — g (x) est continue sur} -, —[ et g (—) g <—> <0,
T m

3 4
d’aprés théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € } - — [ tel que g (¢) =0
T

c’est a dire, l'équation f(x) —1 = 0 admet au moins une racine réelle sur
3 4
];’ =k
Cette solution est-elle unique ?
On a:
1\ 1 —1 1
! = — 1 = (2%cos= | =2zcos—+2* | — | [ —sin—
g @) = [f@) =1 = (aPcos—) =2wcos—+a* (5 ) (—sin-
1 1 3 4
= 2xcos—+sin— >0 sur|—, —|.
x x T
: . . : 4
Done, la fonction x — g (z) est continue et strictement croissante sur | —, —
T

4 3
et g (—) g <—> < 0, d’aprés théoréme des valeurs intermédiaires il c existe et
™ T

3 4
unique dans] - - [ tel que g (¢) = 0 c’est a dire, ’équation f (x) —1 =0 admet
7T

s
, ) , 3 4

une racine réelle unique sur | —, —|.
T



3. Fonctions réelles a4 une seule variable 82

Exercise 3.37 Soit f la fonction définie par :

In(1+z), six>0
fx) =

sin x, six <0

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur domaine de définition Dy.
2) f est-elle de classe C* sur D;?

Solution.

1) Etudions la continuité et la dérivabilité de f sur Dy.
Ona:Dy=R=]-00,+00].

- Sur Uintervalle |0, +00[, la fonction x +— In (1 + x) est continue et dérivable

- Sur Uintervalle |—00, 0], la fonction x +— sinz est continue et dérivable .
1l reste d’étudier la continuité et la dérivabilité de f en x = 0.

Continuité de f en x =0

Ona :
liglf (x) = liin In(1+2)=0=f(0) et liinf (x) = liin (sinz) =0,
z—0 z—0 z—0 z—0

donc : 1i£nf (x) = liinf (x) = f(0).

x—0 r—0

Alors, [ est continue en 0 d’ou f est continue sur R.

Dérivabilité de f en x = 0.

Ona :
— In (1
fr(0) = limw = limM _Y (Forme indéterminée)
2o 0y
= lim 1 =
R
; @) fO) s
, L x) — .. sinz
,(0) = h£n po —hin =1

z—0 x—0

done, fq(0) = f,(0), d’ou f est dérivable en v =0, alors f est dérivable sur

2) [ est-elle de classe C* sur Dy?
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On a:

T2 stx >0
T
f(z) =

cos, six <0

La fonction z — f'(x) est continue sur R car :

- Sur Uintervalle 10, +00], la fonction x — . est continue.

T
- Sur Uintervalle |—o0, 0], la fonction x +— cosx est continue.

- f est continue en x = 0 puisque :

1
limf’ (z) = lim—— =1 et limf’'(x)=lim (cosx) = 1.
$i>0 xiol - xio xio

Done, la fonction x — f(z) est continue et dérivable sur R, et sa dérivée

x — f'(x) est continue surR, alors f est de classe C'sur R, on écrit f € C* (R) .

Exercise 3.38 1) Enoncer le théoréme des accroissement finis.
2) Soit n € N*. Montrer que :
1 1

1 gln(n+1)—lnn§5.

Solution.
Théoréme des accroissement finis
Soit f une fonction continue et dérivable sur |a, b alors il existe ¢ € |a, b| tel

que :
f0)=f(a)=(b—a)f ().
2) Soit n € N*. Montrons que :

1
<ln(n+1)—Ilnn<—
n+1 n

La fonction x — Inx est une fonction continue et dérivable sur |n,n + 1],
donc d’aprés théoréme des accroissement finis appliqué a cette fonction x — Inz,

il existe ¢ € In,n + 1] tel que :

1 1

In(n+1)—In(n)=mn+1-—n)-=-.

c c

Commen >1 on aura :
1 1 1
n<c<n+1l = < =-< =
n+1 c n
1 1

n+1§1n(n—|—1)—lnn§—

3
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Donc

1 1
Vn e N*: 1§ln(n+1)—1nn§—

n—+ n
Exercise 3.39 Soit f : [0,4] — R wune fonction continue telle que : f(0) =
7).
Montrer qu’il existe ¢ € 10,2 tel que f(c) = f(c+2).
Solution.
Soit g la fonction définie sur [0,2] définie par g (z) = f(x) — f (v +2).
Ona:g(0)=f(0)—f(2) et

g2)=f2)—fA)=f2)—f(0)=—(f(2) = f(0) =—=g(0) (car: f(0) = f(4)).
9(2)

La fonction g est continue et g (0)g(2) < 0, d’aprés théoréme des valeurs
intermédiaires il existe ¢ € ]0,2[ tel que g (c) = 0 c’est a dire, il existe ¢ € 10, 2|

tel que f(c) = f(c+2).

Exercise 3.40 Soit f : [0,1] — R une fonction continue et dérivable sur |0, 1].

On pose
g(x)=(f(1) = f(0)a° — f(z).
1) Montrer que f est continue et dérivable sur]0,1], calculer ¢’ (z) pour tout
x €]0,1].
2) Calculer g (0) et g (1). En déduire qu’il existe ¢ € |0, 1] tel que :

3(f(1) = f(0)c*=f(0).

Solution.

1) Montrons que f est continue et dérivable sur |0, 1].

Les fonctions x +— 2% et f :]0,1] — R sont continues et dérivable sur 0,1[,
donc g est continue et dérivable sur]0,1].

Calculons ¢' (x) pour tout x € )0, 1].

Pour tout x €10,1[, on a : ¢’ () =3(f (1) — f(0)) 2 — f' (x).

2) Calculons g (0) et g (1).

Ona:g(0)=—f(0)et g(1)=(f(1)~f(0) 1)~ f(1)=~f(0)

Donc on a : g(0)=g(1).

Déduisons qu’il existe ¢ € |0,1[ tel que : 3(f (1) — f(0))c* = f'(c).

On a, la fonction g est continue et dérivable sur]0,1[, donc d’aprés le théo-

réme de Rolle, il existe ¢ € ]0,1] tel que ¢’ (¢) = 0, donc on aura :

3(f(1) = f(0)c*=f(0).
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3.10 Applications aux fonctions élémentaires

3.10.1 Fonction puissance et leurs réciproques

Soit n € N, on appelle fonction puissance d’exposant n ’application f définie
sur R par :
f: R - R
x — f(x)=2a"

L’application est f continue sur R.

Cas particuliers

1) Sin =0, onaura: f(z) =1,Vz € R donc la fonction est constante sur R
a valeur 1.

2) Sin=1,onaura: f(z) =x,Vr € R donc la fonction est identité sur R.

La parité

- Si n est pair, la fonction x — z" est paire.

- Si n est impair, la fonction x +— 2" est impaire.

La dérivée et la monotonie

Ona:
Vn € N*: (z") = na""!, pour tout = € R.

- Si n est impair la fonction x — 2" est strictement croissante sur R.

La fonction = +— 2" est strictement croissante sur [0, +oof.
- Si n est pair

La fonction = — ™ est strictement décroissante sur |—o0,0] .
Propriétés des fonctions puissances

Vr,y € Ret Vn,m € N* on a:

1
T = g g™ "= — (z#0) " = — (x #0)
I?’L
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Limites usuelles

+00 sin est pair.

lim 2" =400 et lim 2" =
Tr—+00 T——00

—0o0 sl n est impair.

Fonction réciproque de la fonction puissance

Cas de n est impair. La fonction f : x — 2™ est continue et strictement
croissante sur R & valeurs dans R.
Dong, la fonction f : x —— 2™ est bijective sur R & valeurs dans R, alors elle

admet une fonction réciproque f~! définie de R & valeurs dans R, notée par :
f7H (@) = wn = Y

De plus, f~! est impaire et strictement croissante sur R et on a :

1

Y=2Tn m:y"

relR y€eR

Cas de n est pair (n>0). Larestriction de la fonction f : x +— 2™ & [0, +00]est
continue et strictement croissante sur [0, +oo[ & valeurs dans [0, 400].

Dong, la fonction f : x —— 2™ est bijective sur [0,+oo[ & valeurs dans
[0, +00[, alors elle admet une fonction réciproque f~! définie de [0, +-o00] & valeurs

dans [0, 4+o00[, notée par :
f7H @) =an = Vo

De plus, f~! est impaire et strictement croissante sur R et on a :

Remarque

Les résultats ci-dessus se généralisent au cas des puissances entiéres relatives.
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3.10.2 Fonction logarithme népérien
Définition 3.19 La fonction

In: ]0,+00[ — R

T — Inzx

est appelée la fonction logarithme népérien, définie pour tout x € ]0,+o0|
telle que :

1
(Inz) = — et In1=0.
x

Remarque : lne =1 ot e =2,7183....

La dérivée
1
On a:Vz €]0,+oo[: (Inz) = =
x
La fonction = — Inz est croissante sur |0, +o0].
Propriétés de logarithme népérien

Vr,y € R}, ona:

1
In(zy) =Inz+Iny, In <—> =—Inz, In (£> =Inz —Iny
T Y
!
Inz" =rlnx,r € R. (ln|f(x)|)':f(£), (f (z) #0).
f(z)
Limites usuelles
1
lim Inx = 400, lim Inx = —o0, lim nr_ 0,
T—+00 r—0Tt r—+00 I

1 1
lim nz+1) =1, lim (xlnz) =0".

z—0+ i z—07F

Généralisation du logarithme : x —— In, x

La notion logarithme népérien se généralise dans une base quelconque a € R?,,

posons
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Remarque

Si a = e, on retrouve le logarithme Népérien.

Sia = 10, le Inyg x est appelé logarithme décimal se note par : logxz = Injgx =
Inz

In10°

3.10.3 Fonction exponentielle

Définition 3.20 L’application réciproque de la fonction x — Inx est continue

et strictement croissante on ’appelle fonction exponentielle et on note

exp: R — ]0,+0o0]

r +—— expxr =c¢€"
elle définie sur R a valeurs dans 0, +oc[ de plus on a :
y=e" r=Iny
reR y € 10, +00]

La dérivée
Ona:
Ve eR: (") ="

La fonction z +— e* est croissante sur R.

Propriétés de la fonction exponentielle

Vr,y € R,on a :

+y -z _ "
eTTY = e%eY, e T = et (ef(z)) = f'(z) /@,
Limites usuelles
6(13
lim e* = 400, lim e* =0, lim — = 400,
r—+00 r——00 T——+00 I

et —1 :
lim =1, lim ze® = 0.
x—0 X Tr——00
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Généralisation de exponentielle : © — exp,

Soit a € R?, on appelle exponentielle de base a, la fonction notée  —— exp, x

définie sur R par

zlna

VreR:exp,z =¢€

Remarque

La fonction exponentielle étant la réciproque de la fonction logarithme, leurs
représentations graphiques sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice

(la droite d’équation y = x).

3.10.4 Fonctions trigonométriques

Fonction sinus
sin: R — [-1,1]

r —— sinx
Propriétés

1) x — sinx est une fonction continue est dérivable sur R.

2) x — sinzx est une fonction périodique de période 27
Vr € R :sin(x + 27) = sinx.
3) x — sinx est une fonction impaire
Ve e R, (—x) € R:sin(—z) = —sinz.

Fonction cosinus
cos: R — [-1,1]

T —— CosT
Propriétés

1) x — cosx est une fonction continue est dérivable sur R.

2) x — cos z est une fonction périodique de période 27
Vo € R: cos (z + 2m) = cos z.
3) x —— cos z est une fonction paire

Vr e R, (—x) € R: cos(—z) = cosz.
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Fonction tangente

tan: R—{Z+kn/ke€Z} — R

sinx
r +—— tanzx =

cosT’
Propriétés
1) z — tan z est une fonction continue est dérivable sur R— {2 + kr/k € Z}

et
1

anz) =1 anx)t= ——.
(t ) + ) (cosx)2

2) x — tanz est une fonction périodique de période 7
Vo € R— {g + kr/k € Z} :tan (z + 7) = tan .
3) x — tanz est une fonction impaire
T s
Ve € R— {5 + kr/k € Z} ,(—z) € R— {5 + kr/k € Z} :tan (—z) = —tanax.
Fonction cotangente

cot: R—{kn/k € Z} — R

r +—— cotx =

COS T

sinz
Propriétés
1) 2 — cot x est une fonction continue est dérivable sur R— {k7n/k € Z} et

-1

cotz) = —1— (cotz)? = ———.
(cot ) (cot 2) (sina:)2

2) x — cot x est une fonction périodique de période 7
Vo € R—{kn/k € Z} : cot (x + ) = cot .
3) x — cot z est une fonction impaire

Vo € R—{kr/k € Z},(—x) € R—{kn/k € Z} : cot (—z) = — cot x.
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3.10.5 Fonctions inverses des fonctions trigonométriques
Fonction arc sinus

La fonction

. . . -7 T
est continue et strictement croissante sur [77 5] car :
-T T

Va 6}7,5[: (sinz) = cosz > 0.

—] , alors elle admet une

-7 T
Donc, la fonction x —— sinz est bijective sur [7, 5

fonction réciproque :
.1 - T
S =1, +1 —_—, =
in [ | — [ 5 2}

appelée fonction arcsin qui est continue et strictement croissante sur [—1, +1],

et on a:
_ . xr =siny
y = arcsinx
<~
e [-1,+1] ye |2
x Y 2 72
et
1 1

(arcsin)’ (z) =

= — 9 x <].-
cosy /1 —sinly V1—a? g

Fonction arc cosinus

La fonction
cos: [0,7] — [-1,1]

r FH—— COST

est continue et strictement décroissante sur [0, 7| car :
Vo €10,7[: (cosx) = —sinx < 0.

Dong, la fonction 2z — cos x est bijective sur [0, 7], alors elle admet une fonction
réciproque :
cos i [=1,+1] — [0, 7]
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appelée fonction arccos qui est continue et strictement décroissante sur [—1, +1],

et on a :
9 = arccos T T = Ccosy

z € [—1,+1] y € [0, 7]

et
1 -1 -1

—siny V/1 — cos?y CVI—z

(arccos)’ (x) = = |z] < 1.

Fonction arc tangente
La fonction

—T
tan: | —, = R
an }2,2[ —

sinx

r +—— tanx = .
cosx

. . . - T
est continue et strictement croissante sur } 7 5 [ car :

—T , 1
Vere |—,—=|: (tanz) = >0
1 272 [ ( ) cos? x
. .. . - T
Donc, la fonction z —— tanx est bijective sur }7, 5 {, alors elle admet une

fonction réciproque :
—-T
tan ! R — | —, =
2 2
appelée fonction arctan qui est continue et strictement croissante sur R, et on
a:

Yy = arctanx T = tany

<~
w ve|53]
et

1 1

Vz € R : (arctan)’ (z) = Tty =11




3. Fonctions réelles a4 une seule variable 93

Fonction arc cotangente

La fonction
cot: ]0,7[ — R

r +—— cotx =

COsS X

sin x
est continue et strictement décroissante sur |0, 7| car :

Vz € 10,7 : (cotz) = —— < 0.
sin® x

Donc, la fonction z —— cotx est bijective sur |0, [, alors elle admet une
fonction réciproque :

cot ' : R — 0,7

appelée fonction arccot qui est continue et strictement décroissante sur R, et on

a:
Yy = arccot x T = coty
<
reR y €10, 7
et
Vi € R (arccot) (r) = 1 5 = -
x : (arccot)’ (z) = = .
1+cot?’y 14 22
Propriétés
De définitions précédentes on obtient les propriétés suivantes :
1) arcsinz + arccosz = g, 7) arccos (—x) = m — arccos x
2) arcsin (~) ' 8) cos (arctan ) = sin(arccot 7) = ——
arcsin (—z) = — arcsin z, cos (arctan x) = sin(arccot 1) = ——
V1+a?
3) arctan (—x) = —arctanz, 9) cos (arcsinz) = sin(arccosz) = /1 — x?
4) arccot (—x) = m — arccot x, 10) arctanz + arccotz = g
) axccos +axcsin =7 11)sin (arctan ) = cos (axccot 1) = ——
arccos — + arcsin — = —, sin (arctan x) = cos (arccot ) = ——
z r 2 V1+ 22

V1—a?

6) tan(arccosx) = cot (arcsinx) =
x
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3.10.6 Fonctions hyperboliques
Fonction sinus hyperbolique

La fonction sinus hyperbolique est définie par :

sinh: R — R

. et —e
r +—— sinhx = 5

—x

Fonction cosinus hyperbolique

La fonction cosinus hyperbolique est définie par :

cosh: R — [1,+4o0]

et +e”
r +—— coshyx = ———.

Fonction tangente hyperbolique

La fonction tangente hyperbolique est définie par :

tanh: R — |—-1,41]
sinh z et —e "
r +—— tanhx = = .
coshz e*+e*

Fonction cotangente hyperbolique

La fonction cotangente hyperbolique est définie par :

coth: R* — |—o0,—1[U]1,40o0]

cosh x et 4+e "
r —— cothx = — = .
sinh x er — e T

Propriétés des fonctions hyperboliques

De définitions précédentes on obtient les propriétés suivantes :
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1) (sinhz) =coshz et (coshz) =sinhz 2) coshz +sinhx = e”
3) cosh®’z —sinh®z =1 4) coshz —sinhz =e™*
tanh x + tanhy 1

5) tanh(z +y) = 6) 1—tanh’x =

1+ tanh z. tanh y cosh? x

7) cosh (x 4+ y) = cosh x. cosh y + sinh z sinh y
8) sinh (z + y) = sinh z. cosh y + sinh y. cosh x
9) cosh (2z) = 2cosh®z — 1 = 1 + 2sinh®z.

3.10.7 Fonctions inverses des hyperboliques
Fonction argument sinus hyperbolique

La fonction
sinh: R — R

r +—— sinhz
est continue et strictement croissante sur R car :
) et +e”
Vr € R: (sinh)’ = coshx = — > 0.

Donc, la fonction x —— sinh x est bijective sur R, alors elle admet une fonc-
tion réciproque :
sinh™:R— R

appelée fonction argument sinus hyperbolique (noté par :argsinh ou par

argsin), et on a :

y = argsinh z r = sinhy

reR y € R.

On a : la fonction

argsinh : R — R
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est définie, continue et strictement croissante sur R, de plus on a :

I
coshy  \/1+sinh®y V1+a?

Vr € R: (argsinh) (z) =
Remarque. La fonction : argsinh € C* (R, R) et

Fonction argument cosinus hyperbolique

La fonction
cosh: [0,+o00] — [1,+0o0]

r +—— coshz.

est continue et strictement croissante sur RT.
Dong, la fonction x —— coshz est bijective sur RT, alors elle admet une
fonction réciproque :
cosh™ : [1, +oo[ — [0, +-o0]

continue et strictement croissante, appelée fonction argument cosinus hyperbo-

lique (noté par : arg cosh ou par : argcos) et on a :

y = argcoshx x = coshy

z € [1, 400 y € [0, +o0[.

La fonction
arg cosh : [1, +oo[ — [0, +00]
est définie, continue et strictement croissante sur [1, +o00[ et

1 1 1
sinhy  \/cosh?y —1 Va2—1

Vz € [1,+o0] : (argcos) (z) =

Fonction argument tangente hyperbolique

La fonction
tanh: R — |—1,+1]

r +—— tanhzx

est continue et strictement croissante sur R.
Donc, la fonction x —— tanhz est bijective sur R, alors elle admet une
fonction réciproque :
tanh ™' :]—1,+1[ — R
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continue et strictement croissante, appelée fonction argument tangente hyperbo-

lique (noté par : arg tanh ou par : argtan) et on a :

y = arg tanh x r =tany

z€|-1,+1] y € R.
On a:

B 1
1= g2

Remarque. La fonction argtan € C* (]—1,+1[,R).

Vo € ]—1,+1[: (argtan)’ (z)

Fonction argument cotangente hyperbolique

La fonction
coth: R* — J—o0, —1[U]1,+o0]

r +—— cothx

est bijective, donc elle admet une fonction réciproque dite argument cotangente

hyperbolique (noté par : arg coth ou par :argcot) et on a :

y = argcothx xr = coty

lz| > 1 y € R*.
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Propriétés des fonctions inverses des hyperboliques

De définitions précédentes on obtient les propriétés suivantes :

1) lim (argsinhz) = —o0 2) 1ir+n (argsinhx) = +o0
3) lim (argcoshz) = —o0 4) hIJP (arg coshz) = 400
5) lim (argtanhz) = —oco 6)lim (arg tanh ) = 400
> <
z—1 T—1

7) argsinhz =y =1Ine¥ =1In (ZE—I—\/1—|—1‘2>.

8) argcoshzx =y =IneY =1In (x+\/x2 — 1), Ve > 1.

1
9) argcothz =y=1In —i—x" |z| > 1.
11—
3.11 Exercices
Exercise 3.41 Montrer que :
1) Vo € R : coshz + sinhz = e”. 2) Vo € R: coshx —sinha = e™”.
3) Vo € R : cosh® z — sinh® 2 = 1. 4) Yz € R : (sinh)’ () = cosh .
1
5) Vo € R : (cosh)’ (z) = sinh . 6) Vo € R : (tanh)' (z) = 1 — tanh®*2 = o
cosh” x

Solution.
1) Montrons que : Vo € R : coshx + sinhx = e”.
Soit x € R, on a

x —x x

e e —e
coshr = ———— et sinhz =
2 2
donce . . . .
coshz + sinhx = ¢ —|—2€ —I—e _26 =e"

T

2) Montrons que : Yx € R : coshz —sinhz = e™*..
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Soitx € R, on a:

. ef+e ™ ef—e" _
coshx — sinhx = 5 — 5 =e

3) Montrons que : ¥r € R : cosh® z — sinh®z = 1.
Soit x € R, on a

) ) ) e + e~ % 2 et — e 2
cosh*r — sinh*s = — | — [ ———
2 2

_ 6227 + 6—233 + 2 B 6217 + e—2m -9
B 4 4

€2x+€_2$+2—62x—6_2$+2_4_1
4 4T

4) Montrons que : Vo € R : (sinh)’ (z) = cosh x.
Soit x € R, on a

(sinh) () — (ﬂ)' _ L ey =

5) Montrons que : Yo € R : (cosh) (z) = sinh z.
Soit x € R, on a

/
(cosh)' (z) = crey 2 (e* +e ) == (e* —e*) =sinhu.
2 2 2
/ 2 1
6) Montrons que : Vx € R: (tanh) (z) = 1 — tanh“x = 5
cosh” x

Soit x € R, on a

(tanh)/ (x) = (Sinhx) _ (sinh )" (coshz) — (sinh z) (cosh z)

cosh x cosh? z
B (cosh2 a:) — (sinh2 .I') B 1
N cosh? ~ cosh?z

h2 (s h2
= (C08h2 :c) + (8111112 x) =1 —tanh’z
cosn- T cosn x
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Exercise 3.42 Montrer que

/ 1 , -1
1) Vx € |-1,1] : (arcsin) (z) = N 2) Vo € |—1,1[ : (arccos) (x) = Vi
3) Vi € R (aretan) (1) = — 4 Vi € R (arecot) () = -
T : (arctan) () = 37— x : (arceot)’ (#) = 77—
L 1 , 1
5) Vo € R : (argsinh) (z) = it 6) Vo > 1: (argcosh) (z) = T
1

7) Vo € ]—1,1[ : (argtanh)’ ()

T 12
Solution.

1
1) Montrons que : Va € ]—1,1] : (arcsin)’ (z) =

V1—2?

On a : Si la fonction f est dérivable en x, alors f~1 est dérivable en y et

, 1
"= 7w
Donc,
(arcsin) (z) = — =+ -1
(siny)  cosy /1 —sin?y
1

= ———, (cary = arcsinz = siny = x)

V1—a?

-1
2) Montrons que : Yz € |—1,1] : (arccos) (z) = ———,
) g LA (arecos) (1) =
Ona:
(arcos) () = — : =
arccos) (r) = =— =
(cosy)’  —siny /1 —cos?y

-1
= ﬁ, (car y = ar cosx = cosy = )
3) Montrons que : ¥x € R : (arctan)’ (z) =
Ona:

1
1+ 22

1
(tany) 1+ tan?y

(arctan)’ (z) =

AL (car y = arctanz = tany = )
T
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4) Montrons que : Yz € R : (arccot)’ (z)
Ona:

1 —1
(coty)’ T 1+ cot?y

(arccot)’ (z) =

-1
=112 (car y = arccot x = coty = )

1
V1+a?

5) Montrons que : Yo € R : (argsinh)’ (z) =
Ona:

1 1

inh ! _ _
(argsinh) (z) (sinhyl)’ coshy

= \/ﬁ (C(M” COSth — Sinhzy = ]_)
sinh” y
1
= ———, (car y = argsinhz = sinhy = x)

V1422
1

6) Montrons que : Vx > 1: (argcosh) (z) = T
x p—

Ona:

11
(cosh yl)' ~ sinhy

(argcosh) () =

= ﬁ(mr cosh?y — sinh?y = 1)
cosh”y —
1

= Wk (car y = argcosh x = coshy = z)

1

7) Montrons que : Vo € |—1,1] : (argtanh)/ (x) = 1 3"
—x

On a :

I
(tanhy) 1 —tanh®y

(argtanh) () =

1
:—1 57 (car y = argtanx = tanhy = x)
-
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4.1 Introduction

Les développements limités consistent a trouver une approximation poly-
nomiale & une fonction plus compliquée, au voisinage d’'un point choisi. Les
développements limités ont de nombreuses applications dans d’autres sciences,
Mécanique, Physique,..., mais aussi dans les mathématiques elles-mémes, en par-

ticulier en analyse numérique.

4.2 Formules de Taylor

4.2.1 Formules de Taylor

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C' sur [a,b] et 7y € |a,b], au

voisinage de x( la fonction f peut s’écrire :

f(z) = f(xo) + (x — x0) f' (x0) + R(z), aveclim R(x)=0.

- T—T0

-~

Py (z)

Donc, le polynéme :

Py (z) = f(z0) + (x — x0) f' (o) -

est une approximation de la fonction f.
L’erreur de cette approximation est : R (z) = (x — x¢) € ().

La formule de Taylor qui généralise ce résultat a des fonctions n fois dérivables

est :
_ (z — o) (z — $0)2 (2) (z —20)" (n)
f(z) = f(20) + 1 f"(x0) + T f (o) + o + o [ (x0) + Ry (w0, ) .
P;Ex)

Le polynéme P, (x) est de degré n en (x — xo).

On appelle R, (xo, z) le reste d’ordre n.

4.2.2 Formule de Taylor avec reste de Lagrange

(ZL’ . xo)n+1

CE A

C’est la formule de Taylor d’ordre n avec reste de Lagrange
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Théoréme 4.1 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™ sur [a,b] (f €
C™ ([a,b])) et f™ est dérivable sur]a,b| et soit xo € [a,b], alors Vo € [a,b],x #
xg, 3c € |a, b] tel que :

F@) = £ )+ ET gy TP g ) 4
ut % FO) () + % £ ().

4.2.3 Formule de Taylor Mac-Laurin

Lorsque zy = 0 dans la formule de Taylor-Lagrange, on pose ¢ = fz,0 < 6 <
1,c €0,z et on obtient

2

n n+1
f @)= F0)+ 558 (0)+ ZfP(0) + 4 O (0) 4+

(n+1)!

74 ()

4.2.4 Formule de Taylor Young

Nous allons restreindre les hypothéses en supposant uniquement que f™ ()

existe.

Théoréme 4.2 Soit f : [a,b] — R et zg € [a,b] . Supposons que f™ (xy) existe
(finie), alors Yx € V (x0)

(x — x0)2 (x — x0)"

O (@o)+...+ =

f(z)=Ff ($0)+(x_—%)f/ (wo)+ FO (zo)+o0 (x — x)"

ot o(x —x0)" = (x — x0)" € (x) avec lim €(z) = 0.

T—T0

4.3 Développements limités au voisinage de zéro

Nous avons vu que dans un voisinage de xy on peut approcher la fonction f

par un polynéme P, de degré n de sorte que
f(@) = Po(z) =o(x— )"

Ceci lorsque f existe. Maintenant, nous allons voir qu’un tel polynome peut

exister méme si £ n’existe pas et méme si f n’est pas continue en z.
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Définition 4.1 Soit f une fonction définie au voisinage de zéro. On dit que f
admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0 s’il existe un ouvert I de centre 0 et

des constantes ag, ay, ..., a, tels que Vx € I,x # 0

f(x) = ap+arx+ ...+ apx" + 2" (x) avec lim, ge(x) =0
= a+ar+.. +aa" +o(z").
Pala)

1) P, (x) = ap + a1z + ... + a,x™ est la partie réguliere du D.L.

z"e (x) (avec lim, € (z) = 0) est le reste.

Propriétés des développements limités

Proposition 4.1 (Unicité de D.L)
Si f admet un DL, (0) alors ce D.L. est unique.

Preuve. Supposons que f admet deux DL, (0), c’est & dire

f(x)=ao+ a1z + ...+ a,x" + "€ (z) avec lime () =0

z—0

et
f(x)=bo+bix+ ...+ b2" + 2" () avec lim ey (z) = 0.

z—0

Ce qui donne
(ap —bo) + (a1 — b))z + ... + (an, — bp) 2" = 2" (61 (x) — €2 () ).
En passant a la limite lorsque x — 0, on aura ag = by, d’oul
(ag = b))z + ...+ (an —by) 2" = 2" (e1 () — €2 () ).
Si z # 0, on obtient
(ay —b1) + (ag —ba)x + ... + (a, — b)) 2" = 2" (e (z) —ex () ).

En passant a la limite lorsque x — 0, on aura a; = b;. De cette maniére, on aura
a, = b,, Vn.

D’oti 'unicité du développement limité. m

Théoréme 4.3 Si £ (0) existe, alors le D.L. de f est

fx) = f(0)+%f' (O)+z—?f(2) (0)+...+Z—Tf(") (0)+2"€ (), avec lim e (z) = 0.

z—0
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Corollaire 4.4 Si f( (0) existe, et f admet un D.L. d’ordre n au voisinage de

0, alors

! 2 (n)
ag = f(0),a1 = fl(!0)7a2 = fz—!(O), ey Oy = / n!<0).

Exemple 4.5 (D.L. obtenu par division suivant les puissance crois-

sante)
1

l—=x

=l+az+2’+ ..+ 2" (),

avec € (x) = % — 0 lorsque © — 0.
-

On peut déduire £ (0). En effet,

f(z) = f(0)+%f’ (0)+§—Tf<2> (O)+...+Z—Tf(") (0)+a"¢ (2) avee lime (x) = 0.
f®(0)
3]

et par identification, on aura ¥k : 0 < k <mn, = 1.

4.3.1 Développements limités usuels

Tous les développements ci-dessous sont valables a 1’origine.
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n
2 l,3 n k

xr
[ :1+ZE+§+§+...+H+O(J} ):

n
3 1'5 3327‘&—&-1 2k+1

_ .I'_ - - 2n+2\ __ - 2n+2
shx—x+3!+5!+...+(2n+1)!+0(:€ )= .+O(x )

2 4 2n n 2k

cht =1+ =+ + .. +— + O (z* 1)

ol "l (2n)!

3 21 3 21
tanz =1+ + 2 1029, thr =2 — = + 25 4 O (a8
anx x+3+15—|— (%), thr == 3—1—15+ (x°)

n

=l-z+a? =22+ .+ (-1)"2"+0 (") =) (-1)'2"+ 0 (")
k=0

1
1+«

1
1—2z

=l4z+a?+2°+. 42" +0@") =Y ¥ +0@")
k=0

AA—1 AAN=1)...(\— 1
(1+$)A=1+>\x+%m2+...+ ( )n(' n )x"—I—O(.Z'”)

[N
w
3

arctanx = x — % + .+ (=) TR

l12® 132° 13527 )
: — - - -y n—+2
arcsin © x+23+245+2467...+0(9@ )

T ) T 123 132° 135z Lo(
arccosT = — —arcsing = — — 4 — —— — ——— — 22 | x
2 2 23 24 5 246 7
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Remarques

- Si la fonction x +— f(z) est paire, alors toutes les puissances impaires
disparaissent.
- Si la fonction = +— f(z) est impaire, alors toutes les puissances paires

disparaissent.

4.4 Opérations sur les développements limités.

4.4.1 Opérations algébriques sur les développements li-
mités.
Théoréme 4.6 Si f et g admettent des D.L. d’ordre n au voisinage de 0, alors

f+g, fg admettent des D.L. d’ordren et g admet un D.L. d’ordre n si iiLI})g (x) #
0.

4.4.2 Développements limités d’une fonction composée

Théoréme 4.7 Si f et g admettent des D.L. d’ordre n au voisinage de 0 et si
g(0) =0, alors f o g admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0.

Remarque 4.1 La partie réqulicre de fog s’obtient en remplacant dans la partie
réquliere de f, la partie réguliére de g et en gardant que les puissances inférieures

ou égales a n.

4.4.3 Dérivation de développements limités.

Nous avons vu que 'existence de D.L. ne nécessite pas 'existence de la déri-

vée. Donc nous ne pourrons rien dire en ce qui concerne le D.L. de la dérivée.

Théoréme 4.8 Soit f une fonction dérivable au voisinage de 0 et admettant un

D.L. d’ordre n au voisinage de 0

f(x)=P(z)+a"€(x) avec lime(x) = 0.

z—0

Si la dérivée [ admet un D.L. d’ordre (n — 1) au voisinage de 0, alors

f'(z) = P'(z) + 2" 'n(z) avec limn (z) = 0.

z—0
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4.4.4 Intégration de développements limités.

Théoréme 4.9 Soit f une fonction numérique dérivable dans l'intervalle I =
|—a,af,a >0, de dérivée f'. Si f' admet un développement limité d’ordre n au

voisinage de O

f'(z) = ap + a1z + agz® + ... + a2 + 2" (r) avec lime(z) = 0,

z—0

alors f admet un développement limité d’ordre (n + 1) au voisinage de 0

- ai o Q2 3 Un  n+l | ntl : _
f(x)=f(0)+apz+ 57 + 57 +...+n+1x +2"n(x) avec ilg(l)ﬁ(ﬂf) 0,

ici "y (x) = [ e (t) dt.

4.4.5 Développements limités au voisinage de z, et de
Pinfini

Définition 4.2 On dit que f définie au voisinage de xoy admet un D.L. d’ordre

n au V (xg) si la fonction
F:xv— F(z)=f(x)+x)
admet un D.L. d’ordre n au V (0).

On a
F(z)=ao+ a1z + ...+ a,a" + z"€(x)

et donc
f(xo+2)=ao+ a1z + ... + aa” + 2" (z),

c’est & dire
fy)=ao+ai(y—x0) + ...+ an(y—x0)" + (y —20)" € ((y — w0)),

ou d’une maniére équivalente
[ (@) =ao+ar (& —x9) + ... + ay (z — 20)" + (x — 20)" € ((x — 20)) -

Finalement, on se raméne du voisinage de z au voisinage de 0 par le changement
de variable z = x — xq.

De méme le D.L. au voisinage de 'infini se fait par le changement de variable
1

y=-.
xz
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Définition 4.3 On dit qu’une fonction numérique admet un D.L. d’ordre n au

V (+00) sl existe un polynome P de degré inférieur ou égal a n tel que l'on ait

au V (400)
f (@) :P<£> +o(xin) |

4.5 Applications des développements limités

4.5.1 Calcul de limites

0

Forme indéterminée du type 0
Il s’agit de

(@)

209 ()

Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage de 0 et chacune ad-

= — forme indéterminée

mettant un développement limité au voisinage de 0

f@)=P,(x)+0 (") et g(x)=Qu(x)+0O (™).

Alors on a : P
i &) gy Lo (@)
z—0 g (gj) x—0

Qm (z)

Exemple 4.10 Calculer, en utilisant les développements limités, la limite sui-

vante : ]
sin x
im .
z—0e? — 1
. sinzx 0 o o
On a : lim = — forme indéterminée.
z—0e® —1 0
Comme
x? x3
ex:1+a:+7+0(a:2) et sinac:x—g+0(x4)
donc,
23 , 72
T _
lim—— = lim 6 = lim—8 =1
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Forme indéterminée du type +oo — 0o

Il s’agit de : lim (f(x) —g(x)) avec lim f(z)= lim g(z)= +oo.

Tr—-+00 r——+00 r——+00

Exemple 4.11 Calculer, en utilisant les développements limités, la limite sui-

vante :

lim (\/154—1—\/33—1).

Tr——+00

Au voisinage de 400, on a :

1= (s(1+)) v (e ) ro () -var o (3).

1
2

(D) - Al g) o () o ()

Donc,

lim (Vz+1-yz—1)= lim (\/§+_+o<i>_<\/§__+01<x

r——+00 r——+00

- (o) -o ()

4.5.2 Applications géométriques
Droite tangente a la courbe

Proposition 4.2 Soit f une fonction définie dans un voisinage de 0. Supposons

que f admet un développement limité au voisinage de 0, du type :
fz)=ay+ax+..+a,x" + O (z") avecn > 2 et a, # 0.

Alors, y = ag + a1z est une droite tangente a la courbe de la fonction f en
point x = 0.
Exemple 4.12 On a :

1
l1—2z

=l+az+a2>+2°+0 (2%).

Done, y = x+1 est une droite tangente & la courbe de la fonction x —
-
en point r = 0.
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Etude de branches infinies

Si |z| + |f (x)] tend vers £o00 quand z tend vers xy ou £oo, on dit que le

graphe de la fonction f admet une branche infinie.

De plus,

1) Si ILm /(@) = 0, on dira que la courbe de fonction f admet une branche
paraboli;ug 0de d:l;rection I’axe Ozx.

2) Si llm M = 400, on dira que la courbe de fonction f admet une
branche pxar;(l)ooli(xlue de direction I'axe Oy.

3) Si Ili_)rglo @ =a#0et xli_)rgo (f () — ax) = £o0, on dira que la courbe
de fonction f admet une branche parabolique de direction la droite y = ax.

4) Si xlggo f:(f) =a#0et xli_)rgg (f () — ax) = b, on dira que la courbe de

fonction f admet la droite y = az 4+ b, comme une asymptote.

Proposition 4.3 Soit f une fonction définie dans un voisinage de +00. Suppo-

[ (x)

sons que ——= admet un développement limité au voisinage de +o0, du type :
x

f(x)

T

b 1
:a—l———f—i—i-O( > avec n > 2 et ¢ # 0.
r "

zn
Alors, la courbe de f admet au voisinage de +0o une asymptote oblique la

droite d’équation y = ax + b.

4.6 Exercices

Exercise 4.13 Ecrire D. L. a Uordre 3 au voisinage de 0 des fonctions sui-

vantes : )
3 x P 1 €T I z
f(:c):.(smx)jte ,g(z)=(sinz)e eth(x)_sinx'
Solution.

D.L. a ’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f.
Ona:

3 2 3

sinx:a:—%+01(x3) et ex:1+x+%+%+02(:p3)
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Donc,

f(z) = (sinx) + &% = (x—x—3)+(1+x+%2+%3>+03(x3)

=1+2z+ 32° + O3 (2%),

est le D.L. a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f.
D.L. a l’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction g.
Ona:

g(z) = (sinz)e® = <m—%3) (1+x+%2+%3>+04(x3)

=+ 2%+ 32° + Oy (%),
est le D.L. a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction g.
Remarque. On a effectué les produits et les sommes des monémes de degré

inférieure ou égal a 3 et on a gardé les résultats ayant degré inférieure ou égal a

3.

2

Le D.L. d’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction h (x) = x .
sin
Ona:
T T 1 x?
— fr = — 1 -
h(z) x(sina:) * 3 v x? x( i 6>
T — — 1——
6 6

3
=+ % + O (23) estle D.L. a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction h.

1 2
=l4+z+22+23+0 (2, dou 2:1—1-%—1—0(&:3).
— X T
1— —
6

Exercise 4.14 FEcrire le D. L. a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction x —
sin (In (x + 1)) .
Solution.

Ona :

car

3

sinx:x—%—I—Ol (z3)

2 23

T 3
In(l4+z)=ux 2+3+Og(x)
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Quand x tend vers 0, In (x + 1) tend vers 0. Le D.L. de la fonction x — sin (In (z + 1))

au voisinage de 0 se raméne donc a celui de sinu au voisinage de 0. Donc,

2 3 2 3
sin(ln(x—i—l)):sin(x—%—i—%) =sinu oﬂu:x—%—i—%

est le D.L. a Uordre 3 au voisinage de 0 de la fonction x +— sin (In (z + 1)) .

Exercise 4.15 FEcrire le D. L. a l’ordre 6 au voisinage de 0 de la fonction x —

tan? z.
Solution.
On a: 3 g
T T
t = 44028
anx :I:—|—3+15+ (:1:)
Donc,

x3 2P 3 2a°
tan?z = tanztanz = (7 + = + —— + O (z° L 0@t
an’z = tanzxtanx (x+3~|— 15+ (1')> ($+3+ 15+ (1')>

2 214 . 1725
= _—
3 45

+ O (29).

est le D.L. a 'ordre 6 au voisinage de 0 de la fonction x — tan® .
Remarque. On a effectué les produits des mondémes de degré inférieure ou

égal a 6 et on a gardé les termes ayant degré inférieure ou égal a 6.
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5.1 Introduction

Ce chapitre donne une introduction a l'intégrale de Riemann et de quelques
propriétés fondamentales qui sont conséquence des définitions. Ensuite, on établit
le lien entre cette intégrale et les primitives. Une partie du cours est consacrée a
exposer les principales techniques de calcul des primitives et des intégrales.

Dans ce qui suit, on considére que des fonctions continues sur un intervalle

[a,b] de R & valeurs réelles.

5.2 Intégrale de Riemann

Définition 5.1 (Subdivision)
Une subdivision d’un intervalle [a,b] de R est une partie finie fermée de

(n+ 1) éléments {ag, ay, ....,an_1,a,} de [a,b] telle que :
a=ag<a; <..<@u1<a,=">.

On appelle "pas" de la subdivision le réel Oé\{axl (i1 — a;) .

Définition 5.2 Une somme de Riemann d’une fonction f définie sur un inter-
valle [a,b] de R & valeurs réelles relativement & une subdivision {ag, ai, ...., ay_1, @y}

de [a,b] est le réel défini par :

[aary

n—

(air1 —a;) f (i), ot x; € [a;, ai].

~
I
o

b—a
Remarque. Lorsque : a; = a + ¢

pour i € {0,1,....,n}, on parle de

la subdivision réguliére de 'intervalle [a,b], le nombre — 9 st le pas de la

subdivision.

Théoréme 5.1 Soit f : [a,b] — R, une fonction continue.
Les sommes de Riemann relatives a la fonction f convergent toutes vers la
meéme limite lorsque le pas de la subdivision tend vers 0, on note cette limite :

f; f(x)dx et on dit que f est Riemann-intégrable.

Remarque. La variable d’intégration = est une variable muette, c’est a dire
qu’elle peut étre remplacée par n’importe quelle autre variable (qui n’intervient

pas déja ailleurs)
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Proposition 5.1 Soient f et g deuz fonctions continues sur l'intervalle |a,b],
c € la,b] et X € R. Alors on a :

D V@) +g@)de = [} f(@)de+ [} g(z)dz, 2) [Af(@)de =[] f(z)dz,
3) [ S @)de == [} f@de, ) |[)] @) de| < [)1f @) de, 5) [} f (@) d=0.
6) ['f(z)de= [f(x)dz+ [°f(x)dx (laregle de Chasles).

7) Sif(x)=0,Yz € la,b], alors [*f(z)dr =0

8) Sif(x)<g(x),Vz€la,b], alorsfabf(x)dxg fbg(x)dx.

a

8) Si n< f(x) <m,Vz€la,b (n,meR) alors,n(b—a)gfabf(m)dxgm(b—a).

Si n< f(x)<metg(r)>0,VYrelab (n,meR), alors
nf) g de < [} f()g(z)de <m [ g(x)da.
Proposition 5.2 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [a,b]. Alors on a :

(/abf(x)g(w)dx)Q < (/:ﬂ(x)dx) (/abg%)dx).

Théoréme 5.2 (Théoréme de la moyenne)
Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b] de R a valeurs réelles, il

existe ¢ € [a,b] tel que :

fO=57 [ f@ad

5.3 Les primitives

Définition 5.3 Soit f : I — R une fonction, I est un intervalle quelconque de
R. On appelle "primitive” de f sur I toute fonction F' : [ — R dérivable sur
I telle que : F' (z) = f(z) Vzel.

Une primitive d’une fonction f, représentée par [ f (x)dx s’appelle aussi
une intégrale indéfinie de f et ’ensemble de toutes les primitives de f s’écrit
[ f(x)de=F(z)+c, ceR.
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Exemple 5.3 La fonction : x — 23 —422+2x est une primitive de la fonction :
x — 322 —8x+2 surR et toutes les primitives de la fonction : x —— 3% —8x+2
sur R sont v —— 23 — 422 +2x 4+ ¢, c € R.

On écrit :
/(39@2—8x—|—2)dm=x3—4x2+2x—|—c7 ceR.

Une primitive de la fonction : x — cos2x est la fonction x — %Sin 2z sur R

et toutes les primitives de la fonction : v —— cos2x sur R sont
1
/(008230) dr = §sin2x+c, ceR.
Remarque 5.1 Les primitives d’une fonction sont pas unique.

Exemple 5.4 Soit la fonction f (r) = 4x + 3.
On a:

F(r) =22 +3z, G(z) =22 +3x+1, H(x) =22"+30+2, ..
sont des primitives de la fonction f sur R.

Conclusion 5.5 Si on connait une primitive F' de f, toutes les autres primitives

de f sont de la forme F + ¢ ol ¢ est une constante.

Propriétés fondamentales :
Soient F' et G des primitives respectivement de f et ¢g sur un intervalle I de
R. Alors :

) [(f+g) (x)de=F(z)+G(z), Vo eI 2) [(\f)(z)dx = \F (z), Yz €.

3) [(fG+ Fg)(z)dz = (F.G)(x), Vx e 1.

1y [ (%) (z) dz = (g) (), Vo e I, (avec G (z) £0, Yo € I).

Primitives des fonctions usuelles :

—1
1) [Adz=Xr+c, NeR. 4) [sin(ax + b)dx = — cos (ax +b) + ¢, a #0.
a

1 1
2) f;dx:ln|x|—|—c. 5) fcos(ax+b)dx:asin(a$+b)—|—c, a#0.

xa—l—l 1

3) fxad:c:a+1+c,a€]R—{—l}. G)fﬁ

ou ¢ est une constante dans R.

dxr = arcsinx + ¢, |z| <1,
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5.4 Intégrale définie

Proposition 5.3 Si F' est une primitive de la fonction continue f sur |a,b],

alors :
b
[ F@ids = (F @ =F ()~ F ).

Cette proposition montre toute l'importance que représente la connaissance des

primitives des fonctions continues dans le calcul des intégrales.

Remarque 5.2 Il y a une différence entre l’intégrale définie et ’intégrale indé-
finie d’une fonction (il ne faut pas confondre les deux).

* [ f (x) dx s’appelle une intégrale indéfinie de f, c’est une fonction primitive
de f.

* fff () dx s’appelle une intégrale définie de f, c’est un nombre réel.

Remarque 5.3

Exemple 5.6
! 1.0 1
/ 22dr = [—xﬂ = -
0 3 ] 3

5.5 Techniques de calcul des primitives

5.5.1 Intégration par parties

La premiére méthode de calcul des primitives est donnée par la formule dite

"intégration par parties". Elle est basée sur la formule de dérivation d’un produit.

Proposition 5.4 Soient U,V : [a,b] — R deuz fonctions de classe C* sur
[a,b] . Alors

JU @) V' (x)de = U(x)V(z)— [U (2)V (z)d.

Preuve. On a :
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donc,
/U (x) V' (z)dx = /(U (z)V () dz — / U'(zx)V (x)dx.
D’ou
/U(:c) V' () de = U (2) V (x) —/U’ () V (z) da.
]

Exemple 5.7 Calculer [ ze*dx.

Posons :

Donc
[xe®de = xe® — [le*dz=(z—1)e"+¢, c€R.

Remarque 5.4 La méthode de l’intégration par parties s’emploie fréquemment

dans le calcul des intégrales de la forme [ 2* (sinz) dz, [ 2* (cosz) dz, [ a*e* dx,

[ ¥ (Inz) dz.

5.5.2 Intégration par changement de variable

Voici une seconde méthode de calcul de primitives. Elle s’appuie sur la formule
de dérivation d’une fonction composée.

Formules de changement de variable :

Si le calcul de [ f (z)dx s’avere difficile, on remplace = par g (t) ou g est

dérivable, donc dx = ¢ (t) dt et on aura :

[r@dr=[sae)d @

Remarque 5.5 Le succés de l'intégration dépend de notre habilité o choisir le
changement de variable approprié qui simplifiera les calculs.

Un changement de variable comporte trois étapes :

1- Choisir la fonction g (t) (c’est la seule partie ou il faut faire preuve d’ima-
gination et d’expérience).

2- Ecrire dx = ¢ (t) dt pour préparer le changement de variable.

3- Appliquer la formule du changement de variable (ne pas oublier de changer

les bornes quand il s’agit d’une intégrale définie).
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1
Exemple 5.8 Calculer [ ——— dux.

(1)
On pose : t =x — 1, donc dt = dzx.
Alors
[ L4 —fldt—ft*5dt—_1t’4+ eR
w17 T BT T “
—1
— — — _+c¢ ceR
4(x—1)

Exemple 5.9 Calculer [ sin® x cos x dz.

On pose : t = cosx, donc dt = — (sinx) dz, d’ou dx = dt.

Alors

sin x

[sin’zcosazdr = [ (sin’z)t dt = — [ (sin®z) ¢ dt

sin x

= —[(I—cos?x)tdt=— [(1—1t*)tdt

1 1
= ——t*+-t*+¢, ceR

2 4
L s L4
= _§COS x—i—ZCOS r+c ceR.

5.6 Compléments sur le calcul des primitives

1- Intégration des fractions rationnelles :
Une intégrale d’'une fonction rationnelle peut toujours, a l'aide de la dé-
composition d’'une fonction rationnelle en éléments simples, se ramener & une

combinaison linéaire d’intégrales de la forme

1 b
/ ndx,/ ar + dr ou a,b,p,q,N € Retn e Z.
(z+A) x? +pr+q

Donc il suffit de connaitre les valeurs des intégrales de ces types pour en déduire
celles des intégrales de fonctions rationnelles.
a) Intégrale du type : [ P (z)dx.

Dans le cas ot P est un polynome, on intégre terme a terme :

P(2) = apa" + ap_12™ 4 .+ arz + ag,
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alors

[P(z)de = [(ana™+ an_12" '+ ...+ a1z + ag) dz

= [apz"dr + [ap_2" e + .+ [aizdr + [ apdx

- x”+1+wx”+...+ﬂx2+aox+c, ceR.
n+1 n 2
b) Intégrale du type : dz,\ € R.
) Intég yP /:CJFA

1
/ de=Inlz+ A +¢, ceR.
T+ A

—dr et n > 1.

1
¢) Intégrale du type : —_—
) g yp / =y

1 1 1
=dr = +¢c, ceR.
/(x—l—)\) l—n(x+/\)”_1

ar +b

2+ pr+q
Si 22 + px + g posséde deux racines réelles o et 3, donc :

d) Intégrale du type : / dr oua, b, petqelR.

axr +b A B
$2+px+q:x—a+x—ﬁ'

Par suite on a :

ar +b

[———dz = | de+ [

dx
2+ pr+q T —« x—

= Aln|lr—al|+Bln|lz—fp|+¢, ceR.

Exemple 5.10 Calculer [
Ona:

1
dz.
1

72—
1 1 1

-1 2(x-1) 2(x+1)

Par suite on a :

1 1
= §ln|x—1]—§ln|x—|—1|—|—c, ceR.
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Si 22 + px + q n'a pas de racines réelles, écrivons :
2

2
Formran (o)) e

En posant : o = —% et pE=q— %2, on obtient :

2?4+ pr+q=(v—a) + 5

On fait maintenant le changement de variable x — o = [t et donc dx = [dt et
(¢ —a)’ + 6% =52 (" +1).

ar +b ar +b Mt+ N

fx2+px+qx f(x—a)2+ﬁ2x I =

Mt N
= f;:jﬁ+f§:jﬁ

M
- 71n(t2—1—1)+Z\far(:tant~|—c, ceR.

r—«

8

Puis on remplace t par

4
Exemple 5.11 Calculer [ _rre g
2242 +5
Ona:

420 4+5=(x+1)°+4.
En posant : x +1 =2t (et donc dx = 2dt), on obtient :

x+4 2t+3 4t

1
o v L f4(t2+1)2 t:f4(t2+1)

dt
t2+1

3
dt + —
+5)
1, 3
= §1n(t +1)—|—§arctant—|—c

11 2242x+5 +3 . x+1 N c R
= —-In|— —arctan | —— .
5 1 2aca 5 ¢, C

e) Intégration des fractions rationnelles en : e” :

1
On utilise le changement de variable t = e” et donc : dt = e*dx ol dx = Zdt
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dx

Exemple 5.12 Calculer [ Syt
J— ex

Ona :

dr dt 1 .dt 1, (-2)dt
f3—2ew B ft(3—2t)_§f7 §f3—2t

1 1
= §1n|t|—§ln|3—2t|+c, ceR

1 1
= gx—§1n|3—2e$|+c, ceR.

2- Intégrale du type : [ P (z)e*dx ou P est un polynoéme et \ € R*.
On peut effectuer des intégrations par parties successives selon le degré de
P, mais on doit réserver cette méthode au cas ou deg P est petit. Il est souvent
préférable d’utiliser une méthode de coefficients indéterminés, et de chercher une

primitive de P (z) e sous la forme Q (x) e**, avec deg P = deg Q.

Exemple 5.13 Calculer [ (52® + 3z —1)e *“dzx .
On sait que : [ (52® 4+ 3z — 1) e “dx = (ax® +bx +c)e ™, et on obtient :

a,b,c de la formule suivante :
[(a2® +br+c)e ] = [~az* + 2a —b)w+b—c|e™ = (52> + 32 — 1) e ™"

Par identification on a :

—a =9, a = —9, a = —5,
20 —b=3, =< b=2a-—3, donc: b= —13,
b—c=—1. c=b+1, c=—12.

Ainsi

/ (5352 + 3z — 1) e fdr = (—5352 —13x — 12) e +k kelR.

Exemple 5.14 Calculer / (z* — 1) e**du.

On pose : / (2t — 1) e*dz = Q () €2 avec Q (z) = ax’ + bx® + cx® +dv + )
ou a,b,c,d et A € R.
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Donc

[Q(2)e**] = (4ax®+ 3ba® + 2ca + d) e* + 2 (ax + ba® + ca? 4 do + \) **
= [2az* + (4a + 2b) 23 + (3b + 2¢) 2% + (2¢ + 2d) x + (2\ + d)] e**

= (2t —1)e*.

Par identification on a :

Cq (1
— (I:—,
(20 =1, “=5 2
4a+Qb:O, b:—?))a7 bzgla
3b+2c=0, = c=—5b, donc : c=35
2c+2d =0, d=—c, d=—§,
| 22 +d=-1. o —L1—d A_12
\ 2 ’ L _4
Alors . 9 9 .
_+4 3,92 9 2
Q(a:)—2:v 2+ 52" = or g
Ainsi
1 3 3 1
/(x4—1)e2$dx:<§x4—x3+§x2—§x+1>62$+k,k:E]R.

3- Intégration de certaines fonctions trigonométriques :

a) Transformation en une intégrale de fonctions rationnelles :

Soit une intégrale de la forme [ f (sinz,cosz)dz. En effectuant le change-
ment da variable : ¢ = tan > les fonctions x +— sinx et x — cosz s’expriment

alors sous formes de fonctions rationnelles. En effet,

.z T
251n—cos§

2
, L
. . /T T T COS§
sinx = sm(——i——)z?sm—cos—
2 2 sin2£+cos2§
2 2
cost
2
T
2tan§ 2t

1+tan23 142
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et
5 T .o T
r T s Cos 5—51115
cosxr = cos<—+—):cos2——sin2_: < 2
22 2 2 cos?Z 4sin? =
2 2
cos? L~ sin2 L
2 2
T x
- 00525 _1—tan2§_1_t2
CcOS® — + sin” — 1+ tan® —
2 2 2
cos22
2
et

f=tane = 2 tan
= tan — — = arctan
9 2

= x = 2arctant

2
dr = ———dt.
1+¢2
Donc on a :
x ) 2t
t:tan§$d$:mdt, SleE:m,
1—¢2 2t
COST = ——, tanr = ——,
1+t 1—t2
. 1— ¢
cotzr = .
2t
1
Exemple 5.15 Calculer [ dx.

COsS T
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On a: . ) - )
+1
fcosxdx a fl—t21+t2dt_f1—t2dt
1 1
= fl——i-tdt—i_f:dt

= In|l+t¢|—In|l—t|4+¢, ceR

1+t

= lnl—: +c, ceR
1+tanE

= ln—% +c ceR
1—tan§

Remarque 5.6 Le changement de variable t = tan 3, appelé changement de va-
riable universel pour l'intégration des fonctions trigonométriques résout le pro-
bleme d’intégration de toute expression de la forme f (sinx,cosx) mais conduit
fréquemment a des fonctions trop compliquées. Pour cette raison, il est parfois
préférable d’utiliser d’autres changements de variables menant plus rapidement

au but.

b) Intégrale de type : f cosP xsin? xdx,p et g € N.
Premier cas : p est impair
Soit p=2k+ 1,k €N

f cosP xsin zdx = f cos? 1 ¢ ¢in? xdx

= (1 — sin? x)ksinqmcosxdx.

Le changement de variable t = sinz, (dt = (cosz)dx) rameéne le calcul de la
derniére intégrale au calcul de [ (1 — t2)k tidt, c’est a dire a la détermination de

la primitive d'un polynéme.

Exemple 5.16 Calculer [ cos®zsin® zdz.
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On a:

[cos®zsin*zdr = [ costzsin®zcoszdr = [ (1 — sin? x)2sin2$cos xdx
= [ —)*%dt = [ (15— 2t + %) di

1 2 1
= —t"—tP+-t34+¢, ceR

7 5) 3
1 2 1
= ?sin7x—gsin5a:+§sin3x+c, ceR.

Deuxiéme cas : ¢ est impair
Soit g =2k + 1,k e N

[cos? xsin?zdr = [ cosPx sin?* 1 pdz

= [cosPx (1 — cos® x)k sin xdz.

Le changement de variable ¢ = cosz, (dt = — (sinx) dxr) rameéne le calcul de la
derniere intégrale au calcul de — [P (1 — tz)k dt, c’est a dire a la détermination

de la primitive d’un polynoéme.

Exemple 5.17 Calculer [ cos®zsin® zdz.
Ona:

[cosbasin®xdr = [cosbz(1—cos?z)sinadr = — [°(1 —12)dt
= f(tg—tﬁ)dt:1t9—1t7+c ceR
9 7 ’ .

1
= —cos
9

1

gx—icos7x—|—c, ceR.

Troisiéme cas : Si p et ¢ sont tous les deux pairs, le changement de variable
t = tan £ ramene le calcul de [ cos? x sin? zdx a la recherche de la primitive d'une
fraction rationnelle.

c) Intégrale de type : [ (cosax) (cos fz)dr,a et § € R*.

On utilise la formule suivante :

(cos ax) (cos fz) = % [cos (v + ) x + cos (o — 3) x] .
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Donc on a :

| (cos ax) (cos fx) dx = % [ cos[(a+ B)x]dx + % [ cos (o — B) x] du

1 :
:ms1n[(a+ﬁ)az]+

tel que oo # [ et a # —f3.

Exemple 5.18 Calculer [ (cosbz) (cosz)dx.
Ona:

1 .
msm[(a—ﬁ)x]—l—c, ceR,

[ (cosbz) (cosz)dr = %f(cos 62) dx+%f(cos4x) dx

N —

1/1
(3 sin6z) + 5 (Z sin4x> +c,ceR.

1 1
= Esin6x+§sin4x+c,c€ R.

d) Intégrale de type : [ (sinaz) (cosfz)dr, o et B € R*.
On utilise la formule suivante :
1
(sin aur) (cos Bz) = B [sin (a+ B) z + sin (o — B) z] .

Donc on a :

J (sinax) (cos Bz) de = % [sin[(a + B) z]dz + % [sin[(a—p)x]dx

:mCOS(a‘i‘ﬁ)fE—

tel que o # [ et a # —f5.

Exemple 5.19 Calculer [ (sin4z) (cos6x) dx.
Ona :

1
mcos(a—ﬁ)x—i—c, ceR,

[ (sindz) (cos6x)dr = %fsin(l()x) dx + % [ sin (—2z) dx

1

-1 1
= 2—0C08101’+ZCOSQZB+C, ceR.

= L os 10 +1_1(2)+ €R
= 5 10COS X 9 _QCOS X C, C .
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e) Intégrale de type : [ (sinaz) (sin fz)dz, o et B € R*.

On utilise la formule suivante :

(sin aur) (sin fx) = % [—cos (a+ )z + cos(a—f)x].

Donc on a :

J (sinaz) (sin fz) de = _71 [ cos[(a+ B)x]dx + % [ cos (o — B) x| da

tel que o # feta # —f.

Exemple 5.20 Calculer [ (sin3x) (sin2z) dx.
Ona :

1 :
mSln(a—ﬁ)x‘i‘C, CER,

[ (sin3z) (sin2z)dx = [— cos bz + cos x] dx

N | —

J
-1 :
— |—sindbr +sinz| +c,c € R.
215

1

— 1
= Esin5x+§sinx+c,c€]R.

4- Intégrales des fonctions contenant des radicaux :

[ax + b
Fonction de la forme f <x, v %) ou f est soit un polynoéme, soit une
cT

ax + b
cx +d

Jax + b
changement de variable adéquat est t = { i_ 7 il permet de ramener le calcul
cr

de l'intégrale & celui de 'intégrale d’'un polynéme ou d’une fraction rationnelle.

fraction rationnelle. On suppose que ad — cb # 0 et

> 0, dans ce cas le

Expliquons cela sur un exemple.

1 2
Exemple 5.21 Calculer I = | el [E i dx.
T T

x+2 ‘ x+2 , 2
On pose t = 4/ , c’est a dire t? = et par suite xr = et
x x 2 —1

—4t
dr = ———dt. Dot
(=1

t+1

I=1In 1‘—2arctant+c,c€]R.
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) T+ 2
puis on remplace t par )
T

5.7 Exercices

Exercise 5.22 Calculer les primitives suivantes :

1) [ (32% — 8z +2)dx 2) [ (cos2z)dx 3) /x_dex.
1 1 10
4)/($+1)4dm. 5)/m1nxdx. 6)/(2$—|—1) dx.
Solution.

1) [(B2* —8x+2)dr =2 —42* + 2z + ¢, c€R.

1
2) f(cost)da:zﬁsiHQx—l—c, ceR.

-3
3)/ dr =—-3ln|x+2|+¢, ceR.
T +2

1 —1 1
1 dr=_—-—" _1¢ ceR
)/($+1)4 3 (z+1)°

1 x
5)/—dm=/—d:€:ln|1nx|—l—c, ceR.

rlnzx Inx
1 1
6) / (20 +1)"0dz = 55 [ (1) (2) (e + 1) dx = o5 (27 + DY +e, ceR
Exercise 5.23 Calculer les primitives suivantes :
4o —4 1+nx
1 _ 2
Vg 0 D &
3) [cos(bz) du. 4) [(2x—2) Va2 —2zx+3 dx
Solution. hr 4
1) Calculons [ #_x—i—?)dx'
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On a,
4o — 4 2x
——————dr =2 | ——dr =21 —2 3 R.
/x2—2x+3 * /$2—2x+3 v nfo® —2r43[ 4 ce
1+1
2) Calculons [ i nxda:.

On a,

1+1 1 1 |
/ +$nxd93 /( +ﬂ)da:_/ da:+/ﬂdx
= /—dac—i—l/Qlln:cdx
T 2 T

1
= Injz|+ §(lnx)2 +c,ceR.

3) Calculons [ cos(5x)dzx.
On a,

1 1
/COS(5[L’)dlL’ == /5008(5x)dx = sin(5z) + ¢, c € R.

4) Calculons [(2z — 2)v/x? — 2z + 3d.
On a,

/(2%—2)\/x2—2x+3d:c = /(2x—2)(x2—2x+3)§dx

2_2 314—1
= (z 1x—|— )? +c,ceR
-+
>+

2

3
2

+c,ceR.

Exercise 5.24 Calculer les primitives et les intégrales suivants :

1 1

1) [(z+1)e“dz, /(:U%—l)e"’dx. 2) f / T dr.
3) [ (lnz)dz, /(lnx)d:[:. 4) [ 1—}—@90 /
Solution.

1) Calculons [ (xz+ 1) e“dx.
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On wutilise intégration par parties.
On pose :

{U(m):x—l—l, :>{ U'(z) =1,
V' (x) = e”,

Donc

[(@+1)e"de = (x+1)e” — [le"dz =ze” +¢, cER.

Alors,

1

/(a:—{—l)exd:v:[ ze” ];:1.61—(0)6026.

1
2) Calculons [ <+— dx.
T

1)10
On pose : t =x + 1, donc dt = dzx. Alors
f—l d i Lt [t710 gt Loy c cer
T = —_— = = — C C .
(fE+ 1)10 tl(] 9 )
-1
= ————5+¢ ceR
9(x+1)
Alors,

[t ] - ) ) -
3) Calculons [ (Inz)da.

On utilise lintégration par parties.

On pose :
{ U(z)=Inuz, U'(x) =
V() =1 Via) -
Donc

1
J(nz)de = zlnx— [z=dr=zlhx— [ldv=—-z+zlnz+c, ceR.
T

Alors,

/(lnx)da:.:[ —z+zlne } =(—e+elne)—(-1+1lnl) =1.
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4) Calculons f

On pose : t =¢”
Ona :
dx

i =

1+e*

Alors,

/ dx B
1+er

= In2-In(e+1)+1=1+1n

1+ev 1 1
, donc dt = e*dx, d’ot de = —dt = gdt.
eﬂl‘

dt 1 1
ft(1+t)_f(t+1+t) f__flth
Injt]—=In|l1+t+c ceR

r—1In|l4+¢e*|+¢ ceR.

1
z —In|l+ € ]0:(1—1n|1+e|)—(0—1n|2|)

e+1

Exercise 5.25 Calculer les primitives suivantes :

1) [ cos® zsin® zdx. 2) [ cos® x sin® zdz.
3) [ sin®z cos xdz. 4) / sin® x cos xdx
Solution.

1) Calculons [ cos® zsin® zdx.

On pose t = sinx = dt = (cosz) dx.

On a:

[ cos® zsin®zdr =

2) Calculons [ cos®

[ cos* zsin® x coszdx = | (1 — sin? x) ?sin? ¢ cos zdx

[(1 =822 82dt = [ (15— 2t* + ) dt

1 2 1
—tT— =5+ -3 +¢, ceR.

7 ) 3

1 2 1

?sin%: — gsin5a:+ gsin?’x—i—c, ceR.
x sin® zdz.
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On a:

[cosbzsin®xdr = [cosbz(1—cos?z)sinadr = — [°(1—t?)dt

1 1
= f(tg—t6)dt:§t9—?t7+c, ceR.

1 1
= §C089:L‘ — ?cos7m—|—c, c €R.
3) Calculons [ sin® zcosz dz.
—1
On pose : t = cosz, donc dt = — (sinx) dx, d’ov dv = ——dt.
sin
Alors

[sin*zcoszdr = [ (sin3 .CE) t

-1
dt = — in?x)t dt
— f(sm x)
= —[(I—cos?x)tdt=—[(1—t*)tdt
1 1
— —?tQ—f—é—lt‘l—l—c, ceR
1
= —50052x+é—lcos4m+c,c€]R.

2 éme méthode

On pose : t = sinx, donc dt = (cosx)dx, d’ot dx = dt.
cos T
Alors,
1
[sin*zcoszdr = [t cosz dt=[tdt==t"+¢, ceR
cosx 4

1
= Z—lsin‘lx—i—c, ceR.

3 éme méthode

1
fsin?’mcosxdx = Zsin4x+c, ceR

(On a appliqué [ f.f" = =5 """ avec f (x) =sinx et n = 3).

4) Calculons / sin® z cos zdz.

0

On a:
/-3 I, I
sin® zcoszdr = |—=cos®x+ = cos*z
2 1 ,
0
1 1 1 1
= <—§ cos?m + Zcos‘*w) — <—§ cos® 0 + Zcos‘*O)

- (—%(-1)% ; (—1)4> - (—%(1)%%(1)4) 0.
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Exercise 5.26 Calculer les primitives suivantes :

1) [23In(3z) d. 2) [(x +1)v2z + ldx 3) I = [sin(2x)e**du.
1) Calculons [ x*In(3z)dz.

On pose :
U @) =5 =7
R T S T
T)=1x", -
V(x) T
Donc,
1 A 4
[ 2*In(3z)de = — In(3z) — [ Z—daz = —In(3z) — = [2*dx

2) Calculons [(z +1)y/2z + 1dx.

On utilise lintégration par parties.

On pose :
U(z)=z+1, N U/(w)zlL
V' (x) = 2z + 1, V(z) = 5(29[:+1)%.
Donc,

[(z+1)v2zx + 1de = (z + 1)%(23: +1)7 — [ 12z +1)2da

1 1
_ x;: 2o+ 1)f - = [ 220+ Dido
rx+1 3

1
= (2x+1)5—ﬁ(2x+1)g+c,ceﬂ%.

3) Calculer I = [ sin(2z)e**du.

On utilise lintégration par parties.

On pose :
U (x) = sin 2z, U’ (z) = 2cos 2z,
= 1
V' (x) = €32, V(z) = 56395.
Donc,

1 1 1 2
I = sin(2x)§e3’“" - /QCOS(Qx)geSIdx =3 sin(2z)e* — 3 /Cos(2x)e3‘”dx
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On calcule de [ e® cos(z)dx, par Uintégration par parties.

On pose :

1
V' (z) = €37, V(z) = =3,

{ U (x) = cos 2z, U’ (z) = —2sin 2z,
=
3

Donc,
3x 1 3x : 1 3z
cos(2z)e*dxr = 008(23:)56 — [ =2 sm(2x)§e dx

1 2
= 3 cos(2z)e*” + 3 /sin(ZI)e?’wdx.

d’ot,
1 : 3x 2 3x
I = 3 sin(2z)e”™ — 3 cos(2z)e* dx

1 2.1 2

= 3 sin(2z)e* — g(g cos(2x)e + 3 / sin(2z)e** dr)
L. 3x 2 3x 4 : 3z

= —sin(2z)e’ — —cos(2x)e” — = [ sin(2x)e* dx
3 9 9
1 2 4

= 3 sin(2z)e* — 5 cos(2z)e* — §I

4 1 2
= I+ §I =3 sin(2x)e*” — g cos(2z)e*”
13

2
= 31 =3 sin(27)e*” — 3 cos(2x)e*
= I 9(18' (27)e*” 2003(2)3$)+ eR
= —(=sin(2z)e’ — = T)e ¢, c
13°3 9 7
3 2
= [= ' sin(2z)e* — ' cos(27)e* 4+ ¢,c € R.

Exercise 5.27 Calculer les primitives suivantes :

e2w+1 1 3
)| ——— d 2) | ———— d 3) [ ———— d
)f2_|_5€2m+1 g )f1+\/m v )f2x(lmc)2 v
Solution.
o(22+1)
1) CCLZCUZOHS f mdl’
En posant
T M L S S
26(2x+1) 2t )
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on obtient
/ e(22+1) t 1 1 1 1 5
——dx = — —dt = —dt= — | ———
2 + He2z+1) 2+ 5t 2t 2 2+ 5t 10 /] 24+ 5t
1
= Eln\Q—l—St!—l—c,ceR
1
= —1n{2+5e2”+1)‘—1—cc€R
2) Calcul f 1 d
alculons | ————=dx.
1++vVz+1
En posant
1
t=vVzr+1=dt = dac:>dsv—2\/:c+ 1dt = dx = 2tdt,
2vVr+1
on obtient

1 t+1—1
—————dr = —2tdt-2 —dt ——dt
/1+\/x+1 ’ / / / 1+t
1
= %/@i—+——ﬁﬁ_2/ﬁﬁ—2/——ﬂﬁ
1+t 1+t 1+t

= 2t—2In|l1+t/4+c¢ceR
- %M+1—2Mh+dm+w+ac€R

3) Calculons [ %x)dx.

1
En posant t = Inx = dt = —dx, on obtient :
x

1 1 1
[t = 5 [ qode = [ ple=3 [
2z(Inx)? 2) (Inz)’zx 2/ 2 2

3 ¢+ -31
- = dt = R
5 9 1T g TecE
—3
— R.
21nx+cce

Exercise 5.28 Intégrer les fractions rationnelles suivantes :

nJ 2)J

Solution.

r—1 Tx+6

23+ 422 + 62 — 3
x — dx. -
2+ax+1 2 —x—6

2 +2x +1

3 41422 + 62 —3
1) Calculons [ ? +2 _T_ 2+ _fl d.
T T
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23 4+ 422 + 62 — 3

On décompose d’abord en éléments simples :

2 +2x+1
Ona:
3+ 42% 4+ 62 — 3 Loy T—09
=z _.
x2+2x+1 x2+2x+1
On décompose aussi W_x—l—l en éléments simples :
) ) a b
—_— = = , a,beR.
21wl @ l? @D @y
_alz+1)+b  ar+(a+b) lz+(-5)
 (z+1)2 (z+ 12 (z41)27
par identification, on obtient :
=1
¢ —a=1,b=—6,
a+b=-5
d’ou
r—5 1 n —6
(z+1)2 2+1 (z+1)2
Donc,
23+ 42% + 62 — 3 b2 xr—>5 ) Fo4( 1 N —6 )
22+ 2x+1 22+ 2r+1 r+1 (z+1)?
Alors,
23 + 422 + 62 — 3 r—5
dr = 24 ———)d
/ 24+ 2r+1 . /(:IH_ +.7c2—|—2:c+1)$

1 —6
_ 5 d
/<“ it e ®

— /(m+2)dm+/xi1dx—6/ﬁd$

x? 6
= —+2r+hnjz+1|+——+cceR
2 r+1

r—1

2) Calculons fm x

On a
-1 1 2 1-3 1 2 1 -3

/ﬂf_dxz_/Ldm:_/( rel o, o
24+r+1 2 ) x24+x+1 2 24+r+1 224241

1 2 1 1

_ —/de—é/—dx
2 ) 2+x+1 2 ) 22+x+1
1
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0 leule Vintégrale [ L d
n calcule 'intégrale O] x,
(21‘-1-1)2
1 3 3 3, 2rx+1
2 1= )2 - = - 2 1) = — 2 1
4
on pose
2 1 2
e A S REC F
V3 V3
d’ot
1 1 4 1
———dr = dr = = dx
/x2+x+1 /§<<2x+1)2+1) 3/<(2x+1)2+1)
BRVE] V3
4 1 2 1
- _/ ﬁdt:_/—dt
3) (2+1) 2 Vv3J) (2+1)
2
= —arctan(t) +c,c€ R
7 (t)
2 2z +1
= ——arctan +c,ceR.
3=
Donc,
x—1 1 3 1
——— dr = =Inla? I|—= [ (————)d
/x2+x+1x QH‘x T ‘ 2/(x2+x+1)x
1 3 2 2v +1
= —In|z?+2+ 1] — =—=arctan +c,ceR
2 ’ ‘ 2\/5 ( \/g )
1 2z +1
= ZlInl|2® +z + 1| — V3arctan +c,ceR
o 1n| | (=5
Tr+6
leul ——dx.
3)C’acu0nsfx2_$_67x 6
On décompose d’abord — T en éléments simples :
x?—x —
T+ 6 _ T+ 6 __a n b abeR.
x2—x—6 (x+2)(x—3) x+2 x-3

(a+b)x+ (—3a+2b) Tr+6
(x+1)(z—1) 21

par identification, on obtient :

a+b="7 3a+3b=21 8 27
= =a=-,b
—3a+2b=6 —3a+2b=6 )
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d’ot
Tr+6 Tr+ 6 _8 1 27 1

22—z —6 (x+m@—3)_5x+2+5x—3‘

L/‘ 7T+ 6 g t/‘ 8 1 +_gz 1 "
2 —1—6 n 504+2 5 x—3

8 [ 1 27 [ 1
. do + 2L d
5/x+2$+5 I

Donc,

3 27
= gln\x+2\+€ln\x—3|+c,c€R.

Exercise 5.29 Intégrer les fonctions trigonométriques suivantes :
1) [ sin® z cos? zdz. 2) [ sin(3z) cos(4x)dz.

1) Calculons [ sin® x cos® zdz.

On utilise les deux formules suivantes :

cos’r ==+ ~cos2x et sin’x= 1o 1COSQ$
202 202
d’oq,
1 1 1 1 1
sinzcos’r = (§ — 5 cos 2x)(§ + 5 cos 2r) = Z(l — cos® 27)
1 1 1 1 1
= 1(1 — (5 + 5(3084:6)) = 1(1 5 §COS4SL‘)
1.1 1
= Z(é ~ 5 cos 4z) (1 — cosdx),
done,

1

1
/81112xcos2 xdr = /§<1 — cosdx)dr = §/<1 — cosdx)dx

1
(:E—Zsin4$)+c,c€R

1
x—3—28in4x+c,c€R

2) Calculons [ sin(3z) cos(4x)dz.
On a,

1
2

/sin(?)x) cos(dx)dr =

—

1
= §/sm (Tx)dx + = /sin(—;r:)d:v
1
S — - R
7 cos?x—ir 2cos( x)+cc €
-1

1
= ﬂcos7x+§cosx+c c e R.

(sin((3 4+ 4)x) +sin((3 — 4)z))dx
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Exercise 5.30 Considérons les primitives suivantes :
I_/,Sde el J—/,Cidx.
SInx + cosx sinx + cosx
1) Calculer I+ J et I — J.
2) Déduire I et J.
Solution.
1) Calculons I + J et I — J.
On a,
I+ — / sin x / COS T da:—/( ' sin x 4 COS T )da:
81nx+cosx sinx 4+ cosx Sinx + CoSx sinx + cosx
_ /snm—{—cos:v /1dx—x+cl,cleR
SInx + cosx
Bt
I — / sin z dx—/ Ccos T x:/( ' sin B Cos T )dm
sinx + coszx sinx + cosx sinx + cosx

sinx + cosx

sinz — cosx —sinz + cosw .
= ——————dx = dr = —In|sinx + cosz| + ¢z, € R.

sinx + Cosx sinx + cosx

2) En déduire I et J.
On a,
I+ J=04cCriiiiiin, (1)
I —J=—Inlsinx + cosz| + ca....... (2)

De (1) +(2), ona : 2l =x —In|sinz + cosz| + ¢; + ¢

In [sin & + cos z|
— +c3,c3 € R.

=12
2 2

De (1) — (2), on obtient : 2J = x + In|sinx + cosx| + ¢; — co

JoTy In [sin z + cos x|
2 2

+ Cq,C4 € R.
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