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Préface

Ce polycopié "Cours et exercices d’algébre I" s’adresse aux étudiants du
Domaine Sciences et Technique - Parcours Ingénieur-. Il couvre le programme
officiel de la matiére Algebre I du premier semestre. On a inclus dans ce cours de
nombreux exemples typiques d’applications et on a inclus une série d’exercices
importants avec solutions a la fin de chaque chapitre.

Le programme officiel de la matiére Algébre I est composé de trois chapitres
comme suit :

Chapitre 1 : Ensembles, Relations et Applications

1. Théorie des ensembles.

2. Relation d’ordre, Relations d’équivalence.

3. Application injective, surjective, bijective et application réciproque, image
directe, image réciproque.

Chapitre 2 : Nombres complexes

1. Définition d’un nombre complexe.

2. Représentations d’un nombre complexe : Représentation algébrique, trigo-
nométrique, géométrique et représentation exponentielle.

3. Racines d’un nombre complexe : racines carrées, résolution de 1’équation
az? + bz +c =0, ou a,b, c € C, racines n®™ d’un nombre complexe.

Chapitre 3 : Espace vectoriel, Application linéaire

1. Espace vectoriel, base, dimension (définitions et propriétés élémentaires).

2. Application linéaire, noyau, image, rang.

J’espére que ce support aidera I’étudiant de premiére année & assimiler les
mathématiques et plus particulierement 1I’Algeébre I qui constituent la base des

mathématiques a 'université.

Nous tenons a exprimer notre gratitude et notre reconnaissance aux deux
spécialistes qui ont expertisé ce modeste polycopié. Grace a leurs commentaires
nous avons pu améliorer la présentation du présent manuscrit dans sa forme et
dans son contenu. Nous les remercions pour leur travail consciencieux et pro-
fessionnel et pour leurs remarques toujours pertinentes. Comme toute premiére
version de tout manuscrit, ce polycopié peut contenir certaines erreurs et fautes
de frappe, nous invitons le lecteur a nous les signaler afin d’améliorer la présenta-
tion et le contenu du présent polycopié, merci de me les communiquer par Email &

ladresse : (rachid boukecha@yahoo.fr) ou (rachid.boukoucha@univ-bejaia.dz).



Chapitre 1

Ensembles, Relations et

Applications
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1.1 Généralités sur les ensembles

1.1.1 Ensemble

Définition 1.1 Un ensemble est une collection d’objets qui ont la méme pro-

priété. Chaque objet est un élément de ’ensemble.

Remarque 1.1 Un élément x est distinct de l’ensemble {x} c’est a dire x #
{z}.
Exemple 1.1 Soit E l’ensemble des entiers qui divisent 20, on aura :

E ={1,2,4,5,10,20} .

: Uensemble des entiers naturels.
: Uensemble des entiers relatifs.
: Uensemble des nombres rationnels.

: Uensemble des nombres réels.

QO ® O N Z

: l’ensemble des nombres complexes..

Appartenance, Inclusion et Egalité

Soit F un ensemble non vide.

a) Si x est un élément de E on dit aussi que = appartient & E et on écrit
rekb.

Si z n’est pas un élément de F, on dit que z n’appartient pas & E et on écrit

b) Un ensemble E est inclus dans un ensemble F' si tout élément de E est un

élément de F' et on a
ECF<«<= Vr,o e E=2z¢cF].

On dit aussi que F est une partie de F' ou bien E est un sous ensemble de F'.
c) E et F sont égaux si E est inclus dans F' et F' est inclus dans E et on
écrit :
ECF
EF=F — et
FCFE

— [Vr,x € E<= 2z € F].
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L’ensemble vide noté () (ou {}) est un ensemble sans éléments et de plus il
est inclus dans tout ensemble E.
Réunion et intersection

a) L’intersection de deux ensembles F et F' est 'ensemble de leurs éléments

communs et on écrit
ENnF={z/re FetxecF}.

Etsi ENF =0, on dit que £ et F sont disjoints.
b) La réunion de deux ensembles E et F' est I’ensemble de leurs éléments

comptés une seule fois et on écrit

FEUF={x/re EouxeF}.

Différence de deux ensembles

On appelle différence de deux ensembles E et F' et on note E — F' I’ensemble

des éléments de E qui n’appartiennent pas a F' et on écrit
E—-—F={x/reFEetax¢F}.

Si F C E, alors E — F est dit complémentaire de F' dans F et il est noté CL ou

F ouCgF.Onnote ) = E — E.

Différence symétrique

On appelle différence symétrique de deux ensembles E et F' et on note EAF,

I’ensemble défini par :

EAF =(E—F)U(F —E).
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1.1.2 Propriétés

Soient E un ensemble non vide, A, B et C trois ensembles, alors les relations

suivantes sont vraies

1) ANB=BnNAet AUB=BUA, 2)AnND=0et AUD=A.

3) (ANB)NC=ANn(BNCOC), 4) (AUB)UC =AU (BUC).

5 (ANB)UC =(AuC)Nn(BUC), 6) (AuUB)NC=(AnC)u(BNCO).
VA—(BNC)=(A-—B)U(A—-C), 8 A—(BUC)=(A-B)N(A-C).

9) AN (BAC)=(ANB)A(ANC). 10) AAD = A et AAA = .
11) Si: A, B des parties de F, alors on a :

CE (AﬂB) = CEAUCEB et CE (AUB) = CEAQCEB

1.1.3 L’ensemble des parties d’un ensemble

Etant donné un ensemble E. On désigne par P (FE) 'ensemble de toutes les

parties de E et on note
P(E)={Atelque: AC E}.

Remarque 1.2 a) L’ensemble vide et E sont toujours des éléments de P (F).
b) Soit E = {1,2,3,4}, donc

(E) {@,{1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},}.
{3,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}

1.1.4 Partition d’un ensemble

Définition 1.2 Soient E un ensemble non vide et B une famille des parties de
E.

On dit que B est une partition de E si

1) Tout élément de B n'est pas vide.

2) Les éléments de B sont deuz & deuz disjoints.

3) La réunion des éléments de B est égale o E.
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Exemple 1.2 Soit £ = {1,2,3,4}, on a : B = {{3},{4},{1,2}} est une par-
tition de E.

1.1.5 Produit cartésien

Définition 1.3 L’ensemble des couples (x,y) tels que v € A ety € B est appelé
produit cartésien de A et B et on le note A x B

AxB={(x,y)/ x € Aetyec B}.

Propriétés : Soient A, B, C et D des ensembles, alors les relations suivantes

sont vraies

1) AxB=0= A=0ouB=0.

2) AxB=BxA+=A=0ouB=0ouA=D0.
3) Ax(BUC)=(AxB)U(AXxC).

1) (AUC)xB=(AxB)U(C x B).

5) (AxB)N(CxD)=(ANnC)x(BND).

6) (AxB)U(CxD)#(AUC)x (BUD).
Remarque Si cardE = n fini, A, B des parties de E, alors on a :

card (P (E)) = 2¢ardt = gn A x B = cardA.cardB
card (AU B) = cardA + cardB — card (AN B)

card (AAB) = cardA + cardB — 2card (AN B)

Exemple 1.3 Soient E = {~2,-1,0,1,2,3,4}, A = {1,3,4}, B = {-2,0,1,2,3}
et C ={0,2}.

Déterminer

ANB, AUB, CpA, CxB, A—B, B—A, AAB, AxC, CxA
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On a:

ANB={1,3}, AUB={-2,0,1,2,3,4},  CpA={-2,-1,0,2},
CpB={-1,41, A—B=1{4}, B-A={-20,2}, AAB={-20,2,4},
AxC={(1,0),(1,2),(3,0),(3,2),(4,0),(4,2)},
CxA={(0,1),(21),(0,3),(2,3),(0,4),(2,4)}.

1.2 Exercices

Exercise 1.4 Soient E un ensemble non vide, A et B deux parties de ensemble

E.
Montrer que :
1) Ce(ANB)=CgAUCEB 2) Cg (AUB)=CgANCEgB.

Solution.

1) Montrons que
Cg(ANB)=CgAUCEB

Soit x € Cg (AN B).
Ona:

reCg(ANB) & z€FEetx¢ (ANB)
& zeFet(x¢d Aoux ¢ B)
& (xeFetx¢ A)ou(reF etx¢ B)
& e (CgAouxreCgB

~ CCGCEA UCEB

Donc,
VZL‘EOE(AQB)@ZEECEAUOEB
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Alors,
Cg(ANB)=CgAUCEB

2) Montrons que
Cg(AUB)=CgANCgB

Soit x € Cp (AU B).
Ona:

r€Cp(AUB) & xz€FEetx¢g (AUB)
& rzeFet(x¢Aeta ¢ B)
& (xeFetx¢ A et(xeFEetxé¢ B)
& rxeCgAetxeCgB

= T E CEA N CEB
Donc,

V.QfGOE(AUB)@ZEGCEAmOEB

Alors,
Cg(AUB)=CgANCgB

3) Montrons que :
(ACB)= CgBC (CgA

On suppose que A C B et on démontre que : Cp B C CEgA.
Soit x € CgB.

Ona :
re€CgB = xc€Fetzx¢B

= z€FEetx ¢ A (car:ACB)
= .CL’ECEA

donc on a : CgB C CEA.

Alors,
(AC B)=CgB CCgA (est vraie)
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4) Montrons que
ANB= @ = AC CEB

On suppose que AN B = () et on démontre que : A C CgB.
Soit © € A.

Ona:
r€A = x¢BcarANB=1
= ZL’GCEB
doncVr:x € A=xe€ CgB, dou AC CgB.
Alors,

ANB=0=ACCgB (est vraie)

Exercise 1.5 Soient A, B et C trois ensembles de l’ensemble E.

Montrer que :

1) A—(BNC)=(A-B)U(A-C).

9) A—(BUC)=(A—B)n(A—0).

Solution.

1) Montrons que
A—(BNC)=(A-B)U(A-20C)

Soitz € A—(BNCO).
Ona:

r€A—(BNC) & z€A et x¢(BNC)
& z€A et (1¢BouxdC)
& (€A et 1¢B)ou(w€A etx¢C)
& z€(A-—B) ouze(A-C)

& ze€(A-B)UA-C0)

Donc,
Ve:zxe A—(BNC)ere(A-B)U(A-C).
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Do,
A-—(BNC)=(A-B)u(A4-20C).
2) Montrons que
A—(BUC)=(A-B)n(A-C).
Soitzre A—(BUC).
Ona:
reA—(BUC) & €A e ¢ (BUC)

& zeA et (1¢BetaxdgC)
& (r€A et x¢B)et(zeA etxg(C)
& r€(A-DB) etxe(A-C)

& rze€(A-B)N(A-0)
Donc,
Vei:x e A—(BUC)<2ze(A-B)N(A-C).
D’ou
A—(BUC)=(A-B)n(A-0).

Exercise 1.6 Soient A, B,C' et D des ensempbles.

Montrer que :

1) ANB)xC=AxC)N(BxC).
2) Ax(BUC)=(AxB)U(AXxC(C).
3) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).

Solution.
1) Montrons que : (ANB)xC=(AxC)Nn(Bx(C).
Soit (x,y) € (AN B) x C.

Ona: (r,y) € (ANB)xC & z€ANBetyel
& (x€AetzeB) etyecC
&S (reAetyeC) et (reBetyel)
& (r,y) € (AxO) et (x,y) € (Bx(C)
& (r,y) e (AxC)N(BxCO)
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Done, ¥ (z,y) : (z,y) € (ANB) x C < (z,y) € (AxC)N (B x C)
Alors, (ANB)x C=(AxC)N(Bx ()
2) Montrons que : A x (BUC) =(Ax B)U(AxC(C).
Soit (z,y) € Ax (BUC).
Ona:

(r,y) e Ax(BUC) & z€Aetyec(BUC)
& zeAet (yeBouyel)
& (x€eAetyeB) ou(xeAetyel)
& (z,y) € (Ax B) ou (x,y) € (AxC)

& (r,y) € (AxB)U(Ax ()
Donc,
V(z,y): (z,y) € Ax (BUC) < (z,y) € (Ax B)U(Ax ()

Alors,
Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)

3) Montrons que : (Ax B)N(C x D)= (ANC)x (BND).
Soit (z,y) € (Ax B)N(C x D).
Ona:

(r,y) e (Ax B)N(C x D) & (z,y) € (Ax B) et (x,y) € (C x D)
& (reAetyeB) et (xeCetyeD)
& (reAetaxel) et (yeBetyeD)
& xeAnCetye BND

& (r,y) € (ANC) x (BN D)

Donc,

V(z,y): (z,y) €e (AXxB)N(C x D)< (ANC)x (BND).
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Alors,
(AXxB)N(CxD)=(ANnC)x (BND).

1.3 Relations binaires dans un ensemble

1.3.1 Définition et Propriétés

Définition 1.4 Soient E un ensemble, x ety deux éléments de E. S’il existe un
lien qui relie x et y on dit qu’ils sont reliés par une relation R et on écrit xRy

ou R (z,y).
Exemple 1.7 E =R, Vz,y € E, 2Ry < |z| — [y| =z — y.
Propriétés

1) Réfléxivité : On dit que R est réflexive dans F si :

Ve € E: xRx.
2) Symétrie : On dit que R est symétrique dans F si :
Vr,y € E: xRy = yRx.
3) Antisymeétrie : On dit que R est antisymétrique dans F si :
Ve,y € E: (zRy et yRz) —= = =y.
4) Transitivité : On dit que R est transitive dans E si :

Va,y,z € E: (xRy et yRz) = zR=.

1.3.2 Relation d’équivalence

On dit que R est une relation d’équivalence sur E si R est a la fois réflexive,

symétrique et transitive.
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Classe d’équivalence

Soient R une relation d’équivalence sur E et a € E. On appelle classe d’équi-
valence de a notée @ ou @, ’ensemble des éléments = de £ qui sont en relation

R avec a, c’est a dire :

{r € E:aRa}.

Q>
I

= {x € F:aRz}.

Ensemble quotient

Soit R une relation d’équivalence sur E. On définit ’ensemble quotient de F
par la relation 3 ’ensemble des classes d’équivalence de tous les éléments de F,
not¢ E/R et on a :

E/R ={a,a € E}.
Propriétés
Soit £ un ensemble et R une relation d’équivalence dans E. Soit x un élément

de E, alors on a :

1) Yaoe F:a€a
2) VYa,be E:aRb=a=>b (a€bea=Dh).
3) Va,beE:a#4bsanb=10

) E= Ua

acE

Exercise 1.8 Dans R, on définit la relation binaire R par :
Vo, y €R: aRy <= 2> — > =z —v.

1) Montrer que R une relation d’équivalence.
2) Soit a € R. Préciser la classe d’équivalence de a.
Solution.
1) Montrons que R une relation d’équivalence

R est réflexive ?

(Vz € R: 2Rx)?
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Soit x € R.

On a:
R 2 —*=x—z

< 0=0

donc, Vo € R : xRz, alors R est réflexive....... (1)
R est symétrique ?

(Vo,y € R: 2Ry = yRx)?
Soient x,y € R, on suppose xRy et on démontre que : yRx.

Ona:
Ry = 22—yP=x—y

= - -2*)=—(y—x)

= yY-r’=y—=z

= yRz.
Donc,
Vr,y € R: xRy = yRe,
alors N est symétrique....... (2)

R est transitive ?

(Vx,y,z € R: 2Ry et yRz = xR2)?

Soient x,y,z € R, on suppose xRy et yRz et on démontre que :

Ona:
Ry =22 —yi=x—y

et
YRz = 1> — 22 =y — 2.

(L) +(12) = -y’ +y* -l =a—y+y—=z
2 2

= " —2=x—-2z

= zRz.

zRz.
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Donc
Vr,y,z € R: xRy et yRz = 2Rz,

alors N est transitive....... (2)
De (1),(2) et (3), on a bien R une relation d’équivalence.
2) Soit a € R, on a

a = {reRaRa} ={reR, 2> —a*>=2—a}
= {zeR(z—a)(z+a)=z—a}={z R, (r—a)(z+a—-1)=0}

= {zeRr=aouxr=1-a} ={a,1—a}.

donce, a = {a,1 —a}.

1.3.3 Relation d’ordre

Une relation binaire R dans un ensemble E est dite relation d’ordre si elle

est a la fois réflexive, antisymétrique et transitive.

Ordre partiel, ordre total

Soient F un ensemble et i une relation d’ordre dans E. On dit que R est
d’ordre total si

Vr,y € E: xRy ou yRx.

Et on dit qu’elle est d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total, c’est & dire :
Jx,y € E: x n’a pas de relation avec y et y n’a pas de relation avec x.
Exercise 1.9 On définit sur R* la relation binaire Ry par :
Ve,y e R*, 2Ryy<= JkeN:y=ku.

1) Montrer que Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre Ry est-il total ?

Solution.

1) Montrons que Ry est une relation d’ordre.
Réflexivité de R, : (Vz € R*, 2Rix)
Soit x € R*.
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On a
Ona: z=1lx
donc, dk=1€eN:zx=1x
d’ot, TRyx.
Donc Vx € R*,  aRyx, alors la relation Ry est réflezive....... (1)

Antisymétrie de R, :

(Vx,y e R*, 2Ry et yRix = = =1y)?

Soient x,y € R*.
On suppose TRy et yRix et on démonté v = y.

On a
TRy JkeN:y=kx
et - et
yRiz Jk' e N:x=Fy

— dk, K eN:y=Fk(ky)
— Tk K eN:y=(kK)y.

Donc kk' = 1 ce qui implique que k = k' =1 car k, k' € N et par suite x = y,
Finalement

Vr,y € R*, 1Ry et yRix = x =y.

D’ou la relation Ry est antisymétrie........ (17)
Transitivité de R, :

(Vr,y,z € R*, 2Ry et yR1z = xR12)?

Soient x,y, z € R*.

On suppose xRy et yRiz et on démontre xR, z.

On a
TRy JkeN:y=kx
et - et
yR1z ke N:z=1FkYy
— kK eN:z=F (kx)=(K'k)z
— dk'=kKkeN:z=Fx donc, zR:z.
Alors,

Vr,y,z € R, 2Ry et yR1z = xR, 2.
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D’ow la relation Ry est transitive........ (131)
De (i), (i) et (iii), on a Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre Ry est-il total :

L’ordre Ry est total si et seulement st :
Vr,y € R*, 2Ry ou yRqx.
Prenonsx =2 ety =3, on a

Ak € N tel que 3 = k.2 donc 2 n'est pas en relation avec 3
et
Ak € N tel que 2 = k.3 donc 3 nlest pas en relation avec 2

Donc, lordre Ry, n’est pas total, on dit que l’ordre R est partiel.

1.4 Exercices
Exercise 1.10 Soit [ l'application définie par :

f: R—R

B 1
1422

z — f(z)
1) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Yo,y €R, 2Ry < f(z) = f(y)

a) Montrer que Ry est une relation d’équivalence.

1
b) Déterminer la classe d’équivalence de 5

2) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Ve,y € R, 2Ray <= f(x) > f(y)

R4 est-elle une relation d’ordre ?
Solution.

1) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Y,y € R, aRyy <= f(v) = f(y)

a) Montrons que Ry est une relation d’équivalence.
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Réflexivité de R, :
(Vz € R,aRyx)?

Soitx € R, on a :
TRz <= f(x)= f(z) (est vraie)

Donc, Vr € R, 2Rz, d’ot R, est réflexive....... (1)
Symétrique de R, :

(Vz,y € R,aR1y = yRqix)?

Sotent x,y € R, on suppose que xRy et on démontre que yRx.

Ona:
tRiy = f(r)=f(y)

— le.’l?

Donc, Vr,y € R, 2Ry = yRqx, d’ot Ry est symétrique ....... (17)
Transitivité de R :

(Vz,y,z € R: 2Ry et yRiz = xR12)?

Soient x,y,z € R, on suppose que xRy et yRiz et on démontre que TR1z.
Ona:

Ry F@) = £(@)n ()
et = et
YR, ) = F(2)n(2)
(1)+(2) de (1) et (2) on a : f(x) = f(2), dou xRz
Alors,
Ve,y,z € R: 2Ry et yRiz = xR 2.
Donc, Ry est transitive....... (7i1) .

De (i), (ii) et (iii), on a Ry est une relation d’équivalence.
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b) Déterminons la classe d’équivalence de 3.

(%) — {zeR: leé} ={zeR: f(z) = f<%>}

1

= eR: ——
{z 1+ 22

4
:g}:{xeR:4+4x2:5}
1 1 1
= R:22=>-}= R:x=—= = —
{reR:zx 4} {reR:x 5 0uT 2}

11
= {55
2) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Vi,y € R, 2Roy <= f(x) > f(y)

Ro nest pas une relation d’ordre, car elle n’est pas antisymétrique. En effet, on
a 2R(-2) et (—2)R2, car

1 1
>
14227 14 (-2)2
et

1 o 1
14 (=2)2 = 1+22

mais 2 # —2.
Exercise 1.11 1) Dans R, on définit la relation binaire R par :
Ve, yeR, s Ry<= 2> —y* <z —y.

Montrer que :
a) R n’est pas symétrique.
b) R n'est pas antisymétrique.

2) On définit sur |3, +oo[ la relation binaire S par :

1
Vx,ye]é,—i—oo[, r Sy’ —y:<z—uy.

a) Montrer que S est une relation d’ordre.
b) Cet ordre-est il total ?
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Solution.

1) Dans R, on définit la relation binaire R par :
Vi, y R, s Ry<= 2> —y* <z —1.

a) Montrons que R n’est pas symétrique :

On a OR2, car
02-22=-4<-2=0-2.

Mais, 2R0, car
22 -02>2=2-0.

b) Montrons que R n’est pas antisymétrique : On a OR1 et 1RO, car

02-12<0-1
et
12-02<1-0.

Mais 0 # —1.

1
2) On définit sur ]5, +oo[ la relation binaire S par :

1
Vx,y€]§,+oo[, rSy<= 2’ -y’ <z—y.

a) Montrer que S est une relation d’ordre.
Réflexivité de S :

1
(Vx 6]5;—!—00[, me)?
_ 1
Soit x 6]5,—1—00[. On a

22— =0=u—1.

Donc,
2 — 22 <x-—uzx.
Alors,
Va E]%H—oo[, zS8x.
D’ou, S est une relation réflexive......... (1)

Antisymétrie de S :

1
(‘v’x,y 6]5, +ool, xSy et ySx —> x = y)?
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Sotent z,y €3, +00|.
On suppose que xSy et ySx et on démontre x = y.

On a )
xSy 22—y’ <z—y
et — et
ySx | - <y—=z
(22— <az-y
- et
| -y >r—y
Alors,
Py —z—y
On a

= ou
r=1—y (impossible, carx,y 6]%, +00l).

Donc )
Vo, y 6]5, +ool, xSy et ySx = x = y.

D’ot la relation S est antisymétrique .......... )
Transitivité de S :

1
<Vm,y, z 6]5, +oof, xSy et ySz —> sz)?

Soient x,y, z €], +o0|.
On suppose xSy et ySz et on démontre xSz.

On a:
xSy -yt <az—y
et — et
ySz -2 <y—=z
— 2 —-22<z-=z
Donc

1
Vo, y, 2 6}5, +ool, 28y et ySz = xSz.
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D’ou la relation S est transitive ......... (131)

De (i), (ii) et (iii), on a S est une relation d’ordre.
b) L’ordre est-il total ?
En effet, soient z,y €]3,+oc[. On a

x2—y2§x—y ou x2—y22x—y

— 22—y’ <r—youy—*<y—z
= 28y ou ySw.

Exercise 1.12 On définit sur R? la relation binaire Ry par :
Y (a,b),(c,d) € R? (a,b)Ry(c,d) <= a*+b*> =+ d°.

1) Montrer que Ry est une relation d’équivalence.
2) Déterminer la classe d’équivalence de (0,1).
Solution.

On a R, la relation binaire définie sur R? comme suit :
V(a,b),(c,d) € R*, (a,b)Ry(c,d) <= a*>+b*> = * + d°.

1) Montrons que Ry est une relation d’équivalence.
Réflexivité de R :

(V(a,b) € R* (a,b) Rs (a,b))?

Soit (a,b) € R2.

On a
a? + b = a® + b?
= (a,b) R2(a,b).
Donc,
VY (a,b) € R?, (a,b) Ry (a,b).
Alors, la relation Ry est réflexive sur R....... (1)

Symétrie de R, :
(v ((Z, b) ) (Ca d) < ]R27 (CL, b) RQ (C7 d) == (Cv d) 7?’2 <a7 b>)7

Soient (a,b) , (c,d) € R%, on suppose (a,b) Ry (c,d) et on démontre (¢, d) Rs (a,b) .
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On a :
(a,b) Ry (c,d) = a®+1V* =c*+ d?
= A+ d=a>+
= (Ca d) R2 (a7 b) :
Donc
Y (a,b), (c,d) € R?, (a,b) R, (c,d) = (c,d) Rz (a,b).
D’ow la relation Ry est symétrique....... (17)

Transitivité de R, :
(V(a,b),(c,d), (e, f) € R*: (a,b) Ry (c,d) et (c,d)Ra(e, f) = (a,b) Ra (e, [))?

Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R2.
On suppose (a,b) Rz (c,d) et (¢,d) R (e, f) et on démontre (a,b) Ry (e, f).
Ona:

(a,b) Ry (c,d) a? 4+ b = c? + d?
et - et
(¢, d) Ry (e, f) 4 d? = e+ f?

= a®>+ b =e?+ f2
= (a7b>R2(eaf>‘

Alors,,
Y (a,b),(c,d), (e, f) €R?: (a,b) Ry (c,d) et (c,d)Rs (e, f) = (a,b) Ra (e, f).

D’ot la relation Ro est transitive........ (131)

De (i), (ii) et (iii), on a Ry est une relation d’équivalence.

2) Déterminons (0,1) la classe d’équivalence de (0,1).
On a:

0,1) = {(a,b) €R?:(a,b) R2(0,1)} = {(a,b) € R*: a®> + b* = 0> + 1%}
= {(a,b) eR?:a>+1? =1}.
Donc la classe d’équivalence de (0,1) est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.

Exercise 1.13 On définit sur R} la relation binaire Ry par :

Vr,y e RY, aRyy <= FkeN:y=2a"
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1) Montrer que Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre Ry est-il total ¢

Solution.

1) Montrons que Ry est une relation d’ordre.

Réflexivité de R, : (Vr € R, aRix)

Soit x € Rf.
On a
Ona: =21t
donc, Ik =1€N:z =2
d’ot xR x.
Donc Vr € RY, xRix, alors la relation Ry est réflexive....... (1)

Antisymétrie de R; :
(‘v’x, y RS, 2Ry etyRiz — 2= y)?

Soient x,y € R}
On suppose xRy et yRix et on démontre x = y.

On a
TRy Jk; €Ny =ah
et — et
yRix Jky € Nz = gy

— Jkiky eN:y=(y2)"
= ki, ky € Ny = ylrkz,

Donc k1ky = 1 ce qui implique que ki = ko = 1 car ki, ky € N et par la suite

x =vy. Finalement,
Vo,y € RS, 2Ry et yRix = x = .

D’ow la relation Ry est antisymétrie........ (17)
Transitivité de R, :

(vx7y7 KAS Ri_a 'IRly et lez — $R12)7

Soient x,y,z € R,
On suppose xRy et yRiz et on démontre xR, z.
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On a
TRy Jk; eN:y=ah
et S et
YRz Jky €N : 2z = g2
— k1, kh€N:z= (x’“)l€2 = ghike
— k3 = k1.ks € N: 2z = 2" donc, 2R,z
Alors,
Vo,y,z € RS, 2Ry et yRiz = 2R, 2.
D’ow la relation Ry est transitive........ (131)

De (i), (ii) et (iii), on a Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre R, est-il total ¢

L’ordre R4 est total si et seulement si :
Vo,y € RS, 2Ry ou yRz.
Prenons x =2 ety =3, on a

Ak € N tel que 3 = 2F donc 2 n'est pas en relation avec 3
et

Ak € N tel que 2 = 3* donc 3 n’est pas en relation avec 2

Donc, l'ordre Ry n’est pas total, on dit que l’ordre R, est partiel.

Exercise 1.14 Soit E = {1,2,3,4}, dans P (FE), on définit la relation binaire
R par :
VA, BeP(E): ARB<«<= AC B.

1) Montrer que R est une relation d’ordre.
2) Cet ordre est-il total ?
Solution.
Ona :

PE) = {w,{l},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},}.
{3,4},{1,2,3},{1,2,4} ,{1,3,4},{2,3,4} ,{1,2,3,4}

1) Montrons que R une relation d’ordre.
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R est réflexive ?

(VA € P (E) : ARA)?
Soit A € P (E).

On a:
ARA <& ACA
A C A est toujours vraie
donc,
VA e P(E): ARA,
alors R est réflexive....... (1)

R est antisymétrique ?
(VA,Be€ P (F): (ARB et BRA) = A= B)?

Soient VA, B € P (E), on suppose ARB et BRA et on démontre que : A = B.
On a :

ARB<«<—= ACDB (1.3)
et
BRA < B C A. (1.4)
de (1.3)4+(1.4) ona: AC BetBCA.
=BCACB.
= A=18B
Donc,
VA, Be€ P (F): (ARB et BRA) = A = B,
alors N est antisymétrique....... (2)

R est transitive ?
(VA,B,C € P(E) : (ARB et BRC) = ARC)?

Soient A, B,C € P (FE), on suppose ARB et BRC' et on démontre que : ARC.
Ona:
ARB <= ACB (1.5)

et
BRC <= BCC (1.6)
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(15)+(1.6) = ACBetBCC

= ACB CC

= ACC
= ARC.
Donc
VA, B,C € P(E): (ARB et BRC) = ARC,
alors, R est transitive....... (3)

De (1),(2) et (3), on a R est une relation d’ordre.
2) L’ordre est-il total ?

L’ordre R est total si et seulement si :
VA, B € P(E): ARB ou BRA.
Prenons : A ={1,3} et B={2,4} on a :

A nest pas en relation avec B car : AL B
et
B n’est pas en relation avec A car : B ¢ A

Donc, l'ordre R n’est pas total, on dit dans ce cas : R est d’ordre partiel.

Exercise 1.15 Dans C [’ensemble des nombres complexes on définit la relation
R comme suit :
Vz,2/ € C: 2R & |z —i| = |i — 7
1) Montrer que R est une relation d’équivalence dans C.
2) Déterminer, dans le plan complexe, la classe d’équivalence de 2 + 3i.

Solution.

Dans C, la relation R est définie comme suit :
Vz,2/ € C: 2R & |z —i| = |i — 2

1) Montrons que R une relation d’équivalence dans C
R est réflexive ? (Vz € C: zR2)?
Soitz€C. Ona: 2Rz & |z—i|=i—2/<0=0
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done, Vz € C: 2Rz, alors R est réflexive....... (1)
R est symétrique ¢  (Vz,2/ € C: 2R = 2/Rz2)7

Soient z,z" € C, on suppose 2Rz et on démontre que : 2'Rz.

Ona:z2R2 = |z—i|=|i—72|
= |i—2|=|z—1|
= [ —il=|i—z|, car |z—i|=]i—z| et |i — 2| =12 —1]
= 2Nz

Done, Vz, 2 € C: 2Rz = 2'Rz, alors N est symétrique....... (2)
R est transitive 2 (Vz,2/,2" € C: (2R et Z/R2") = 2R2")?

Soient z, 7', 2" € C, on suppose zRz" et 2/Rz" et on démontre que : zRz".

Ona: 202 <= |z—i|=]i—2...... (%)
et YR = | —i|=1]i—2"|..... (xx)
(%) + (xx) = |z—i|=1]i—=2"|, car |i—2'| =12 —i|

= |z—i|=i—2"| = 2R
Done, (Vz,2',2" € C: (2RZ et 2/RZ") = zR2"), alors R est transitive....... (2)

De (1),(2) et (3), on a bien R une relation d’équivalence dans C.

2) Déterminons la classe d’équivalence de 2 + 3i.

Ona:2+3i ={2€C, 2R(1+i)}={2€C, |z—i|=i— (243},
={z€C, |z—i|=|-2-2i|=v8=2V2},
={z€C, |z—i|=2V2}.

L’ensemble des points M (x,y) est le cercle de centre A(0,1) et de rayon

r:2\/§.

1.5 Applications

Définition 1.5 Soient E, F' deux ensembles.

- On appelle application de EE dans F une relation de E dans Fdont a tout
élément x de E on lui correspond un et un seul élément y de F'. x est dit an-
técédent, E [’ensemble de départ ou des antécédents, y est appelé ['tmage, F
l’ensemble d’arrivée ou des images.

- Deuz applications sont égales si leurs ensembles de départ sont égaux, leurs

ensembles d’arrivée sont égaux et leurs valeurs également.
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En général, on schématise une fonction ou une application f par
f: B — F
x — y=f(z).
I'={(z, f(x)),z € E} est appelé graphe de f.

Exemple 1.16

f: R — R g: R-{1} — R
T

X —

x

r—1

Dans cet exemple g est une application mais [ est une fonction et n’est pas une
application car ’élément 1 n’a pas une image dans R.

T | —
rz—1

1.5.1 Restriction et prolongement d’une application

Soit £’ un sous ensemble de F et f : E — F une application. L’application
g: E'— F telle que Vx € F' g (x)

f (z) est appelée la restriction de f a F’
et on écrit g = f/p et on dit aussi que f est le prolongement de g a E.

1.5.2 Composition des applications

Soient E, F' et GG trois ensembles et et f : F — F, g : ' — (G deux
applications. On définit ’application composée de f et g notée g o f par

Vee E:(gof)(z)=g(f(x)).

1.5.3 Injection, surjection et bijection

Soit f : E — F une application.

a) On dit que f est injective si et seulement si :

Ve,o' e B: f(x)=f(2)) = ax=2

ou d’une maniére équivalente

Ve, e E:a#a = f(x) # f(2).

b) On dit que f est surjective si et seulement si :

Vye F,3r e E:y= f(x).
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c¢) On dit que f est bijective si f a la fois injective et surjective.

Propriétés

a) [ est injective si et seulement si ’équation y = f (z) admet au plus une
solution.

a) f est surjective si et seulement si ’équation y = f (z) admet au moins une
solution.

a) f est bijective si et seulement si I’équation y = f (z) admet une et une

seule solution.

Proposition 1.1 Soient f : E — F et g : FF — G deux applications, alors
on a

1) go f estinjective = f est injective.

2) go f est surjective => g est surjective.

3) go f est bijective => [ est injective et g est surjective.

Preuve : 1) On suppose que go f est injective et on montre que f est injective.
Soient z,2’ € E : f(x) = f(2') qui est dans F. On compose par g aux deux

membres de ’égalité, on obtient

g9(f(x)) =g(f (")) gof)(x)=(gof)()

—
= x =21 car go [ est injective.
Ce qui montre que f est injective.

2) On suppose que g o f est surjective et on montre que f est surjective.

go f surjective = Vze G,Izr € E:z=(go f) ()
= drxeFE:z=g(f(x)).

En posant y = f(z) € F alors Vz € G,3y € F': z = g (y), ce qui montre que g
est, surjective.

g o f est injective

3) go f est bijective <= { = [ est injective et g est

g o f est surjective
surjective.
1.5.4 Applications réciproques

Définition 1.6 Soit f : E — F une application bijective, alors il existe une

application notée f=' définie par {1 : F — E

y=f@)=az=1"@),



1. Ensembles, Relations et Applications 31

appelée application réciproque de f.

Théoréme 1.17 Théoréme : Soit f : E — F une application bijective, alors
son application réciproque f~ vérifie fof~' = Idp et f~tof = Idg. On rappelle
Ildp: EF — FE
r +— Ildg(x)==x.

Proposition 1.2 Proposition : Soient f : E — F et g : F' — G deux appli-
cations, alors on a

a) f et g sont injectives => go f est injective.

b) f et g sont surjectives => go f est surjective.

c) [ et g sont bijectives =—> go [ est bijective et (g o f)_1 = flog L

Preuve : a) On suppose que [ et g sont injectives et on montre que go f est

injective. Soient z,z’ € E, alors on a

(gof)(x)=(gof) (@) = g(f(2))=g(f())
= f(x) = f(a') car g est injective

— x =1’ car [ est injective.
Ce qui montre que 'application g o f est injective.
b) On suppose que f et g sont surjectives et on montre que g o f est
surjective.
Soit z € G, on a :

z2€G = JyeF:z=g(y) carg estsurjective

yelF = dxeFE:y=f(xr) car f est surjective

Donc, on obtient

z=gy)=g(f(x)=(g0f) ().
Ce qui montre que I'application g o f est surjective.
¢) On suppose que f et g sont bijectives, donc f et g sont surjectives et
f et g sont injectives. D’aprés a) et b) on déduit que g o f est injective et est
surjective, c’est a dire g o f est bijective.
Remarque 1.3 1. Les graphes d’une application bijective f et de son inverse

f~1 sont symétriques par rapport a la premicre bissectrice d’équation y = x.

2. Notons que si [ est bijective alors f~! est aussi bijective et (]“1)_1 = f.
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1.5.5 Image directe

Soit f : E — F une application et A un sous-ensemble de F.
On définit I'image directe de A par 'application f le sous-ensemble de F' noté
f(A):
fA) = {yeFIxeAy=[(2)}

= {f(2),zeA}.
Exemple 1.18 Soit
f: R — R
r — f(x)=2a"
et A=1[-2,1].
On a:

fA) = {f@),zeA}={axel-21]} =[0,4].

1.5.6 Image réciproque

Soit f : E — F une application et B un sous-ensemble de F'.
On définit I'image réciproque de B par 'application f le sous-ensemble de £
noté [~ (B) :
FH(B) = {x € B, f(2) € B}.

Exemple 1.19 Soit

et B =10,4].
On a

F7H[0,4]) = {zeR, f(z)€]0,4]} ={r e R, z*€]0,4]}
= {zeR0<2*<4}={reR,2?-4<0}

= {(2eR,(z-2) (x+2) <0} =[-22.
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Propriétés
Soit f : E — F une application. Soient A;, As deux parties de E et By, B>

sont deux parties de F. Alors on a :

1) Ay CAy= f(A) C f(A2). 2) f(ALUAy) = f(A)Uf(A2).
3) f(AiNAy) C f(A)Nf(A2). 4) By CBy= f"'(B)) C f'(Bs).
5) [H(B1UBy) = fH(B)Uf 1 (By). 6) fH(BiNBy)=f"1(B)Nf(By)

7) f—l (Clgl) _ 0;2:1(31)'

1.6 Exercices

Exercise 1.20 Soit f : E — F une application. Soient Ay, Ay deux parties de
E. Montrer que :

1) AiCAy= [(A1) C f(A2). 2) f(ALUA) = f(A)Uf(Az).

3) f(A1NAy) C f(A)Nf(A2)

Solution.
1) Montrons que
Al C Ay — f(Al) C f(Ag)

On suppose que Ay C Ag et on montre que f (Ay) C f(Az).
Soit y € f(Ay) :

yef(A) = FweA:y=[f(z)
— drecAy:y=f(r) car Ay C Ay

— y€ f(Ay).

Dot f (A1) C f(As).
2) Montrons que

f(A1UAg) = f(A) U f(A2).
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SOZty S f(AlLJAQ)
ye f(AAUA) <= Tz ec(AUA) y=f(x)

e [Bred oudreA):y=f()

— [Fred: y=Ff(@)] ou[Freds:y=f(z)
— yE[f(A) ouye f(A)
—

y € (f (A1) U f(A2)).
Alors,
f(ALU Ag) = f (A1) U f(A2).
3) Montrons que :
f(AINAz) C f(A)N f(Ar).
Soit y € f (A1 N Ag)

yef(ANA) = dre(AinA):y=f(x)
— [@reA etIredy) y=Ff(z)
— [Fredi: y=[f()] et [Fr e :y=f(z)
— ye [(A4) etye f(A)

= Yy (f(A)Nf(4)).
Alors,
fATNAg) C f(A)N f(Ay).

Supposons que f est injective et montrons la deuxiéme inclusion.
Soity € (f (A1) N f(Az))

ye(f(A)N[f(A2)) = yef(d) etye f(A)

dzy € Av: y=f(x)
- et

Jdug € Ay 1y = f(22)
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Donc y = f(x1) = f(x2) et f est injective, ce qui implique que 1 = x93 = .
Donc x € (A1 NAy) ety= f(x), c’est a direy € f (A1 N Ap).

Exercise 1.21 Soit f : E — F une application. Soient By, By sont deux

parties de F'. Montrer que :

1) B C B, = f_l (Bl> C f_l (BQ) . 2) f_l (Bl @) Bg) = f_l (Bl> U f_l (Bg) .
3) f(BiNBy) = f (BN f(By) 1) fH(Cp) =cf .
Solution.

1) Montrons que :
By C By == [ (B1) C [ (B).

On suppose que By C By et on montre que f~(B;) C f~1 (Bsy).
Soit x € f~1(By)

ref1(B) = fx)eB
—> f(x) € By car By C By

— z€ [ (B).

Ce qui montre que f~'(B;1) C [~ (Ba).
Alors,
B, C B, = f_l (Bl) C f_l (BQ) .

2) Montrons que :
fH(BIUBy) = fTH(B) U f (By).
Soit x € f_l (Bl U Bg)

r€ fTH (B UBy) <= f(x)€ (BUBy)
< f(x) € Biou f (z) € By

x € f7H(B1) ouw € [ (By)

[

!

rel[f7H(B1) U fTH(B)].
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Alors,
JTH(BIUBs) = fTH(B) U f(By).

3) Montrons que :
[ BN By) = [ (B) N [T (By).
Soit z € f~1(B; N By)

T e f_l (Bl ﬂBQ) <~ f(SC) € (Bl mBg>

!

f(z) € Biet f(x) € By

!

z€ f~H(By) etx € [T (By)

!

v e [fTH(B) N fTH(By)].

Alors,
J7H(BiNBy) = f(B1) N f(Ba).

4) Montrons que :
7 (ep) e

Soit x € f~1(CE)

zefH(CR) & f(z)eCy
& f(x)eFetf(x)é B
& wveFBetxd f7H(B)

o zecl P

Alors,
ffl (051) — C{?_l(Bl).

Exercise 1.22 On considére I’application

f:-1,1] — R
1

o — f(a:):1+$2.
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1) Calculer f~*({2}) et f71 ({3})-
2) FEtudier linjectivité et la surjectivité de f.

Solution.

DI () =

ve fr{i}) &= zel[-1,1 etf(x):%
— ze[-1,1] etljﬁ_%
— xel[-1,1] etz?*—1=0
— zel-1,1] etx=+1
< x=1oux=-—1.
D"“f ({%})—{—1,1}-
({2h) =
zef1({2}) <= ze[-L1] et f(z)=
— we[-1,1] et ! =2

1+ 2?2
— we[-1,1] eta?= 5 impossible.

Doupz € [~ ({2}) = ' ({2}) = 0.
2) Injectivité de f7
De la premiére question, on a f (1) = f(—1) = 3 Donc f n’est pas injective.
Surjectivité de f7?
De la premiére question, flz € [~1,1] : f (x) = 2. Donc f n'est pas surjective.

Exercise 1.23 Soit f l'application définie par :

f: R—R

v fl@)=

14 22

1) Calculer f({—1,1}) et f~1({—1}).
2) f est-elle injective ? surjective ? bijective ¢
3) Donner des intervalles I et J, tels que lapplication f : I — J soit

bijective.
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4) Dans ce cas, déterminer son application réciproque f=1.
Solution.
Soit f Uapplication définie par :

f: R—R
1
14 a2

v f()=
1) Calculons f({—1,1}) et f71({-1}).
FA-11}) = {f(2)/r e {-1,1}} = {f(=1), F()} = {5}

done, F({-1,1}) = {5).
S = {reR/f(@) € {~1}} = {z e R/f(x) = —1}

= (s R/ =1} = {reR/? = —2} =0,

done, f7H({-1}) = 0.
2) [ est-elle injective ? surjective ? bijective ?

- Injectivité de f :
(Voy, 20 € R: f(21) = f (22) = 11 = 22)7?

, mais 1 # —1

e.

Ona: f(1)=f(-1)=

donc, f n’est pas injecti

SN =

- Surjectivité de f :
VyeRIxeR:y=f(x))?

On a :y = —1 n'a pas d’antécédent (d’aprés la question précédente).

donc, f n'est pas surjective.

- Byectivité de | :

f n’est pas bijective car elle n’est pas surjective.

3) Donnons des intervalles I et J, tels que Uapplication f : I — J soit

bijective :
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Résolvons l'équation y = f(x) ovy € J et x a déterminer d’une maniére
unique dans 1.
Ona :

A=4(y—y?) = A>0&y€0,1]
les racines de ’équation (1) sont

— 1 — 1 —
V2 | et ) RPNV [l )

) Y
Donc, des intervalles I et J sont : I =]0,+o0o[ et J =]0,1[ . 1l est facile de

vérifier que
f:1I=]0,4+o00[— J =]0,1]

est une une application bijective.

Remarque : on peut aussi considérer la bijection f : I =] — c0,0]— J =
10, 1[.
4) Déterminons, dans ce cas, l'application réciproque f=1.

L’application réciproque de la bijection f :] — oo, 0[—]0, 1] est la suivante :

7t )01 — ]—o00,0]

y o gy = Y

Exercise 1.24 On considére les deux applications suivantes :

f: R — R g: R — R

r — f(z)=3-2x r — g(x) =22

1) f est-elle injective ? surjective ?
2) Caleuler f({—4,3}), f(J1,400]) et f~(] — 00, 0]).
3) Déterminer lapplication gof et calculer (gof)(0), (gof)(3) et (gof) 1 ({—1}).
4) gof est-elle injective ¢ surjective ? bijective ?
5) Donner des intervalles I et J, tels que Uapplication gof : I — J soit
bijective. Déterminer, dans ce cas, l’application réciproque (gof)™1.

Solution.



1. Ensembles, Relations et Applications

40

On consideére les deux applications suivantes :

f: R — R g: R — R
2

r — f(r)=3-2z r — g(z)=2%

1) f est-elle injective ? surjective ¢

Injectivité de f :
(Vzy, 29 € R: f(x1) = f(22) = 1 = 29)7?

Soient x1, s € R :on suppose f(x1) = f(x2) et on démontre x1 = xs.

On a:
f(l’l) = f(l’g) = 3—2x1=3— 219

— —21’1 = —2132

— I1 = X2.
Alors
(Vop, 20 € R f (21) = f (22) = 71 = 29) .

Donc f est injective.

Surjectivité de f :
VyeRIAreR:y= f(x))?

Soity e R, 3%z e R:y = f(x).

On a:
y=fz) = y=3—-2
3—vy
) = —
Ty
Donc
3—y

VyGR,EI:U:TER:f(a:):y.

D’ou f est surjective, on conclut que f est bijective,
2) Calculons f({—4,3}), f(]1,+o0[) et f~1(] — o0, 0]).
Ona:
f{=4.3}) = {f(2)/z € {-4,3}}

= {f(=4), f(3)} = {=3,11}.
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Alors,
f({=4,3}) = {-=3,11}.
Ona :
fL00]) = {f(z)/z €]1,00[}
= | —o00,1[ ( car f est décroissante).
Alors,
f(1, 00[) =] = 00, 1].
Ona:

[ =000)) = {zeR/ f(x) €] -00,0} ={z R/ f(z) <0}

= {reR/ 3-2x<0}={reR/ x>;}:]ga+00[

Donc,

£71 = 00,00 =13, +oo].

3) Déterminons lapplication gof et calculons (gof)(0), (gof)(3) et (gof) 1 ({—1}).
Déterminons ’application gof :
Soit x € R.
(gof)(z) = g(f(z)) = (3 —2x)?

= 422 —12x+09.

Donc
gof : R — R

r — (gof)(z) = 42% — 122 +9.
Calculons (gof)(0), (gof)(3) et (gof) " ({—1}) :

(gof)(0) = 4(0)2—12x0+9 =09.

(gof)(3) = 4(3)*—12x(3)+9 =09.
et

(gof)'({=1}) = {zeR/(gof)(x) € {~1}} = {z € R/(gof)(z) = —1}

= {zeR/42* - 122+ 9= -1} = {2z € R/22% — 62+ 5 = 0}



1. Ensembles, Relations et Applications 42

Ona:A=36—40 = —4 < 0, donc l’équation n’admet pas de racine dans
R.

Alors, (gof)~'({—1}) = 0.

4) gof est-elle injective ¢ surjective ¢ bijective ?

Injectivité de gof :
(Va1, 22 € R:gof (21) = gof (z2) = @1 = 22)7

On a : (gof)(0) = (gof)(3) =9 mais 0 # 3, donc gof n’est pas injective car
y =9 admet deux antécédents (d’aprés la question précédente).

Surjectivité de gof :
(Vy e R3x e R:y=gof (x))?

On a :y = —1 n'a pas d’antécédents dans R (d’aprés la question précédente).

Donc gof n’est pas surjective.

Bijectivité de gof :

gof m'est pas bijective car elle n’est pas surjective (ou car elle n’est pas injec-
tive).

Donnons des intervalles I et J, tels que ['application gof : I — J soit
bijective : Résolvons l'équation y = (gof)(x) ouy € J et x a déterminer d’une
maniére unique dans 1.

Ona:
y=42> =122+ 9 422 — 122+ 9 —y =0..... (1)

A =144 — 4 x 49 — y) = 16y

A>0 ssi y>0=yel0,+o00]

les racines de [’équation (1) sont :

12 + /16y 3 \/§
r=——" = -4
8 2 2

et
12 — /16y 3 \/ﬂ
=g T Ty

Le tableau de variation

3
Il est facile de vérifier que gof : I = [§,+oo[—> J = [0,400] est une

bijection.
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Remarque : on peut aussi considérer la bijection gof : I =] —o00, =] — J =
[0, +o00].

Déterminons, dans ce cas, lapplication réciproque (gof)™t : L’application

réciproque de la bijection gof : I = [5, +oo[— J = [0, +o0] est la suivante :

3
(gof)_l : [07 +OO[ - [57 +OO[
Yy % + ﬂ
2
Remarque : L’application réciproque de la bijection gof : I =] — o0, =] — J =
[0, 400[ est

3
(gof)_l : [07 +OO[ - ] — 00, 5]
y % —
Exercise 1.25 Considérons application f définie par :
f: R — R
2z
v F@ =
1) Etudier Uinjectivité, la surjectivité et la bijectivité de f.
2) Montrer que f (R) =[-1,1].
Corrigé de l’exercice
Considérons application f définie par :
f: R — R
2z
1422

v — f(z)

1) Etudions Uinjectivité, la surjectivité et la bijectivité de f.

Injectivité de f :

(Vor, 20 €R: f(21) = f (22) = 21 = 22)7
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1 1
Donc f n’est pas injective car f (2) = f (5) mais 2 # 5
Surjectivité de f :

VyeRAxreR:y= f(x))?

f n’est pas surjective car y =2 (par exemple) n'a pas d’antécédent. En effet,

2z

f(x)=2 @:»1+m2:2

— 2x=2(1+2?%

«— -z +1=0

et léquation 2 — x + 1 = 0 n’admet pas de solutions réelles.
Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas injective (ou bien car
elle n’est pas surjective).

2) Montrons que f (R) =[-1,1].

On a : f(R) ={yeR/FxeR:y=f(x)}

2z
= ceR/dxeR:y=
[remmen.y-525)

={yeR/Ix € R: ya? — 2z + y = 0}
A=4—4y* donc, A>0siye[-1,1]

Alors f(R) =[-1,1].

Exercise 1.26 Soit [’application f : R — R, définie par f (z) = 2* — z.

1) f est-elle injective ? f est-elle surjective ?

2) Déterminer f([—1,2]), f(R) et f~*([0,1]).

3) Donner des intervalles I et J, tels que lapplication f : I — J, soit
bijective. Puis déterminer ’application réciproque f='.

Solution.

Soit Uapplication f: R — R, définie par f () =22 —x

1) [ est-elle injective ? [ n’est pas injective car f (0) =0 = f (1) mais

0# 1.
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f est-elle surjective ?

f nlest pas surjective car siy = —4 on aura x> — v = -4 =22 —x+4=0
n‘admet pas de racine dans R car A\ = —15 < 0 c’est & dire y = —4, Az dans R
tel que f (z) = —4.

2) Déterminons [ ([—1,2]), f(R) et f~1([0,1]).

F(-1,2) = f ([—1%] g EQD
e[

car f décroissante sur |—1, 5] et f croissante sur {— 2] .

2’
f(R) = {—i,—i—oo{.
F7H(0,1]) = 1_2\/3,0]U 1,14_2\/S car f(x)=0=x=0o0uz=1
etf(:v):1:>9c:1_2\/5ouazzlj;\/S

(Utiliser le tableau de variation de l’application f)

3) Les intervalles I et J, tels que ’application f : I — J, soit bijec-
tive. ) . )

On prends I = {5,%—00[ et J= [_Z’+OO[ . L’application f : {5,+oo[—>
[—i, 400 [, est bijective.

4) Déterminons ’application réciproque 1.

Soit y € T +o0o| , on calcule x en fonction dey. Ona:y=12?—1=
1 1—-y1+4+4
?’—x—y=0, A=1+4y >0, (cary € {_Z’—i_oo{)' Donc,x:%.

Alors, Uapplication réciproque f~' est

o] = o]
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2.1 Introduction

L’équation z? + 3 = 0 dans R n’admet pas de solution. Donc, il faut ici

considérer I’ensemble plus large C des nombres complexes, on a :

NcQcZcRcC

2.2 L’ensemble des nombres complexes C

2.2.1 Définition d’'un nombre complexe

Définition 2.1 Un nombre compleze est un couple (z,y) € R?, que l’on notera
par z = x + iy ou i’ = —1. Cette écriture du nombre complexe z est unique et
est appelée forme algébrique ou cartésienne de z, de plus

xr = Rez : est appelée la partie réelle de z.

y =Imz : est appelée la partie imaginaire de z.

On écrit aussi z = Rez + iIm z.

On note C l’ensemble des nombres complexes.

Siy =0, alors z =x. Dans ce cas on dira que z est réel.

Six =0, alors z =y. Dans ce cas on dira que z est imaginaire pur.

Exemple 2.1 2 =2+43i, 2= —2i, 2=0, 2 =7+ %i, z =9 sont des nombres

complexes.

2.2.2 Opérations dans C

Soient z = = + iy et 2/ = 2’ + iy’ deux nombres complexes, alors on définit
les opérations suivantes :
Addition :

z+ = (v +iy)+ @ +iy) = (x+2)+ily+y).
Multiplication :
2.2 = (x +iy) (@ + 1)) = (x2’ — yy') + i (xy/ + 2'y) .

On développe en suivant les régles de la multiplication usuelle avec la conven-
tion suivante : i2 = —1.

Multiplication par un scalaire : \z = (Az) +i(\y) ou A € R.
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Exemple 2.2 Soient zy = 3+ 21 et 2o = %—1—42' deux nombres complexes. On a :

2422 = (3+20) + (3 +4i) =1 +6i
2120 = (34 20) (5 +4i) = —2 + 134

2=(342)=5+12

Remarque :

- On dit que z = 2’ si et seulement si z =2’ et y = 3/.

- Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie
imaginaire sont nuls.

Définition 2.2 (Conjugué d’un nombre compleze).

Soit 2 = x + iy un nombre complexe avec (x,y) € R%. On appelle conjugué
de z et on note Z le complexe Z = x — 1y.

Propriétés.

Soient z et 2’ deux nombres complexe, alors on a :

1) =2 4) 2 1=(3)"
2) z+2=z+72 5) z+Z=2Rez
3) 2.2 =72 6) 2—z=2Imz

Exemple 2.3 Soient 21 = 1+ 2i et zo = 4 — 3¢ deux nombres complexes. On a :

Z1=(142)=1—-2i,Z,=(4—3i) =4+ 3i

Exercise 2.4 Donner la forme algébrique des complexes suivants :

.
1) 2= (4— ) (24 30) 3) zgzgj;.
1

1+ 22 141

2) 22=(a+bi)2 ot a,beR 4) 2z = 1t;—|—2j322.

Solution.
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o= (4—i)(2+3i) =11+ 10i
2z = (a+bi)® = a®— b+ 2abi

1+i (1+i)3=2) 5 1.
Z3 = = =— 4 —1

342 (3+2)(3-2i) 13 13

_ o L42% 14i (1420140, (1+4)(2-3i)
T TS T2xsi . (I—)(+i) | (2+30)(2-30)

(18 (5 1N\ _ 3 8T,
—\T2 7% 13 13') "26 " 26"

Définition 2.3 (Module d’un nombre complexe)

Soit z = x + iy un nombre complezxe.

On appelle module de z et on note |z| le nombre réel positif ou nul défini par

ol = Va4

Propriétés :

Soit z et 2’ deux nombres complexe, alors on :
)

1 1
1) |z] = V2zZ. 5 || = 5k avec z # 0.
z z
2| _ I
2) |z| >0. 6) = T avec 2’ # 0.
3) |2]=0&2=0. 7 |z 42 <z + 7]
4) [z = 2] [¢]. 8) Izl =l <[z = 2.

Exemple 2.5 Soient z1 = —1 4+ 2i et zo = 2 — 31 deux nombres complexes. On
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21 = |1+ 2i] = /(-1)* + (2* = V5
20 = [2 = 3i] = /(2)? + (=3)* = VI3

1 1 1 V5

ol [—1+2i 5 5

21 _|21|_ \/3

2| |22 _\/ﬁ

2.2.3 Le plan complexe

- —
t, )
A tout nombre complexe z = z + iy, on associe le point M (z,y) de coordon-

Soit le plan (P) muni du repére orthonormé (O,

nées (z,y) . Par définition :
- Le point M est I'image de z.
- Le nombre z est I'affixe du point M.

D’apres le théoréme de Pythagore, on a OM? = 2%+ c’est a dire OM = |z|.

2.2.4 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Définition 2.4 Soit z un nombre complexe non nul.

On appelle argument de z et on note arg(z) toute mesure 0 dans [0, 27|
de l’angle (7,()—J\>4>, et on écrit arg(z) = 0 + 2kn/k € Z, (on écrit aussi
arg (z) =0 [n]). et on a :

cosf = 1,
2]

sinf = ﬂ.
2]

On appelle forme trigonométrique de z la représentation suivante :
z=r(cosf+isinf) our =|z| et =argz
On note aussi la forme trigonométrique d’un complexe z par z = [r,0)].

Propriétés.
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Soient z = r(cosf +isinf) et 2’ = 1’ (cos@ +isinf’) deux nombres com-

plexes sous forme trigonométrique, alors on a :

1) z=2"sietseulement sir=1"et 0 =10"
2) z.2'=rr'(cos(+6)+isin(6+0)).

3) 2" =71"(cos(nh)+isin(nh)),n € N. (formule de Moivre).

4) % = % (cos (—0) +isin (—0)) avec z # 0.

5) - ﬁ/ (cos (0 —6') +isin (0 —0')) avec 2’ # 0.
r

2
Notation exponentielle

Pour tout réel #, nous définissons la notation exponentielle par e? = cosf +

¢ sin 6. Donc tout nombre complexe s’écrit sous la forme exponentielle suivante :

z = re'?,

Exercise 2.6 I) Donner la forme trigonométrique et la forme exponentielle des

complexes suivants :

1) 21 = 2+ 2\/§Z 3) Z3 — Z1%2
4
2) z9=1—1 4) 24 =

‘1

a)

II) Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complezes

p 2022 P 2024
A (_) et B— <_) |
z9 z9

III) Résoudre dans C [’équations suivantes :

sutvants :

1) 2—-202+)Z+6+8 =0

2) ix2—22—i=0

Solution.

I) Donnons la forme trigonométrique et la forme exponentielle des complexes
suivants :
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1) Ona : 2z =2+ 2V/3i, donc |z1| = /22 + (2\/5)2 =4

Soit 0, € [0,2r] argument de z1, donc on a :

9 X1 2 1

coslth = —=-=—

! |Zl| 4 2’

Gag = 1 _2V3_ V3
YT a4 2

Dow 6, = g + 2kn/k € Z.

T .. T . .
21 =4 (cos 3 + 7sin g) est la forme trigonométrique de z;.
et
s

z21 = 4€Z§ est la forme exponentielle de z;.

2) Ona:z=1—1, donc || =1+ =2
Soit 05 € (0,27 [’argument de zy, donc on a :

(
1
cos By = L2 L
| 2] 2

[

=

sin 92 = 2

-1
\ |22‘ B \/§ B 2

On obtient : 0 = _TW + 2k /k € Z.

2 =2 (COS _Tﬂ + ¢ sin _TW) est la forme trigonométrique de z.

et
—
2y = \/§ez 4 est la forme exponentielle de z.
3) On a :
23 — 2129
= 4/2 (cosg —i—ising) <COS_T7T —|—z'sin_T7T
T T T
-t {on (5 ) i (3 )
\/_ CcOos 3 1 —|7—Tz Sin 3 1
= 4v/2 (cos T2 + 7 sin E) est la forme trigonométriques de z3.
s

et z3 = 4\/§ezﬁ est la forme exponentielle de z3.
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4) On a :

(1 (g +im))
Zil B COSs 3 7 S111 3

Z4 = —_— =
2 \/§ (cos Tﬂ + ¢sin %)

44 cos4—7r+isin4—7r
3 3 256( <47r+7r>+,. <47r+7r>)
— = —|cos| —+— isin (| — + —
ﬂ(cos%j%sin%) \/§ 3 4

256
V2

197 . 197 . .
Cos T + 7sin T est la forme trigonométriques de zy.

197
256 i—%
et z4= —26 12 est la forme exponentielle de zy.

II) Calculons la partie réelle et la partie imaginaire du mombre complexe
2\ 2022
A= (-1) .
22

T .. T
4(cos§+zs1n—>

0" (oo .i>2®BG+§)Hm%§+9)

sutvant :

On a:

cos — +is8in —

4 4

_ 4 77T+,_ T
= cosl2 zsm12
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Donc,

5\ 2022 - 7\ 2022
A:(z—;) = (4(COSE+ZSHIE))

7(2022 7(2022
= 42022 <cos—( 5 ) —l—z’sin—( T )W>

3 3
— 42022 <cos <11787r + ;) +isin (11787r i 7”))
= 42022 <COS <3§) + 7sin (37”)) = 420225

2022

z
On obtient : A= (=X —42022§ est la forme algébrique de A.
22

On conclut que la partie réelle de A est nulle et que la partie imaginaire de
A est —42022,

Calculons la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe suivant :
0\ 2024
B= (_1)
)
2024 2024
B = 2 = (4 cos7—7r—|—zsm7—7r
29 12 12
7(2024) . (T7(2024) 7
_ 42024
= 4 (cos( B )+zsm< D
2m 2
( (118O7T +5 > +isin <11807r + %))
2
- (o(3) ()

1 \/_> B 42023 . 42024, /3

— 42024

— 42024

2 '3

est la forme algébrique de

2024
42024 42024, /3
On obtient : B = (i) = — 5 +1 2\/_

22
B.
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2024

On conclut que la partie réelle de B est —

42024 \/g

A est )
2

III) Résolvons dans C [’équations suivantes :

et que la partie imaginaire de

1) Résolvons [’équation :
2 —2(241)Z+6+8i = 0.
On pose z = x + 1y donc Z = x — iy

2—2024)Z+6+8=0 & (r+iy) —22+4)(x—iy)+6+8 =0

& (3r—2y+6)+(8—-2v+5y)i=0

=
—27+ 5y +8=0...(2)
de (1) ona:x= —3Y + 2, on remplace dans (2) on obtient :
2 19
12 2 12 46
donc, y=——dotr=—|——)+2=—.
19 3 19 19
46 12

Alors, la solution de ’équation est z = 0~ 1—92.
2) Résolvons dans C l’équation suivante :

iz2—2z—i=0.

On pose z =x + 1y donczZ = x — 1y
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On a:

i?2—-22—1=0 =

i(z+iy)’ —2(@x—iy)—i=0

= (2 —y?+2ayi) —2(x—iy) —i=0
= 2% —y*i—2ay—20+2yi—i=0
= (—2zy—2z)+i(z*—y*+2y—1)=0
—22y — 22 = 0..cceenn, (1)
= 9
| 2 — P+ 2y —1=0..... (2)
(2 (y+1) =0 (1)
=
| 2=y +2y—1=0....... (2)
de léquation (1) ona :x =0 ouy = —1

en remplace dans l'équation (2) on obtient :

Six =0, on aura

¥ 4+2y—1=0 = y¥*-2y+1=0

donc, y = 1.

= (y—1%=0

Siy=—1,onauraz’*—-1—-2—-1=0=22>=4, doncx =2 oux = —2

Alors, la solution de ’équation est z1 =1, 20 =2 — 1 et 23 = —2 — 1

2.3 Equation du second degré dans C

2.3.1 Equations du second degré a coefficients réels

Proposition 2.1 L’équation du second degré

az? +bz+c=0....... (E)

ot a,b,c € R et a # 0, posséde deux racines z, et zs.
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Soit A\ = b — 4ac le discriminant.

Si A >0, alors l'équation (E) posséde deux racines réelles sont

—b— A —b+ VA
7= — et 2g = —————.
2a 2a

Si A\ <0, alors l'équation (E) posséde deuz racines complexes conjugués sont

b/  —btiy=A

“ 2a ct 2= 2a
. , —b
Et si A =0 alors (E) posséde une solution réelle double zy = zo = EvE
a
Exercise 2.7 Résoudre dans C les équations suivantes :
1) 22-52+6=0, 2) 22—-22+5=0, 3) 22-22+1=0

Solution.
1) Résolvons I'équation : 2> — 5z +6 = 0..... (1)
Ona:A = (=5)°—4(1)(6) =1 > 0, alors Uéquation (1) possede deux

racines réelles sont

5—1 5+1
zlzT:2 et ZQZTZS.

2) Résolvons ’équation : z* —2z+5 = 0..... (2)
Ona:A = (=2)7—4(1)(5) = —16 = (4i)*, alors l’équation (E) posséde

deux racines complexes conjugués sont

—(—2) — 4i —(=2) + 4i
B ) B R B . R Y}
2(1) 2(1)
, T
3)Résolvons ’équation : g% % +2=0.....(3)
1
Ona:N=(-1)7—-4 <§> (2) = 0, alors (3) posséde une solution réelle

double z; = 29 =
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2.4 Racines n'“"” d’un nombre complexe

2.4.1 Racines carrées d’un nombre complexe

Soit Z = a + ib un complexe avec a,b € R. On appelle racines carrées de 7,
les solutions z dans C, de ’équation 2% = Z.

Méthode de résolution algébrique de 22 = Z.

Posons Z = a + ib et désignons par x + iy une des racines carrées de Z. On

2=7 = (z+iy)’=a+ib
— (2 —9y*)+1i(2zvy) =a+ib

-y =a ... (1)
=7 2zy=b ... (2)
2242 =Va2 + 02 ... (3)
La résolution de ce systéme nous donne les racines carrées z de Z.

Méthode de résolution trigonométrique de 2? = Z.

Soit Z = r (cos @ + i sin §) un complexe. Le nombre complexe z = p (cos a + i sin «)
est la racine de 22 = Z, on a :

2 =7 < r(cosf +isinf) = p? (cos 2a + i sin 2a)

d’ou

pZ:T p:\/F

20 =0+ 2kr/k € Z a:g+k7r/k€{0,1}

Conclusion : Les solutions de I’équation 22 = Z sont :

0 0 0 0
z1 = ﬁ(00s§+isin§> et 222\5(003 <§+7T) + i sin (§+7r>).

Exemple 2.8 Déterminer les racines carrées de —3 + 4i, par la méthode de

résolution algébrique.
Désignons par x + iy une des racines carrées de Z. On a :
2= -3+4+4i == (v+iy)’ =-3+4,
— (22— 9% +i(2zy) = -3 + 44,
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d’ot
-yt =-3 .. (1)
A== y=4 ... (2)
?4+yt=5 .. (3)
De (1) et (3) ona: 222 =2 ovx =1 oux = —1, de l"équation (2) on aura :
2 2
Si x =1 on obtient y=—=-=2
Ty by
St x=—1onobtient y=—=—=-2
r -1
Alors, les racines carrées de —3 + 4i sont :
Exemple 2.9 Déterminer les racines carrées de Z = —1 + \/gz', par la méthode

de résolution trigonométrique.

On écrit d’abord Z sous la forme trigonométrique.

|Z| = \/(—1)2 + (\/§)2 =2, soit 0 € [0,2r] argument de Z, donc on a :

T -1
cosl) = — = —,

2] 2

2T
D’ow €:?+2k7r/k;€Z.

. y V3
sinf = = = —.

2| 2

2 2
21 =2 <cos ?ﬂ + i sin %) est la forme trigonométriques de Z.

Le nombre complexe z = p(cosa +isina) est la racine de 2> = Z, on a :

2 2
P =72 <cos?7r +isin§> = p? (cos 2 + i sin 2a)

9 =
T
204:%—1—2/{:#//{;62 Oz:§+k7r/k€{0,1}

Alors, les racines carrées de —1 + V/3i sont :

4 4
21:\/§<cosg+ising> et 2’2:\/5(608%-}-2'8111%).
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2.4.2 Equations du second degré a coefficients complexes

Proposition 2.2 L’équation du second degré

ot a,b,c € C et a+#0, posséde deur solutions z, et zo dans C.
Soit A\ = b*> — 4dac le discriminant et & une racine carrée de /\. Alors les

solutions sont

—b—9 —b+4
2 = et 29 = .
2a 2a
—b
Et si A =0 alors (E) posséde une solution double z1 = z9 = 90
a
Exercise 2.10 Résoudre dans C [’équation suivante :
22— (3+4i)z—(1-5i)=0 (2.1)

Solution.

Le discriminant vaut
A=(B+4)+4(1)(1—-5i)=—-3+4i
Soit & = a + 1b une des racines carrées de /\. On a :

0 =-3+4i < (a+ib)’=—-3+4i
— (a®*—V*)+i(2ab) = -3+ 4

D’ou
a?—b?=-3 .. (1)
0 =-3+4i<=1< 2ab=4 ... (2)
ad+0=5 ... (3)

De (1) et (3) ona: 24> =2 ot a =1 oua = —1, de l'équation (2) on

aura :

2 2
St a=1 on obtient b=—-=—-=2
a 9 1 9
St a=—1 on obtient b=—-=—=-2
a -1
Done, § = 1+ 2i ou d = —1 — 2i, alors l’équation (2.1) posséde deux racines
complexes sont
(34 4i) + (1 + 29) :
= =243
21 2(1) + 3t
et

B4 —(1+2)
2= 2 (1) =1tz
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2.4.3 Racines n'“"** d’un nombre complexe

Soit Z = r (cosf + isinf) un complexe. On appelle racines n®"** de Z, les
solutions z dans C, de I’équation 2" = Z, n € N —{0, 1, 2}.
Posons z = p(cosa + isin ) est la racine de 2" = Z, on a :

2" =7 < r(cosl+isinf) = p" (cosna + isinna)

d’ou
pn:r P:{L/F
= 0 k
no=0+2kr/k €l a:—+2—ﬂ/0§k§n—1.
n n

Conclusion : L’ensemble des solutions de I’équation 2" = Z sont :

2 2
ZkzC/F(cos(ngﬂ)+isin<g+ﬁ)>/0§k§"_l-
n n n

n

2.4.4 Racines n'“" de ’unité

Les racines n'®™ de 'unité sont les solutions de ’équation z" = 1. Les

solutions de cette équation sont : zg, 21, ..., z,_1 ol

2k 2k
2L = <cos (Tﬂ) + 4 sin (Tﬂ)) /0<k<n-—1.

Exemple 2.11 Trouver les racines cubiques de Z = 1, et vérifier que la sommes
de ces racines et nul.
On écrit d’abord Z sous la forme trigonométriques.
On a:
2] = /(1 + (0 =1

Soit 0 € (0,2 [’argument de 1, donc :
x
cosl) = — =

|Z]

. y
=2 ==
Sin ‘ ’ 1



2. Nombres Complexes

62

On obtient : 0 = 0+ 2kn/k € Z. on écrit aussi : 2kn [k € Z.
z=1(cos0+isin0) est la forme trigonométriques de 1.
Cherchons z = p (cosa + isina) tel que z3 =1, d’on
B=1 p=1

2
3a = 2%kn/k € Z a:%,ke{o,lﬂ}.

Cas k=0, on aura : o =0 donc :
2o = 1(cos0+ isin0) = 1.
27

Cas k=1, on aura : « = — donc :
271
2T . 2w - .
21 =1 cosg+zs1n? =e 3 =]
4
Cas k = 2, on aura :az%danc :
4
1 47T+,. 47 ? 2
z9=1(cos— +isin— | =e = j°.
2 3 3 J

Conclusion : les racines cubiques de 1 sont : 1, j et j>
Vérifions que -1+ j +52 =0
Ona:

Lt j+i7 =7+ j+77 =i+ j+j°), carj?=1
donc,

G-1)(1+ j+7*)=0 dou 1+ j+j2=0carj#1

Exemple 2.12 Trouver les 5-racines de Z = 16v/2 — 161/2i.
On écrit d’abord Z sous la forme trigonométriques.
Ona:

17| = \/(16\/5)2 + (16\/5)2 — 32
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Soit 6 € [0,2nw] argument de Z, donc :

( h_ @ 16v2 V2
| Z]| 32 2’
. y  —16vV2 -2
sinf = = = = .
|Z] 32 2

\

On obtient : 0 = % +2km/k € Z. on écrit aussi : 0 = T + 2kn/k € Z.

7 7
2z =32 (cos Iﬂ + 2 sin Iﬂ) est la forme trigonométriques de Z.

Cherchons z = p (cosa + isina) tel que 25 = Z, d’on

p° = 32 p=v32=2
7 = 7 2k
5a:f+2m/kez a—2—g+i ke {0,1,2,3,4}.
Cas k=0, on aura : a = I donc :
20
5 I n I
20 =2 cos — +isin —
0 20 20
m 2w 3w
Cas k , OM aura : Q 20 + 5 1 donc :
n 3r
cos— isin — | .
4
2(2) 2
Cas k =2, on aura : a = 7—7T W:ﬁ donc :
20 5 20
9 23w s 23T
— —_— mnmn— .
29 cos — 1 18 50
2 1
Cas k =3, on aura :a:7—7r (3) :3_7r donc
20 5 20
9 3l n 31w
=2|cos— +isin —
E 20 20
T 2(4)m 397
as , 0N aura : o 20 + 5 50 onc
9 (co 397 s 397
z4 =2 | cos—— +isin— | .
! 20 20

Conclusion : L’ensemble solutions de ’équation z° = Z est :

{Z07 21y %2y 23, Z4} .



2. Nombres Complexes 64

2.5 Exercices
Exercise 2.13 Résoudre dans C les équations suivantes :
1) 22— 2(2+1i)z+6+8i=0.
2) 22— (1+iV3)z—14iV3=0.
3) 22— 2% +2i(sina) e =0, ova €R.
4) 2% — (15 + 304) 22 — 88 + 234i = 0 cette équation est dite bicarrée.
223 — (1 —1i) 22+ (1 +14) 2 + 20 = 0, sachant qu’elle & une racine imaginaire pur.

Solution.
1) Résolvons [’équation

22 —2(2+1i)2+6+8 =0.
Le discriminant vaut
A =42+ —4(1)(6+8i) = —12 — 16
Soit 6 = a + ib une des racines carrées de /. On a :

0 =-12-16i < (a+ib)’=—12—16i
<~ (a®—V?) +i(2ab) = —12 — 16i

D’ov,
a®— b =—-12 .. (1)
6 =-3+4i<=< 2ab=—-16 ... (2)
a?+ =20 ... (3)
De (1) et (3) ona : 2a*> =8 otta = 2 oua = —2, de "équation (2) on
aura :
‘ . -8 =8
St a=2onobtient b=—=—=—-4
a 2—8
St a= -2 onobtient b=—=—=4
a -2
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Donc, § =2—41 oud = —2+4i, alors l’équation posséde deux racines complexes
sont 2(24+4) + (2 — 4i)
+1)+ (2 -4
21 9 (1) 7
et
212+14) —(2—4
29 = (2+9) Z):1—1—3i

2(1)

2) Résolvons l’équation suivante :
2 (1+V3)z—1+iv3=0.
Le discriminant vaut
A= (1+z\/§>2 —4(1) (—1+i\/§> —2_2iV/3
Soit § = a + ib une des racines carrées de /. On a :

02 =2-2iV/3 < (a+ib)’>=2-2iV3
— (a® —b?) +i(2ab) =2 — 2iV/3

D’ou
a?—0=2 .. (1)
6 =-3+4i =1 2ab=—-2V3 .. (2)
ad+bv=4 ... (3)
De (1) et (3) on a : 2a> =6 otva = /3 oua = —/3, de ’équation (2) on
aura : /3 /3
-3 —=V3
Si a=+/3 on obtient b= =—=-1
a V3
-8 —v3
St a= —+/3 on obtient b:—:izl
PR
Done, § = \/3—i oud = —v/3+i, alors Uéquation posséde deux racines complexes
sont
_ (v +(VB-i) _14v3 VBT
1= 2(1) -2 2
et
(144v3) — (V3 —1) 1-V3_ VB+1,
9 = = 1

2(1) 2 2

3) Résolvons ’équation suivante :

22— 2"z + 2i(sina) e =0, oo € R.
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Le discriminant vaut

A = (267) —4(1) (2 (sina) )
= 4(e"™ — 2isina) e =4 ('™ — 2isina) e
= 4(cosa+isina —2isina) e =4 (cosa — isina) e

= 4(cos(—a) +isin(—a)) e = de i = 4 = (2)%.
Alors léquation posséde deux racines complexes sont :

2ei 4+ 2 14 i ; 2’ — 2 14 efe
= = e e 29 = =—1+e"
2(1) T2

21

4) Résolvons I’équation suivante :
24— (15 + 30¢) 22 — 88 4 234i = 0.

cette équation est dite bicarrée.

On pose d’abord W = 22, donc ’équation bicarrée devient :
W2 — (154 30i) W — 88 4 234i = 0
Le discriminant vaut
A= (15+ 302’)2 —4(1) (—88 4 234i) = —323 — 361
Soit 0 = a + ib une des racines carrées de /\. On a :

02 = —323 —36i <= (a+ib)® = —323 — 36i
— (a® —b%) +i(2ab) = —323 — 36i

Dot
a? —b? = —323 ... (1)
67 =323 —36i <= { 2ab=—36 .. (2)
a? +b* =325 ... (3)

De (1) et (3) ona: 2a*> =2 ota =1 oua = —1, de Iéquation (2) on

aura : 18 18
S7 a=1 on obtient b:__:_T:_18
a
—1 —-1
St a= —1 on obtient b:—8:—18:18
a[ JR—
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Donc, 6 = 1 — 18 ou 6 = —1 + 18, alors l’équation posséde deux racines

complexes sont
(15 + 307) + (1 — 184)

Wy = 2 (1) =8+ 61
et
W, = (15+301)—(1—181):7+24Z.

2(1)
Mais on a : W = 22
Cas 1 : W =8+ 6i = 22, on pose z = x + iy une des racines carrées de /\.

Ona:
2 =846i < (z+iy)*=8+6i

— (2 —y?) +1i(2zy) = 8+ 61

Dot
-y =8 .. (1)
22 =846i<<{ 20y=6 ... (2)
4y =10 ... (3)

De (1) et (3) on a : 22* =18 ov x; = 3 ou 3 = —3, de 'équation (2) on
aura :

St x1 =3 on obtient Yy, = — =
Z1

Wl w
I
—

St x9 = —3 on obtient 1y, = — =
) -3

Donc on aura
21:3+Z et 22:—3—Z
Cas 2 : W =7+ 24i = 22, on pose z = x + iy une des racines carrées de
A. Ona:
P=T+2 — (z+iy)’=7+24
— (2 =y +i(2uy) =T+ 24

Dot
?—yr=T7 ... (1)
P =T424i = 20y=24 ... (2)
4yt =25 .. (3)

De (1) et (3) on a : 2z* = 32 ot = 4 ou x4y = —4, de Iéquation (2) on

aura : b
Si w3 =4 on obtient y3=—=— =3
T3
12 12
SZ Ty = —4 on obtient Y= —=—=

-3
Ty —4
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Donc on aura
z3=44+ 3 et z=—-4—3%

Alors les solutions de ’équation sont :
71=34+1 , 2=-3—1 , 23=44+3 et zy=—-4-—23i
5) Résolvons ’équation
22" —(1—i) 2>+ (1+i)z+2i = 0.

Sachant qu’elle & une racine imaginaire pur.

Soit zg = i, A € R la racine imaginaire pur de l’équation, donc on aura :

28— (1 -2+ (1+i)2+2=0 & 2N+ 1 —-)N+(—1+i)A+2i=0
& (=N + (2P =N+ X+2)i=0
M—-A=XA(A-1)=0.... (1)

—2X = N+ A +2=0....(2)

de (1) on a :A =0 ou A = 1. Remplagons \ = 0 dans l’équation (2) on obtient
2=0, donc A =0 est rejeté.

Remplagons \ = 1 dans l’équation (2) on obtient 0 = 0.

Donc zg =1 est la racine imaginaire pur.

Cherchons a,b et ¢ de C tel que :

22" —(1—i) 22+ (14+1) 2+ 20 = (2 — i) (az® + bz + ¢)
On a :
23— (1—i)22+(14+i)z+2 = (2—1)(az’+bz+¢)

= a2+ b2+ cz—aiz? —ibz —ic

= az®+ (b—ai) 2> + (c —ib) z —ic

Par identification on obtient :

a=2 a=2
a =
b ai— —1 4 b—ai— —14i
“ g “ "odon { b=—1+3i
c—th=1+1 c—ib=1+1 5
c= —

—ic =21 c=—2
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donc [’équation devient :
(z—1i) (222 + (=143i) 2 —2) =0
Résolvons l’équation
222+ (=1+43i) 2 —2=0.
Le discriminant vaut
A= (—1+3i)° —4(2)(-2) =8 —6i
Soit § = a + ib une des racines carrées de /. On a :

0?=8—6i < (a+ib)*>=8—6i
— (a®*—V*) +i(2ab) =8 —6i

D’ou,
a?—0=8 ... (1)
6 =-3+4i<==1< 2ab=-6 .. (2)
A+ =10 ... (3)

De (1) et (3) on a : 2a* =18 ov a = 3 ou a = —3, de l’équation (2) on

aura :

-3 -3
St a=3 onobtient b=—=—=-1
“g 33
St a=—3 on obtient b=—=—=1
a -3
Donc, § =3 —1i ou d = =3 +1, alors l’équation posséde deux racines complexes
sont
—(—1+3 3—1 —(—14+31) —(3—1 1
LB —(1+3)-B-) 1L
2(2) 2(2) 2 2
Alors les solutions de ’équation sont :
. 1 ; 1,
20 =1 z21=1—1 et zp=—=——=1i
0 ;2 2 575

Exercise 2.14 Soit z € C, on pose :
P(z) =2 +223 4222 - 22 + 1.

1) Déterminer les réels a et b tel que :

VzEC*:P(z)=zQ<(z—§>2+a(z—§)+b>.
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2) Résoudre ’équation U* + aU + b = 0, puis l’équation P (z) = 0.
Solution : Soit z € C, on a :

P(2)=2"+22°+222 - 22+ 1.

1) Déterminons les réels a et b tel que :

VZE(C*:P(Z)ZZQ((z—§>2+a(z—§)+b>.

P(2) = ((_§>+(_§)+b>
.

= 24 —2224+1+a2®—az+ b2?

On a:

= 2 +a+0b-2)22-az+1
Par identification on obtient :2* + 223 + 222 — 22+ 1

a=2 a=2
b—2=2 donc,
—a = -2 b=14

VZE(C*:P(z):z2<(z—§)2+2<z—%>+4>.

2) Résolvons ’équation : U? 42U + 4 = 0.

Le discriminant vaut

Alors,

2
A= —4(1) (@) =-12= (2V3i) ,
alors l’équation posséde deux racines complexes sont

—2+2v/3i —2 - 2/3i
_2A v 2

S TEY 2(1)
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Résolvons ’équation P (z) =0
) 1\? 1
P(z)==z z——| +2|z—-]+4]=0.
2 z

22=0= 2=0 (rejeté car z € C*)

1\? 1
<z——) +2(z——)+4=0
z z
1 o 1\? 1 ,
On pose U = z — —, donc léquation | z—— ) +2(z—— ) +4=0 devient
z

z z
U2 4+2U0 +4=0,

les racines de cette derniére équation sont Uy = —1+ V3i et Uy=—-1— V3i

1
Cas1: U = —1++3i=2—=, on aura
z

On a:

P(z)=0«<

1
r——=-14V3i & 22-1=(-14+3i)z
<z

& 24+ (1-v3i)z—1=0
Le discriminant vaut
A= (1—\/§¢>2—4(1) (1) =2 - 2iV/3
Soit 6 = a + ib une des racines carrées de /. On a :

0 =2-2i\/3 < (a+ib)’=2-2iV/3
— (a® —b%) +i(2ab) =2 —2iV/3

D’ov,
ad—-v=2 ... (1)
6= —3+4i<=< 2ab=—-2V3 . (2)
a?+b=4 ... (3)
De (1) et (3) on a : 2a> =6 otta = /3 oua = —/3, de l'équation (2) on
aura : /3
Si a=+/3 on obtient b= —\/§:—_3:_1
a V3
St a=—+/3 on obtient b= _\/gz_—\/gzl
P
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Done, § = V/3—i oud = —/3+i, alors I’équation posséde deuz racines complexes
sont
o (—1+V3i)+ (V3—1i) —1+\/§Jr ~1+3.
L= 2(1) - 2
et
., —(1—\/§i)—(\/§—i)_—1—\/§+1+\/§i

2(1) 2 2

1
Cas 2 : ng—l—\/gi:z——, on aura
z

z—%——l—\/gi & 22—1:—(14-\/32')2

& 2+ (1+V3i)z—1=0
Le discriminant vaut
A= (1+\/§i>2—4(1) (1) =2+2iV3
Soit & = a + ib une des racines carrées de . On a :

62 =2+42iV3 = (a+ib)’=2+2iV3
— (a® —b%) +i(2ab) = 2+ 2iV/3

D’ou
a?—=2 ... (1)
0 =-3+4di<=<{ 2ab=2V3 ... (2)
A+ =4 ... (3)

De (1) et (3) on a : 2a*> =6 otta = /3 oua = —/3, de l’équation (2) on

aura :

Si a=+/3 on obtient bzﬁz_—\/gzl
a V3
St a=—+/3 on obtient b= _\/gzﬁz—l
R
Done, § = \/34i oud = —/3—1i, alors Uéquation posséde deux racines complexes
sont
— (1+V3i) + (V3 +1i) —1+V3  1-V3,
23 = = )
° 2(1) 2 2
et
Lo~ VE) = (V340 —1-VE | —1-V3,
4 = =

2(1) 2 2
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Alors les solutions de l’équation P (z) =0 sont :

—14+vV3 —1++3, —1-v3 1+3.
= + 1 + (

22

21

2 2 2 2
-1+v3  1-V3, -1-v3 -1-V3.
23 = 5 + 5 2 24 = 5 + 5 )

Exercise 2.15 Soient z1 =141, 2z = V3 —i.

1) Donner la forme trigonométrique des complezes suivants : z1, za, 2129

. m LT

2) En déduire les valeurs exactes de cos T2 et sin 12
Solution.

I) Donnons la forme trigonométrique des complexes suivants : zy, z2, 2122

Ona:z=1+i,donc|zn|=V12+12 =12

Soit 01 € (0,2 Uargument de 2z, donc on a :

( I 1 \/Q

cosb) = — = —=—

|21] 2

(\]

) 1
\ |zl V2
™
D,O’l\t, 91 = Z—{—Qk’w/k‘ € 7.

=12 (cosg + ¢ sin %) est la forme trigonométrique de z;.

On a:z=+/3—i, donc |z| = \/(\/§)2 +(-1)*=2

Soit 05 € [0,2r] Uargument de zy, donc on a :

T2 \/ﬁ

0y — 2 — ¥V°
cos 0, 7] 5
. Y2 -1

Oy = 7= = —.
sin 0 2] 5

D'ow, 02 = % +2%n/k € Z. :

-7 .. - . :
29 = 2 (COS o + 2 sin ?> est la forme trigonométrique de z.
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On a:

2129 = <2<cos%ﬁ+isin%ﬂ)) (\/ﬁ(cosg—l—isin%))

= 2V2 (cos (%ﬂ-—i—%) + isin (%TJr%))

= 2V/2 <cos (%) + 7sin (%)) ,
est la forme trigonométrique de z,2s.

2) Déduisons les valeurs exactes de cos % et sin 17T—2

On écrit d’abord z1z5 sous la forme algébrique.
On a:

2z o= (1+0) (V3—i) = (1+v3) +i(-1+3)

est la forme algébrique de z2s.

Par identification la forme algébrique et la forme trigonométrique de nombre

2129, on obtient :

2\/§COS<%>:1+\/§ (COS<1>:1+\/§_\/§+\/6

12 0?2 4
d’ot
2v2sin (13) = =143 Sin<1>:—1+\/§:—\/§+\/6
12 | 12 22 1
Exercise 2.16 Soient z; = —1 — \/3i, 2z, =1 — i deux nombres complexes.
1) Donner la forme trigonométrique des complexes suivants : z1, za, z—;
2) En déduire les valeurs exactes de cos 119—; et sin 119—;
3) Déterminer les racines carrées de : z = —3 — 4.
4) Résoudre dans C l'équation suivante : (22 + 1) (iz?2 — 32+ 1 —3i) = 0.
Solution.
Soient z1 = —1 — /31, 2o =1 —i deuz nombres complexes.
I) Donnons la forme trigonométrique des complexes suivants : z,
5, 2,
<2

Ona:z =—1—+/3i, donc|z| = \/(—1)2 + (—\/5)2 =2
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75
Soit 01 argument de z1, donc on a :

-1

cosf, = S ——

|z 2
. Y1 \/§
sinf; = — = ——
|21] 2

4
D’ow, 0, = ?” + 2kn/k € Z.

4 4
Alors, z =2 <cos ?ﬂ + i sin g) est la forme trigonométrique de z;.

On a:zo=1—1, donc |z| = \/(1)2—1— (—1)2 =2

Soit 05 € (0,27 Uargument de zy, donc on a :

(

)
cosfy = —

1
|22 B \/5

sin92 = £ = _—1 =

\ 2] V2
-

D’O?\L, 92 = T—FQkﬂ'/k € 7.

Alors, z =12 (cos _Tﬂ + ¢ sin %) est la forme trigonométrique de z,.

A7 . A4rw

2| cos— + 2sin —

Z1 3 3
Ona:—=

4 4
— — ﬂ(cos(%—i—%)—i—isin(—ﬂ—i—E))
=2 \/§ (COST + 7 sin —>

3 4
4
19 19
=2 ( cos iedll + 7 sin il est la forme trigonométrique de il
12 12 29
. 19 .19
2) Déduisons les valeurs exactes de cos 1—; et sin 1—27T
On écrit d’abord 2 sous la forme algébrique.
Z2
2 —1-V3il+i —-1+v3 —-1-+3,
Ona:— —. - = + i,
29 1—7 1472 2 2

est la forme algébrique de Sy
)
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Par identification la forme algébrique et la forme trigonométrique de nombre

21 .
—, on obtient :
22

197\  —1++/3 [ (197 _ -1+ V246
2) 2 12) 2v2 4
d’ou

J3sin (119;) _ -1 ; V3 | - (11927T> _ —12;;5 _ —f4— V6

3) Déterminons les racines carrées de : z = —3 — 4i.

\

Soit & = a + ib une des racines carrées de z. On a :

a? - =-3 ... (1)
0’ =-3—di<=< 2ab=—-4 ... (2)
ad+v=5 ... (3)

De (1) et (3) ona : 2a*> =2 ot a =1 oua = —1, de l'équation (2) on

aura : 5
St a=1 on obtient b=—=—=-2
@y 1
St a=—1 on obtient b=—=— =2
a -1
Donc, les deux racines carrées de z = —3 —4i sont 01 =1—21 et 6o = —1+2i

4) Résolvons dans C l’équation (z* + 1) (iz> —3z+1—3i) = 0.
Ona :

(224 1) (22 =32 +1-3i) =0
24+1=0=2>22=—1=2,=1 0u 2y = —1i

i2—32+1-3i=0...(E)

Résolvons l’équation suivante : (E)
Le discriminant A = (=3)* — 4 (i) (1 —3i) = —3 — 4i, d’aprés la réponse
précédente on a 61 = 1 — 2i est une racine carrée de /\, alors l’équation posséde

deux racines complexes sont :

3+(1—2) 4-2 2—i NPT
Z f— o o fr— —_ ’L e
3 2 2% i

3—(1—-2) 2+2 1+1
a 2i 2% g

=—14

Z4
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Alors, S = {1 —2i,—1+ i} est l'ensemble de solution de l’équation (E).

2241=0 Z1 =1 0U 29 = —1
Donc on a : =
iz2—32+1-3i=0 29 =—14+iouzy=1—2i

Alors, S = {—i, i, 1 —2i, — 141} est l’ensemble de solution de l’équation.

Exercise 2.17 Soit z € C.
Déterminer, dans le plan compleze, l’ensemble de points d’affixe z dans cha-
cun des cas suivants :
1—1z c
141z

1
1) 22 eR. 2) z+-€R. 3)
z

Solution.

1) Déterminons dans le plan compleze, l’ensemble de points d’affize z tel que :
22 € R.
On pose z = x +1y ot x,y € R.
2= (v +iy)’ = (2° — 3297 + (32%y — v*) i
Donc,
PER & Imz2=0
& 3%y —yP =0

& yB2?—y*) =0

y (V3z —y) (V3 +y) =0
y=20
& { y =+/3x
y=—V3x
L’ensemble des points M (z,y) est la réunion des trois droites : y = 0, y =
\/§x ety = —\/§x.

2) Déterminons dans le plan compleze, l’ensemble de points d’affize z tel que :

1
z+ - eR.
z
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On pose z = x +1y ot x,y € R.

1 , 1 _ T —1y
2+ - = x+y+ — =T+ + : ;
z x + iy (x +iy) (x — iy)

byt LYW TR YN —
= x4+ =T 1
Y $2+y2 $2+y2 Y x2+y2

2oyt (2y+yP—y
x2+y2 $2+y2

Donc,

1 1
z+-€eR & Im(z—l——):()
z z

& y+yt—y=0

y(a?+y?=1)=0

2+ £0

(| z#0ety#0

L’ensemble des points M (z,y) est la réunion de cercle de centre O (0,0) et
de rayon r = 1 et de droite : y = 0 (I'aze d’abscisses) a lexception le point
0 (0,0).

3) Déterminons dans le plan compleze, l’ensemble de points d’affize z tel que :

1
Y eR.
1+1iz
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On pose z = x +1y ot x,y € R.

1—iz l—i(w+iy) 1+4+y—ix
1+iz L+i(z+iy) 1—y+ix

(1+y—iz)(1—y—iz) (—2?—y*+1)— 2z

(1—y+iz) (1 —y—iz) (1—19)* + a2
—x?—y?+1 —2x
= B) +1 5
(I-y) +22 (1-y) +a?
Donc,
1-— 1-—
Z,ZER < Im Z_Z =
14z 141z
—2x
= 5 =
(1—y)" +a?
(2 =0
=

v #O0ety#1
L’ensemble des points M (x,y) est la droite : x = 0 (l’aze des ordonnées) a

Uexception le point A (0,1).
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3.1 Introduction

La notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des mathéma-
tiques modernes. Il s’agit de dégager les propriétés communes que partagent des
ensembles pourtant trés différents, comme : L’ensemble des vecteurs du plan,

I’ensemble des fonctions, I’ensemble des polynémes, I’ensemble des matrices,...

3.2 Espace Vectoriel, Base, Dimension

3.2.1 Lois de composition interne

Définition 3.1 Soit E un ensemble non vide.
On appelle ” 7 loi (opération) de composition interne dans E 'application

de E x E dans E.
*: RxR — R

(z,y) = xxy

C’est a direVr,y e E:xxy € E.

Exemple 3.1 L’addition dans R est une opération interne car : Vr,y € R :

r+yeR.
+: RxR — R

(r,y) +— z+y

La multiplication dans R est une opération interne car : Vx,y e R:x Xy €

R.
Xx: RxR — R
(z,y) — xxy
Propriétés
Soient £ un ensemble et 7 x 7,7 A7 deux lois de composition interne dans
E, alors :

1) On dit que ” * 7 est commutative dans E si et seulement si et seulement
sl :
Ve,ye E:xxy=yx*u.

2) On dit que ” %7 est associative dans £ si et seulement si :

Ve,y,z€ B (xxy)xz=x%*(y*2).



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 82

3) Soit e € E, on dit que ”"e” est un élément neutre de ” x 7 dans E si et
seulement si :

Vre E,xxe=exx =1

4) Soit x € E, on dit que 2’ de E est le symétrique de x si et seulement si :
rxx =1 xx=e.
5) On dit que ” %7 est distributive par rapport a 7 A ”si et seulement si :

zx(yAz)=(x*xy) A (rx*2)
Ve, y,z € E;
(xAy)xz=(x*x2) A (y*2z)

3.2.2 Groupes

Définition 3.2 Soit E un ensemble muni d’une loi” x”. On dit que (E,*) est
un groupe si et seulement si :

1) La loi” 7 est interne dans E.

2) La loi” =7 est associative.

3) La loi” 7 admet un élément neutre dans E.

4) Tout élément de E admet un symétrique pour la loi” 7.

7

Et si de plus ” x 7 est commutative, on dit que E est un groupe abélien (ou

commutatif ).

Exemple 3.2 (R, +),(R*, x),(Z,+) sont des groupes abéliens.

(N, +) n'est pas un groupe car les éléments de N* n’ont pas de symétrique.

Exemple 3.3 Soit E ={—1,1}, on a : (E, X) est un groupe abélien.

3.3 Espaces vectoriels

Dans cette partie, (k,+,.) désigne un corps commutatif, en pratique k = R

ou k = C. On note par 1y I’élément neutre pour la loi "."
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3.3.1 Structure d’espace vectoriel

On appelle k—espace vectoriel (ou espace vectoriel sur le corps k) tout en-
semble £/ muni d’une loi de composition interne notée @ et d’une loi de compo-

sition externe notée ®

®: EFxFEF — FE QX: kx FEF — E
(r,y) +— Oy (Ny) — A®y

tels que :

1. (E, @) est un groupe abélien.

2.V\pek Ve e £

a) A+ p)@r=0A02)& (o)

b) A® (p@x)=A\p) @z

3.V, yec EVAek: A@(xdy)=A®@2)d (A®y)

4. Vx € E, 1y ® x = x avec 1 'élément neutre de k pour la deuxiéme loi (la
multiplication).

Lorsqu’on ne change pas le corps de base k on peut utiliser I’expression espace
vectoriel au lieu de k—espace vectoriel.

Exemples et conséquences

a) F=R% k=R

®: R?2 x R2 — R2
(z,y), (@ y)) — ()@@, y)=(+2"y+Y)

®: R x R2 — R2?
A (2, y) — A (z,y) = Az, Ay)
(R% ¢, ®) est un R—espace vectoriel.
b) Le corps k est un k—espace vectoriel pour les lois + et ., dans ce cas les
éléments de k sont considérés simultanément comme vecteurs et scalaires.
c¢) C est un R—espace vectoriel et en général sik C L alors L est un k—espace
vectoriel.

Conséquences

Théoréme 3.4 Soient (E,®,®) un k—espace vectoriel, \,u € k et z,y € F,
alors on a

1.ARr=0g<= AX=0, oux =0g

2. AN—p)er=0A®z)—- (t® )

3AR(x—y)=A®2)—(A®yY)
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Preuve. =) A\@ x =0p = A=0k ouz =0g"7
Supposons que A ® z = 0g et A # 0y et montrons que = = Og.

Si A # Oy, alors A" existe dans k (car k est un corps). On a
MoWer)=2"'®0g=0g

et
Meoern)=N"N)@r=Leor=u1

Donc z = 0g.
<:) A=0ouzr=0g=—=A\®Rx =07
Supposons A = 0. On a

O]k®$ = (Ok—l—Ok)@x
= (k)P (0 Rx).

En composant par — (0 ® x), on trouve O ® = = Op.

Supposons maintenant que r = 0g. On a

A®0p = A®(0g+0g)
= (A®0g) @ (A®0g).

En composant par — (A ® Og), on trouve A ® 0 = Og.

2.0n a
AQr = A—p+p) @

(A—p)@z]d (n@).
Ce qui implique que

A—p)@r=A®z)— (L®).

3.0na
AQr = AQ(x—ydy)

M@ @@-yle(Aey).
Ce qui implique que A® (z —y) =(A®@2z) —(ARy). m

Appellations et conventions

- On appelle les éléments de F, les vecteurs.

- On appelle les éléments de k, les scalaires.

- Loi de composition interne & sera notée par +

- Loi de composition externe ® sera noté par . ou x
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Théoréme 3.5 Soient (E,+, xX) un k—espace vectoriel, \,n € k et z,y € F,
alors on a

Az =0g<= A=0 oux=0g

2) (A= p).x=Az)— (1.2)

3) A (x—y)=Nx)— (\y)
Exemple 3.6 1) R? R3.... R" sont des espaces vectoriels sur R.

2) L’ensemble des fonctions f : R — R, est noté F (R,R) est un espace
vectoriel sur R.

3) L’ensemble des suites réelles (Uy),, oy, est noté S (N,R) est un espace vec-

toriel sur R.

4) L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans R, est
noté M, , (R) est un espace vectoriel sur R.

5) L’ensemble des polynomes des degrés n a coefficients dans R, est noté R [x]

est un espace vectoriel sur R.

3.3.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 3.3 Soient E un k—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E.

On dit que F est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E si et seulement si

1) F #0,

2) Va,y € B,V B ek, (Ax+ By) € F.

Remarques
1. {Og} et E sont des s.e.v. de E.
2. R x {Or} est un s.e.v. de l'espace vectoriel R? sur le corps R.

3.S1 Fest un s.e.v. de E et E est un s.e.v. de G alors F est un s.e.v. de G.

Exemple 3.7T E=R xR =R? F;, =R x {0}, F, = {0} x R.

Fy et Fy sont deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires dans E.

Exercise 3.8 Soient les ensembles suivants :

F={(z,y) eR* 1w =y},
F={(z,y,2) e R®: 2z +y+ 22 =0}.

F3={(z,y,2) ER¥:x+y—2z=1}.
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1) Montrer que Fy est un sous espace vectoriel de R?.
2) Montrer que Fy est un sous espace vectoriel de R3.
3) Fy est-il un sous espace vectoriel de R3?
Solution.

1) Montrons que Fy = {(x,y) € R*: x =y} est un sous espace vectoriel de
R2.
On va montrer que :

Fl#@ et VX,YEFl,VA,BER,()\.X‘FB.Y)eFl.

Ona: Fy #0, car (0,0) € F.
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

X€F1:>X:(.I’1,I'2> et r1 = 19

YeF =Y = (y,y2) et y1 =2
Ona:

AX+BY = A (21,22) + B. (y1,42) = (Ax1, Axa) + (By1, Bie)

= (A1 + Byr, Awa + Bya)

De plus on a : \x1+ By, = Axg + By car x1 = To et y; = ¥ys.

Alors, A\ X + .Y € F}

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R?.

2) Montrons que : Fy = {(z,y,2) € R® : x +y + 22 =0} est un sous espace
vectoriel de R3.

On va montrer que :
Fo 20 et VXY € [, VN\,eR, (AX +5Y) € F,.

On a: Fy #0, car (0,0,0) € Fy, puisque 0+ 0+ 2.0 =0
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

XEF2:>X:<$1,JI2,$3) et 1 + a9 + 223 =0...... (1)

Y€F2:>Y:(y1,y2,y3> ety +yo + 2y3 =0...... (2)
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On a:

AX +BY = A (z1,22,23) + 5. (Y1, Y2, y3) = (Az1, Az2, Axs) + (Byi, Bye, Bys)

= = (Az1 + By, Az2 + By2, Axs + Bys)

De plus on a :

(Az1+ By1) + (Aza + Bya) + 2 (Aws + Bys) = A((w1 + w2 4 223)) + +8(y1 + y2 + 2y3)

(. J (.
'

(1) (2)

=A0+80=0
Dou AX +BY € F, .

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
3) Fs={(z,y,2) e R®: 2 +y — 2z =1} est-il un sous espace vectoriel de R3?

F3 est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :

F37é® et VX,YEFg,V/\,BER()\X‘i‘BY)GFg

Ona:(0,0,0)¢ F5 car0+0—0=0# 1.
Alors, Fs = {(z,y,2) € R® : & +y — 2 = 1} n'est pas un sous espace vectoriel.

Proposition 3.1 Soient & un k—espace vectoriel, Fy, Fy deux sous-espaces vec-

toriels de E. L’ensemble défini par
F1+F2 = {$1+Z’23£B1 S Fl 6t.’E2 S FQ}
est un sous-espace vectoriel de E appelé somme de I et F;.

Preuve. 1. I} + I, # () car O = 0g + 0 € F| + F.
2. Soient z,y € F1 + Fy et \,f €k

reM+Fh=zc=x1+120:21 € Fletxzy € [y

et
yel+kh=y=y+y2:y € F1 et ys € F3.
Montrons que Ax + Sy € Fy + F5. On a

e+ Py = ANar+22)+ 8 (1 +y2)
= (Az1+ Byr) + (Ao + By2) € F1 + Fh.
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Proposition 3.2 Soient E unk—espace vectoriel, Iy, F5 et F3 trois sous-espaces

vectoriels de E. Alors, on a

Fy+ F5 = F5 4 Fi, FyNFy, = FyN Fy, FENF=F
Fy C Fy+ F, FiNF,CFy, FNF,CFE
F+E=E, F+F=F, FNE=F
Fy C F3 F; C Fy

et :>F1+F2CF3 et :>F3CF1HF2.
F, C F; F3 CFy

Définition 3.4 (Somme directe)
Sotent E un k—espace vectoriel et Iy, Fy deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que la somme Fy + Fy est directe si Fy N Fy = {0g} et on note Fy; & F.

Proposition 3.3 (Caractérisation de la somme directe)
Pour que deux sous-espaces vectoriels soient en somme directe, il faut et il
suffit que tout élément de la somme F| + Fy se décompose de fagcon unique en

somme d’un élément de F et d’un autre de Fy. C’est a dire,

Fi+F=F&®F <= \V/IGFl—FFQ,E”{L‘lEFl etE”QTQEFQ

r = I + 2o.

Définition 3.5 Soient E un k—espace vectoriel et Fy, Fy deux sous-espaces vec-
toriels de E. Fy, Fy sont dits supplémentaires dans E si et seulement si F1NFy =
{OE} et F1 + F2 =F.

Exemple 3.9 k=R, E=R xR =R? F; =R x {0}, [, = {0} xR. F} et I}

sont deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires dans E.
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3.4 Dépendance, Indépendance linéaires

3.4.1 Combinaisons linéaires

Définition 3.6 Soient E un k—e.v. vy,vs,...,v, € E. On appelle combinaison

linéaires des vecteurs vy, vs, ..., v, tout vecteur v de E de la forme
n
v = )\1’01 + AQ'UQ + ...+ )\nvn = E )\ﬂ)i
i=1

ol )\1, )\2, ceey )\n € k.

Proposition 3.4 (Autre caractérisation d’un s.e.v. par les combinai-
sons linéaires)
Soient & un k—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E. On dit que F

est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E si et seulement si

(1) F#0

2) V(z,y) € F%, Y (A p) €K (\z + py) € F.

| (i.e. I est stable par combinaisons linéaires).

3.4.2 Familles liées, familles libres

Définition 3.7 Soient E un k—e.v., n € N*, (v, v, ...,v,) € E™.
1) On dit que la famille {vy, va, ..., v, } est libre si et seulement stV Ay, Aa,y ...y Ay €
k n
A =0p= M\ =X=..=X\ =0
i=1
On dit aussi que les vecteurs vy, va, ..., v, sont linéairement indépendants.
2) On dit que la famille {vy,vs, ..., v, } est liée si et seulement si Iy, Ag, ..., A\ €
k— {0} : >0, Nv; = 0.

Exemple 3.10 1) Soient v; = (1,0,1), vy = (2,1, —1) deuz vecteurs de R3, on

a : vy et vy sont linéairement indépendants. Car, sotent A1, Aa € R : A\jv1+ 09 =
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Ogs, montrons que A\ = Ay = 0.

/\1U1 + )\21)2 = ORB — /\1 (]_, O, 1) + )\2 (2, 1, —1) = (07 0, 0)
- (/\1,0, )\1) + (2)\2, )\27 —)\2> = (0,0,0)

= (A1 42X, A2, A — X2) = (0,0,0)

A +2X =0
EES /\210
)\1—>\2:0

— A =X=0.

2) Soient vy = (1,1), vy = (2,1), v3 = (—1,0) trois vecteurs de R?. La famille
{v1,v9,v3} est liée. Car,
Sotent A\, Ay, A3 € R : A\jv1 + Aovg + A3v3 = Oz, on a :

)\11}1 + )\QUQ + )\31}3 = ORz — /\1 (1, 1) + )\2 (2, 1) + )\3 (—1,0) = (O, 0)

— ()\1 + 2)\2 — )\3,)\1 + )\2) = (0,0)

(M +20 = X3=0
—

[ A A =0

(=M +2=M+2(-N\)=—\
—

[ A2 =\

donc, \y = Ao = A3 = 0 nlest pas toujours vérifié, prenons \y = 1 on aura
)\2 - )\3 - —1

V1 — Uy — VU3 = (0,0) = 0R27

c’est & dire vi = vy + V3.

Remarque 3.1 1) Pour que la famille {v} soit liée il faut et il suffit que v = 0.
2)Yv € E,{v,v} est lice v—v = 0p.
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3) Toute famille contenant Op est liée.
4) Si la famille {vy, va, ..., v, } est liée alors tout v; s’écrit comme combinaison

linéaires des autres.

3.4.3 Sous-espace engendré par une partie

Définition 3.8 Soient E un k—e.v. et A C E. On appelle s.e.v. engendré par

A Uintersection de tous les s.e.v. de E contenant A et on le note (A) ou bien

Vect (A) = Npsenk.
ACF

En d’autres termes, si A = {v1, v, ..., 0.},
(A) = {v €FE:3I\, A,y Ek v = Zmz} .
i=1

3.4.4 Familles génératrices, bases

Définition 3.9 Soient E un k—e.v. et G C E. On dit que G est une famille
génératrice de E si et seulement si E = (G), c’est a dire si G = {vy,vg, ..., 0.},
on dit que G engendre E (ou G est une partie génératrice de E) si et seulement
St

Yo € E, 3N, Ay Ay s 0 = ZAM
=1

Définition 3.10 Soient E un k—e.v. et B une partie de E.

On dit que B est une base de E si et seulement si B est a la fois, libre et
génératrice de E.

C’est & dire, si on pose B = {ey, e, ...,e,}, alors B est une base de E si et

seulement si

Vo € B, (A Ay da) €K 1= N
=1

Dans ce cas, A1, \a, ..., A, sont appelés les coordonnées (ou bien les composantes)

de x dans la base B.

La base canonique de R?

Définition 3.11 Soit B = {e1,e3} ot e; = (1,0),e5 = (0,1).

B est dite la base canonique de R?. Car :
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a) B est libre, en effet : soient a, f € R : ae; + ey = Op2

aey + fes =0g2 «(1,0)+ 3(0,1) = (0,0)

(057 B) = (Ov O)

a=p3=0.
b) B engendre R?, en effet, soit (z,y) € R?, donc I\, =r € R,y =y e R :
(.I', y) = /\1 (]., O) + /\2 (0, ].) .

Donc, B engendre R? de plus B est libre dans R? , alors B est une base de
R2.

La base canonique de R3.

Définition 3.12 Soit B = {ej,eq,e3} ot e = (1,0,0),e2 = (0,1,0) et e3 =
(0,0,1).

B est dite base canonique de R®. Car :
a) B est libre, en effet : soient o, 5,7 € R : aey + feg + yes = Ogs

a€1+562+763:0R3 - a(17070)+5(07170)+7<07071):(07070)
= (o, 8,7) =(0,0,0)

— a=0,=0ety=0.

Donc, B est libre.
b) B engendre R?, en effet, soit (z,9,2) € R?, 3?2\ € R, 3?7\ € R,I?N\3 € R
tel que :
(z,y,2) = A1 (1,0,0) + A2 (0,1,0) + A3 (0,0,1) .
On a:
(x,y,2) =x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2 (0,0,1) .
dotl, A\ =2, \o =y et A3 =z.

Donc, B engendre R? de plus B est libre dans R? , alors B est une base de
R3.
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Exercise 3.11 1) Montrer que B = {ej,es} ot ey = (1,1), e = (2,3) est une
base de R*.

2) Montrer que B = {ej,eq,e3} ot e = (1,3,2),e2 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) est une base de R3.

Solution.

1) Montrons que B = {e1,ea} oti ey = (1,1),e5 = (2,3) est une base de R.

a) Montrons que B est libre : Soient o, 5 € R, on suppose que : aey + eg =
Oge.

Ona:

ae; + fes =0z = «a(1,1)+5(2,3) =(0,0)

= (a+208,a+33)=(0,0)

de(2)— (1) ona:6=0,(1)=a=-28=0.

On conclut, « = =0, d’ot B est libre.

b) Montrons que B engendre R? : Soit (x,y) € R?, 37X € R, 37X, € R tel
que : (z,y) = A1 (1,1) + X2 (2,3).

Ona:

(l’,y) =\ (1’ 1) + Ao <2a 3) =

De (2)—(1) on obtient : \y = y—x, puis de (1) on aura : Ay = x—2X\y = 3 —2y.
On conclut : I\ =3z -2y e R, =y —x € R tel que :

(z,y) = Bz —2y) (1, 1) + (y — 2) (2,3).

Donc, B = {ey,ea} otiey = (1,1),e5 = (2,3) est une base de R

2) Montrons que B = {ej,es,e3} ot e = (1,3,2),e0 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) est une base de R3.

a) Montrons que B est libre : Soient v, 3,y € R, on suppose que: aey + eq +

ves = Ogs.



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 94

On a:

Oé€1+ﬁ€2+7€3 :OR3 =>a(1,3,2)+5(2,1,—1)+’y(1,—1,1) = (07070)
:>(04—1-26—1—7,304—}-5—7,204—5—}-7)2(0,0,0)

(@ +268+7=0...(1)

De (2) + (3) on obtient : 5 = 0 d’ot a = 0 et de ((1) +(2)) et (a« =0) on
obtient : 36 =0 d’ou B =0 et on aura aussi v = 0. On conclut, « = 3 = v =0,
d’ou B est libre.

b) Montrons que B = {ej,es,e3} ot ey = (1,3,2),e5 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) engendre R3.

Soit (z,y,2z) € R}, 32\ € R, 3?7\, € R, 3?X3 € R tel que :

(ZL’,y,Z) = )‘1 (1737 2) + /\2 (27 ]-) _1) + /\3 <1a _]-a 1) :

On a : (ﬁ,y, Z) = /\1 (1a372) + )‘2 (27 17 _1) + >‘3 (17 _17 1)

d’ou ([E, Yy, Z) = ()\1 + 2/\2 + Ag, 3)\1 + /\2 - /\3, 2)\1 - )\2 + )\3)

on obtient le systéme suivant :

(>\1+2/\2+/\3:ZE ....... (1)

3)\1+)\2—)\3:y ....... (2)

\2)\1—)\2%—/\3:2 ....... (3)

de (2)+<3) 0na:5)\1:y+zd70,&)\1:y‘gz
de (1) + (2) Ona:)\gz%x+%y_%l/\l
_ dx+y—4z

Ar =50+ 5y =5 (594 52)

Wl

15



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 95

de (1), on aura :

1 1 4 1 1 —
Ag,:x_%_xl:x_2<_x+_y__z)_<_y+_z> _eyte

TR TUAT 575 3
On conclut :
5oty — 4 _
=L er 3, =2V TR g g gy, =TV R R
15 3
tel que :
5 4 _
(r,5) =2 (1,3,2) + T 1, -+ T 1

Done, B = {ey,eq,e3} one; = (1,3,2),e2 = (2,1,—1),e3 = (1,—1,1) engendre
R3.

Proposition 3.5 Soient Fi, Fy deux familles de vecteurs de E telles que Fy; C
E5, alors on a

a) Si Fy est libre alors Fy est libre.

b) Si Fy engendre E alors Fy engendre E.

Proposition 3.6 Soient n € N* F} = {vy,v9,...,0,},F» = Fy U {v,1} =
{v1,V2, e, Up, Up i1} deux s.e.v. de E, alors on a

a) Fy est libre et v, 1 ¢ (F1) = F es libre.

b) Fy engendre E et v,41 € (F1) = F| engendre E.

3.5 Théorie de la dimension

Définition 3.13 Soit E un k—e.v. On appelle dimension de E le cardinal d’une
base B de E et on note dim E =cardB.

Exemple 3.12 a) E = R", Bgn = {e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0) , ..., e, = (0,0, ...

dimR" = n.
b) La famille L = {uy,us,u3, us} ,u; € R® ne peut pas étre une base de R?
car : dimR3 = 3 et cardL = 4.

Théoréme de la base incompléte

Soit E' un k—e.v. de dimension finie dim E = n, B = {ey, ea, ..., €,} une base
de E. Soit L = {uy,ug,...,u,}, r < n une famille libre de E. Alors il existe au
moins une fagon de compléter L par (n —r) vecteurs de B pour obtenir une

nouvelle base de E.

D},
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Exemple 3.13 E=R3 B = {e¢; =(1,0,0),e2 = (0,1,0) ,e3 = (0,0,1)} la base
canonique de R3. Soit L = {u; = (1,0,1) ,us = (0,1,1)} une famille libre de R3.
On peut prendre e3 = (0,0,1) de B pour compléter L et avoir une nouvelle base

de R3. L' = {uy,us,e3} est une base de R3.

Proposition 3.7 Soit E un k—e.v. de dimension finie dim E = n. Alors
1. Toute famille libre admet au plus n éléments.
2. Toute famille génératrice admet au moins n éléments.

3. Toute base de E admet exactement n éléments.

Proposition 3.8 Soit £ un k—e.v. de dimension finie dim E = n et soit F' une
famille finie d’éléments de E. On a :.
1. Si cardF = n et F est libre, alors F' est une base de FE.

2. 8i cardF' =n et F est génératrice, alors F' est une base de F.

Exercise 3.14 Soient A = {(2,1), (—=1,1)} et B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} .

1) Montrer que A est une base de R?.

2) Montrer que B est une base de R>.

Solution.

1) Montrons que A = {(2,1),(=1,1)} est une base de R

On a cardA = 2 = dim R?, donc il suffit de montrer que A est libre ou bien
A est génératrice.

Montrons que A ={(2,1),(—=1,1)} engendre R.

Soit (z,y) € R?, 372\, € R, 37\, € R tel que :

(,y) =AM (2,1)+ A2 (—1,1).

2)\1—)\2:1’ ....... (].)
Ona: (z,y) =X (2,1)+ X (-1,1) =

QN —
De (1)+(2) ona : A\ = x_—i—y, et de (1) on obtient : \y =2\, — x = y3 v
QN —
On conclut : A\, = Ty e R, I\ = Y7 ¢ R, tel que :
T +y 2y —x
(wy) = 5= 21+ (=1,1).

Donc A est engendre R2.
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On a cardA = 2 = dimR? et A est engendre R?, alors A est une base de R2.

2) Montrons que B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} est une base de R>.

On a cardB = 3 = dim R?, donc il suffit de montrer que B est libre ou bien
B est génératrice.

Montrons que B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} est libre dans R3.

Soient a, B,v7 € R, on suppose que:

o (1,1,0)+ B (1,0,1) +7(0,1,1) = (0,0,0)..

On a :
0 (1,1,0)+ B(1,0,1) + 7 (0,1,1) = (0,0,0)
(0 +3=0... (1)
=4 at+y=0... (2)
| B+7=0....... (3)
De (1) — (2) on obtient B = v et de (3) ona :2y =0, dou~y=p0=0 et
(1) = a=0.

On conclut, « = =~ =0, d’ou B est libre.
On a cardB = 3 = dimR3 et B est libre dans R?, alors B est une base de
R3.

Proposition 3.9 Soit E un k—e.v. de dimension finie, alors tout s.e.v. F de E

est de dimension finie et on a dim F' < dim F.

Proposition 3.10 Soit F' un s.e.v. de E avec dimFE = n,dim F = p. Alors
1. F' admet un supplémentaire dans E

2. Tout supplémentaire de F' dans E est de dimension n — p.
Corollaire 3.15 Soient E unk—e.v. de dimension finie, F' et G sont deuzx s.e.v.
de E. Alors
Fcd
: . —= F=G.
dim F = dim G

Preuve. ' C G = F admet un supplémentaire H dans G.
dimH =dimG —dim =0 == H = {0g}. Donc

G=F+H=F+{05}=F.
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Théoréme 3.16 (Formule de Grassmann)

Sotent E un k—e.v. de dimension finie. Pour tout F', G s.e.v. de E.
dim (F + G) =dim F + dim G — dim (F N G)
Corollaire 3.17 Si F' et G sont deux s.e.v. de E en somme directe. Alors
dim (F & G) =dim F + dim G.
Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 3.14 Soit E un k—e.v. et F' une famille d’éléments de E. On ap-
pelle rang de F' et on note rgF' le nombre maximal de vecteurs de F' qui sont

linéairement indépendants.

Exemple 3.18 Soit B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

On a :Vo,B,7 € Ria(1,1,0) + 5(1,0,1) +v(0,1,1) = (0,0,0), on aura :
a=0p=v=0.

D’ot les vecteurs de B qui sont linéairement indépendants, donc rgB = 3

Exemple 3.19 Soit F = {(1,2),(1,0),(1,—1)} avecv; = (1,2),v5 = (1,0) ,v3 =
(1,-1).

remarquons que v; = 3vy — 2v3 donc toute famille de 3 vecteurs est liée, on
déduit que rgF < 2.

Mais, {ve,v3} est libre, en effet : Vo, € R,a(1,0) + 5 (1,—1) = (0,0),

on aura : o = 3 =0. Alors, rgF = 2.

3.6 Exercices

Exercise 3.20 1) On considére les vecteurs vy = (1,—1,2,1), vy = (2,1,0,1),
v3 = (3,3,—2,1), on note Ey = (v, vq, v3).

Déterminer une base de Ej.

2) Soit

E2:{($ayaz7t)€R4$_y+2—2t=0 etZE—Z—tzo}

Montrer que Ey est s.e.v de R* et en donner une base.

Solution.
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1) By = (vy,v9,v3) ot vy = (1,—1,2,1), ve = (2,1,0,1) et v3 = (3,3, —-2,1).
Déterminons une base de Ejy :
Vérifions d’abord si {vi,ve,v3} est linéairement indépendante dans R* :

Soient o, B,v € R, on suppose que:
a(l,-1,2,1)+3(2,1,0,1) +v(3,3,—-2,1) = (0,0,0,0)

On a :
a(l,-1,2,1)+3(2,1,0,1) +~(3,3,—-2,1) = (0,0,0,0)

(0 +28+37=0....... (1)

—a+fB+3y=0.... (2)

Ona:3)=a=nv e (4) = =—y—a=—2y on remplace les valeurs
a = et f = —2v dans l’équation (2) on obtient —y — 2y + 3y = 0 on aura
0 =0, le méme résultat si on remplace o« =y et f = —2v dans l’équation (3)

On conclut, « = v, f = =2y et v € R, alors la famille {vy,vs,v3} est liée
dans R*.

Pour plus de détail voir [’exemple suivant, si on prend v = 1 d’ot o = 1,
B=—2ce€t

(1,—-1,2,1) + (—=2)(2,1,0,1) + (3,3,—2,1) = (0,0,0,0)

Muaintenant vérifions si {vi,vs} est linéairement indépendante dans R* :

Sotent o, B € R, on suppose que:
a(l,-1,2,1)+p(2,1,0,1) = (0,0,0,0)

Ona :
a(l, —1,2, 1) —1—5(2, 1,0, 1) = (0,0,0,0)

a+28=0
_ =0

= ath =a=0£=0
20 =0

a+pB=0



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 100

Donc, la famille {vy,vo} est libre dans R*.
On a : {v1,v2} engendre E; et libre, alors {vi,vs} est une base de Fy et

2) On a :

E2:{(x7y7z7t)€R4:x_y+Z_2t:0 6t$—Z—t:0}

Montrons que Es est s.e.v de R* et en donnons une base.

E, est un sous espace vectoriel de R* si et seulement si :
E2 7’é @ et \V/X,Y S EQ,\V//\,B eR: ()\X +6Y) S EQ.

Ona:Ey#0, car (0,0,0,0) € Ey, puisque 0—0+0—2.0=0et0—-0—0=0
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

Xeb=X= (I17I2,$3,$4) €t$1—ZL’2+$3—2(L’4:O, r1— T3 — 24 = 0...... (1)

YeE, =Y =w,vyysys) ety1 —y2+ys —2ys =0, y1 —y3 —ya = 0...... (2)

Ona: ANX+BY =\ (21,22, 23, 24) + 5. (Y1, Y2, Y3, Y1)

= ()\xlv )‘I27 )\.1'3, )\1’4) + (5yla 6y27ﬁy376y4)

= | Avy+ Byy, Ava+ Bya, Avg+ Bys, Ava+ Byg

21 z2 z3 z4

De plus on a :

21 — 2y + 23 — 224 = (Ax1 + By1) — (A2 + Bya) + (Awz + Bys) — 2 (Avg + Bya)
=ANxy —xot+23—2x4) +B(y1 — Y2 +ys —2y4) = A0+ 5.0=0
21— 23— 24 = (Ax1+ By1) — (Axs + Bys) — (Arg + Bya)

=Ary—23—24) +BW1—ys—vys) = A0+ 5.0=0

Dou NX+ Y € E; .
Done, Es5 est un sous espace vectoriel de R*.
Donnons une base a By = {(z,y,2,t) ER* 1z —y+2—-2t=0etx—2—t=0}
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Cherchons d’abord une famille génératrice a Fy :

Ona:
r—y+z—2t=0 y=—x+3z
=
r—z—1t=0 t=x—=z2
Soit
(x,y,2,t) € By = (x,y,2,t) = (x,—x+32,z,x— 2)

= (x,—z,0,2) + (0,32, 2, —2)

= 2(1,-1,0,1) + (0,3,1,—1)

Alors, By = (wy,wy) ot wy = (1,-1,0,1) ,we = (0,3,1,—1)
Vérifions si {wy,wq} est linéairement indépendante dans R* :

Soient a, B,v7 € R, on suppose que:
a(l,-1,0,1)+ 5(0,3,1,—1) = (0,0,0,0)

On a:
a(l,-1,0,1)+4(0,3,1,—1) = (0,0,0,0)

a =0 (1)
—a+38=0..... (2) a=0
= =
B=0.iirnn. (3) p =
| a—03=0...... (4)

On conclut, « = 8 =0, d’ot {wy,ws} est libre dans R?.
On a : {wy,wy} engendre Ey et libre, alors {wy,ws} est une base de Fs et

Exercise 3.21 Montrer que dans R3, les vecteurs vy = (2,3, —1), vy = (1, -1, —2)
engendrent le méme s.e.v que : wy; = (3,7,0), wy = (5,0, 7).

Solution.

Montrons que dans R3, les vecteurs v; = (2,3,—1), v, = (1,—1,-2) en-

gendrent le méme s.e.v que : wy = (3,7,0), wy = (5,0,—=7).
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Soient A\, B € R, on suppose que: v; = (2,3,—1) = X (3,7,0) + 5 (5,0, 7).
Ona:

A(3,7,0)+ 8(5,0,—7) = (2,3, —1) = { TA =3 2)
| —78=—1....(3)
3 3 1
De(Q):/\:? et (3) = 0 = etde(l):3(?)+5(?> =2, d’ou
9 —
donc,

o — (;) (3,7,0) + (;) (5.0,-7) et v — (g) wi + <;> ”

Soient \, 3 € R, on suppose que: vy = (1,—1,—-2) = X (3,7,0) + (5,0, 7).
Ona :

A(B,7,0)+8(5,0,-7)=(1,-1,-2) =< TA=—T....... (2)

-1 2
de (2) = A= 2 et (3) = = = remplagons A et B dans (1) on obtient :

SZ)OZ’:)) (;) +5 (;) 1, dioul—1.
vy = (‘71> (3,7,0) + (%) (5,0,-7)
- (el
- G

et

= @)

On a:



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 103

On conclut, que les vecteurs vy = (2,3,—1), vy = (1, —1,—2) engendrent le

meéme s.e.v que : wy = (3,7,0), we = (5,0,=7).

Exercise 3.22 Soit B = {v1,vy,v3} tel que v; = (1,2,0),v3 = (0,2,1),v3 =
(—1,0,3).

1) Montrer que B est une base de R3.

2) Décomposer le vecteur v = (16, —4,4) dans cette base.

Solution.

1) Montrons que : B = {v1,vq9,v3} tel que v; = (1,2,0),v9 = (0,2,1) ,v3 =
(—1,0,3) est une base de R3. Il suffit de Montrer que B = {vy,vs,v3} est libre
dans R3.

Soient a, 3,7 € R, on suppose que:

a(1,2,0)+5(0,2,1) +v(-1,0,3) = (0,0,0)

Ona: a(1,2,0) + 8(0,2,1) +v(~1,0,3) = (0,0,0)
(=7 =0....... (1)
= 20+28=0....... (2)
[ B+3y=0....... (3)

de (1) =~v=acet(2)=0=—a

3)= —a+3a=0,dota=0

On conclut, « = =~ =0, d’ou B est libre.

On a cardB = 3 = dimR3 et B est libre dans R®, alors B est une base de
R3.

2) Décomposons le vecteur v = (16, —4,4) dans cette base B.

On cherche o, B,y € R tel que :

v=(16,-4,4) = 2 (1,2,0) + 3(0,2,1) +~v(~1,0,3) .

On a:
(16,—4,4) = «(1,2,0)+5(0,2,1)+~(-1,0,3)

= (a—7,2a+28,8+37)
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Par identification on obtient le systéeme suivant :

de (1) =~v=a—-16et(2) = =-2—a

3)= -2—a+3(a—16) =4, d’ou 2a = 54 donc, « =27, v =27 — 16 =
1letpf=-2-27=-29

On conclut, « = 27,8 = —29,~v = 11, alors la décomposition de vecteur
v = (16,—4,4) dans la base B est :

v =(16,—4,4) = 27(1,2,0) — 29(0,2,1) + 11 (—1,0,3) .

Exercise 3.23 Ftudier la liberté des familles suivantes :

1) A = {(1,2,-1),(-1,1,2),(-1,0,3)}
2) B = {(2,0,-2),(3,2,1),(1,2,3)}

3) ¢ = {(1,-2,1,5),(1,1,1,1),(-1,0,3,0)}

Solution.
1) Etudions la liberté des famille : A ={(1,2,-1),(-1,1,2),(-1,0,3)}
Soient «, B,v € R, on suppose que:

a(1,2,—1) 4 B(=1,1,2) + v (~1,0,3) = (0,0,0)

On a : a(1,2,-1) 4 8(=1,1,2) + v (~1,0,3) = (0,0,0)
(a—B—7=0.... (1)
= 2+ 3 =0....... (2)

—a+28+3y=0.... (3)

\

Ona:(2) = f=—-2aetde(l) onauray=a—F=a+2a doty=3a,
remplagons [ et vy dans ’équation (3) on obtient : (3) = —a—4a+9a =0, d’ou
a=20
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On conclut, « = =~y =0, d’ou A est famille libre.
2) Etudions la liberté des famille : B = {(2,0,-2),(3,2,1),(1,2,3)}
Soient o, 5,7 € R, on suppose que:

a(2,0,-2)+5(3,2,1) ++(1,2,3) = (0,0,0)

On a: a(2,0,-2)4+5(3,2,1) +~v(1,2,3) = (0,0,0)
((20+38+~=0.... (1)

| 20+ B+3y=0.....(3)

Ona:(2) =~v=—0Fetde (1) on aura2a+ 38 — 3 =0 d'ov a = =0,
remplagons « et v dans l’équation (3) on obtient : (3) =25+ — 38 =0, d’ou
0.8 =0, on déduit que 3 il est quelconque. Prenons par exemple 3 =1 on aura

a=—1ety=—1 c’est a dire
On conclut, que la famille B est liée.

Exercise 3.24 Ftudier la liberté des familles suivantes :

1) A = {e*, ze®, e ® ze *}
2) B = {222-3, —z+1, —a*—32>—-22x+1}

3) C = {2241, 23, 23 +22+2}

Solution.

3) Etudions la liberté de la famille : A = {e®, ze®, e, zxe *}.

Sotent o, 3,7, A € R, on suppose que: ae® + fre® +ve ™ + Axe™™ =0
Pour x # 0, on divise par xe® et en faisant tendre x vers 400 on obtient :

6721

lim (O‘e + fze” + e + dze >: lim (a—+ﬁ+’7 +)\e—2x):620
T—+00 xrer x—+00 X x

donc = 0.
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Pour x # 0, on divise par xe™™ et en faisant tendre x vers —oo on obtient :

T —x —x 2x 1
lim (ae +ve " + A\ze ): lim <a€_+7_+)\):)\:0
x X

T——00 re % T——00

donc, A = 0.

Prenons maintenant x = 0 et x = 1, on obtient :

On a : (1) = v = —a, remplagons v dans l’équation (2) on obtient : (2) =
1 1
a(e——) =0, d’ou =0 car (e——) # 0. On conclut, « = =~v= =0,

e e
d’ou A ={e*, xe®, e * xe *} est famille libre.
2) Etudions la liberté de la famille : B = {20 — 3, —x+1, —a*—32? -2z + 1}

Soient «, 3,7 € R, on suppose que:

a(20” =3)+B(—z+1)+v(—2*—32>—2241) =0

On a : a(20® =3)+B(—z+1)+v(-2* =32 —22+1) =0
= —ya'+ (2a—-3y)2*+ (-B-27)r+(B—3a+7) =0
( Y =0
( v =0
20 — 3y =0
= =4q a=0
—pB—=2y=0
( #=0
| f—3a+~v=0

Ona:a=B=v=0,dou B={22>-3, —x+1, —a*—322—-22x+1}
est famille libre.

3) Etudions la liberté de la famille : C = {z* + 1, 23, 2* + 2> + 2}
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Soient a, 3,7 € R, on suppose que: a (x® + 1) + Bz + v (23 + 22 +2) =0

On a: a(w2+1)+ﬁx3+7(x3+x2+2):0
S (B4)at + (@t ) e+ (at2) =0
B4+7y=0.... (1)
= a+y=0..... (2) =a=B=v=0

| a+27=0.....(3)
Donc, C = {x®> + 1, 23, 23+ 2® + 2} est une famille libre.

Exercise 3.25 Dire si les ensembles de vecteurs suivants sont des espaces vec-

toriels, et justifier la réponse :

) B = {(z,y) eR*: 224+ 3y =0}

2) B, = {(z,y) €R?:2y =0}

3) By = {(n,y,2) € R®:3x+ 2y — 4z = 0}

4) Fy = {(v,y,2) eR¥:x4+y=0cety—32=0}

5 Fy = {(z,y,2)€eR*: 20 —y—2=0etx—2y—2=0}
6) Fe = {(z,y) eR*: 22 +y=0}

) o= {(z,y,z, ) eRYV: 20 —y+z=ax+y+z—t=3x+22=1}
Solution.
1) Fy ={(z,y) € R? : 2x + 3y = 0} est-il un sous espace vectoriel de R?.

F, est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
Fi#£0 e VX, YeFR,V\BeER: ANX+8Y)e€F.

On a:Fy #0, car (0,0) € F.
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

XekH=X= (1’1,]32) et 2x1 + 3x9 =0...... (1)

Y€F1:>Y:(y1,y2) et 2y; + 3y2 = 0...... (2)
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Ona: ANX+5Y =\ (z1,29) + B. (v1,y2)
= (Az1, Aza) + (By1, By2)

= (Az1 + By1, Avg + Bys)
De plus on a :
2 ()\131 + ﬁy1> +3 ()\LL’Q + 6y2) = )\(2%1 + 31152) + B(Zyl + 3y2)
(1) 2

— A0+ 80=0
Ona:\NX+pY €F.
Alors, Fy est un sous espace vectoriel de R?.
2) Fy = {(x,y) € R*: xy = 0} est-il un sous espace vectoriel de R?.
F, est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
FQ#@ et VX,YEFQ,V/\,BER()\X"‘BY)GFQ
Ona:Fy,#0, car (0,0) € .
Remarquons que : X = (3,0) € [y et Y = (0,5) € Fy
Mais on a : X +Y = (3,0) 4+ (0,5) = (3,5) ¢ I} .
Alors, Fy = {(z,y) € R? : zy = 0} n'est pas un sous espace vectoriel de R?.
3) F3 = {(z,y,2) € R®: 3z + 2y — 42 = 0} est-il un sous espace vectoriel de
R3.
Fy est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
Fa£0 et VX,Y € Y\ B€R: (\X +5.Y) € F.
On a : F3# 0, car (0,0,0) € F3, puisque 3.0 +2.0 —4.0 =0
Soient X,Y € F3 et A\, € R.
X € F5 = X = (x1,29,73) et 3x1 + 229 —4a3 = 0...... (1)

Y€F2:>Y:(y1,y2,y3) €t3y1+2y2—4y3:0 ...... (2)
Ona:
>‘X + BY = >\ (5131,.1’2,.1'3) + /6 (ylvaayfi)

= (Az1, Az, Az3) + (By1, By, BYs)

= (Aw1 + By1, Axg + BYa, Axs + Bys)
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De plus on a :

3(Azy + By1) + 2 (A2 + By2) — 4 (A3 + Bys)

= A(3z1 + 2w — 4w3) + B(3y1 + 22 — 4y3)

- i -
-~

(1) @)

= A0+B0=0
Dou NX +BY € Fy .

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
4) Fy = {(z,y,2) ER3:24+y=0 ety —32=0} est-il un sous espace vec-
toriel de R3.

F, est un sous espace vectoriel de R® si et seulement si :
F, 7£ 0 et VX,Y € Fy,V\,eR: ()\X—f—BY) € Fy.

Ona:Fy#0, car (0,0,0,0) € Fy, puisque 0+0=0 et 0 —3.0=0
Soient X,Y € Fy et A\, € R.

X€F4:>X:(ZL’1,CC2,I3) 6t$1+l’2:0,$2—3{[‘3:0 ...... (1)

YeEF, =Y =(y1,y2,y3) ety1+y2=0, yo — 3ys = 0...... (2)

Ona: ANX+pBY =X\ (v1,22,23) + 5. (y1, Y2, y3)

= (\z1, Axg, Az3) + (By, By, Bys)

= | Az + Byr, Aza + Bys, Azg + Pys

21 2 23

De plus on a :

21+ 29 = )\1’1 + ﬁy1 + )\1‘2 + ByQ
7y — 323 = ATy + fy2 — 3 (Avs + Bys)

= AMwy—3w3) + B (2 —3ys) = A0+ 5.0=0
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Dou NX +BY € F, .

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.

5) Fs ={(z,y,2) ER3: 20 —y—2=0 et x — 2y — 2 = 0} est-il un sous es-
pace vectoriel de R3.

Fy est un sous espace vectoriel de R® si et seulement si :
Fs#£0 et VXY € F5,V\,eR: (A\NX+3Y) € Fs.

On a : F5 # 10, car (0,0,0,0) € F5, puisque2.0—0—0=0et0—2.0—0=0
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

X € Fs= X =(x1,29,13) et 201 —x9 — 23 =0, v1 — 229 — 23 = 0...... (1)

Y€F5:>Y:(y1,’y2,y3) €t2y1—y2—y3:0, y1—2y2—y3: ....... (2)
Ona :

AX +BY =X (21,22, 23) + B. (Y1, Y2, y3) = (Az1, A2, Axs) + (By1, B2, Bys)

= | Ax1 + Bys, Ava + Sys, Avs + By

21 22 Z3

De plus on a :

221 — 29 — 23 =2 (Az1 + Py1) — (Az2 + Bya) — (A\xs + PBys)
21— 2z — 23 = (A + By1) — 2 (A + By2) — (Awz + Bys)

Z)\(Il—2[L’2—l’3>+6(y1—2y2—y3) :)\0—1—60:0
Dou ANX 4+ B.Y € F5 .

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
6) Fs = {(z,y) € R? : 2% + y = 0} est-il un sous espace vectoriel de R?.
Fy est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :

Fot0 e YX,Y € Fy,VABER: (AX +4.Y) € Fy.
On a: Fs#0, car (0,0) € F.



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 111

Remarquons que : X = (1,—1) € Fs car (1)> + (=1) =0

etY = (—1,—1) € Fs car (=1)*+(=1) =0

Mais on a : X +Y = (1, —1)+ (=1, —1) = (0,-2) & Fy car (0)*>+(—2) # 0.

Alors Fg = {(z,y) € R? : 22 + y = 0} n’est pas un sous espace vectoriel de
R2.

7 EFr={(z,y,z,t) eR*: 20 —y+z=a+y+2z—t=3c+2z=1}

est-il un sous espace vectoriel de R*.

Fr est un sous espace vectoriel de R* si et seulement si :

F77é® et VX,Y€F77V/\,B€R()\X+BY)EF7

On a :(0,0,0,0) ¢ Fr.
Alors Fr = {(z,y,z,t) ER*: 2r —y+2=x+y+2—t=3x+ 22 =1} nest
pas un sous espace vectoriel de R*.

3.7 Applications Linéaires

Définition 3.15 Soient E et F' deux espaces vectoriels surk et f : E — F une

application. On dit que f est une application linéaire si et seulement si

LVe,ye E: f(z+y)=f(x)+ f(y)

2.V ek Ve e E: f(Ax)=\f(x).
Ceci est équivalent a dire
VA uek, Yo,y € B, f (A + py) = Af (x) +pf(y).

On note par L (E, F') ensemble des applications linéaires de E vers F.
Terminologie et notations

Si £ = F, Papplication linéaire f : £ — F' est dite endomorphisme.
Si f est bijective et linéaire de £ — F, elle est dite isomorphisme.

Si f est un endomorphisme bijectif alors c’est un automorphisme.
Remarque 3.2 Si f est une application linéaire alors f (0g) = Op.
Exemple 3.26 Soit

f: R3 — R3
({E,y,Z) — f(x,y,z)z(x—l—y,:c—z,y—i—%)
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f est-il application linéaire ¢ c’est a dire :
(VA pek, Vo,y e B, f (Ar + py) = A (z) + nf (y))?
Soient \, 1 € R et z,y € R, vérifions f (Ax + py) = Af () + uf (y)

T € R = 1z = (11,79, 73)

Yy € R3 :>y = (9179273/3)
Ona :

[z +py) = f(A(@1, 22, 23) + 1 (Y1, Y2, 3))
= f((Az1 + pyr, Aea + iy, Axs + pys))
= (A 4 py1 + Ao + py2, Awy + pyr — A3 — pys, Avg + pyp + 2A3 + 24y3)
= A%y + 22,71 — 3,72 + 223) + 11 (Y1 + Y2, Y1 — Yz, Yo + 2y3)

= )‘f ((331,",132, I’g)) + /’l’f ((y17y27 y3>> = )\f (ZZ’) + ,LLf <y> .
Alors, f est une application linéaire.
Exemple 3.27 Soit
g: R? — R3
(z,y) — glzy)=(r+y2y—z0-y+1)

g n’est pas linéaire car g (0,0) = (0,0,1) # (0,0,0).

Exemple 3.28 Soit

h: R? — R
h n’est pas linéaire car h(X +Y) # h(X)+h(Y).
Proposition 3.11 (Une autre caractérisation des applications linéaires)

Soient E et F' deux espaces vectoriels surk et f € L(E,F), alors pour tout
n €N, (z1,29,...,xy5) € E™, (A1, A2, ..., \p) €K™, on a
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Remarque 3.3 Une application linéaire f € L (E, F) est entiérement détermi-

née par les images des vecteurs d’une base de E.

Exemple 3.29 Déterminer ’application linéaire f :
f: R3 — R?
(x7y72) L f(x7y7z)7

telle que :
(

f(el) = f((laov())) = (17—1)

f(62) = f((071v0)) = (2’3)

L f(€3) = f((070> 1)) = (_172)
({e1, ez, e3} est la base canonique de R3).

Soit (z,y,2) un élément de R?, alors
fx,y,2) = f((2,0,0)+(0,9,0) +(0,0,2)) = f (2,0,0) + £ (0,y,0) + f (0,0, 2)
= xf(1,0,0) +yf(0,1,0) + 2f(0,0,1) =z (1,—-1) + y (2,3) + 2 (-1,2)

= (.73, _‘T) + (2y73y) + <—Z,2Z) = (.f + 2y —Z, =T+ ?)y + 2Z>
Donc, lapplication linéaire [ est définie comme suit :
f: R3 — R?

(x,y,2) — (x4+2y—2z,—x+3y+22).

3.7.1 Noyau, Image d’une application linéaire

Définition 3.16 Soient E et F deux espaces vectoriels surk et f : E — F une
application linéaire.

1. On appelle image de f et on note Im f ’ensemble défini par

Imf = {yeF/qxeEy=f(x)}={f(z),z € E}.

2. On appelle noyau de f et on ker f l’ensemble défini par

ker f = f71({0r}) ={z € E, f (z) = 0p}.
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Propriétés de Im f et ker f

Proposition 3.12 Soient E et ' deux espaces vectoriels surk et f : E — F
une application linéaire.

1. Pour tout s. e. v. Ey de E limage directe f (E) est un s. e. v. de F' ; en
particulier Im f est un s. e. v. de F.

2. Pour tout s. e. v. Fy de F l'image réciproque [~ (F}) est un s. e. v. de

E ; en particulier ker f est un s. e. v. de E.

Preuve. 1. a) On a Op € E; et f(0g) = Op donc Op € f(E;). Par suite

b) Soient y1,y2 € f (£1), donc Jwy, x5 € By, y1 = [ (21) et yo = [ (v2).

ity = f(z)+ f(22)

= [(z1+x2) € f(EY).
c) Soient y € f (E1), A €k, donc 3z € Ey,y = f(x).

Ny = A (2)

= f(Az) € f(E).
Ce qui montre que que f (F;) est un s. e. v. de F.
2.a)Ona f1(F)#0car f(0g) =0p € Fy. Donc 0p € f~1 (Fy).
b) Soient xq, 25 € f~1 (F})

X1, € f_l (Fl) — f(l'l) < F1 et f(l’g) € Fl
= f(r1)+ f(x2) = f(r1+22) € Fy

— x1+x2€f_l(F1)
c) Soient x € f~1(F}) et A €k
refHF) et ek = f(r)eFetrek

= Af(x) = () e i

— v € fil (Fl) .

Ce qui montre que que f~' (F}) est uns. e. v.de F. =
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Proposition 3.13 Soient E et ' deux espaces vectoriels surk et f : E — F
une application linéaire.
1. f est injective si et seulement si ker f = {0g}

2. f est surjective si et seulement si Im f = F.
Preuve. 1. On suppose que f est injective et soit = € ker f
x Ekerf =4 f(.I‘) =0p :f(OE)

— z=0g

— kerf={0g}.

Réciproquement, on suppose ker f = {0g}. Soient z1, x5 € E tels que f (z1) =

f(z2)
f(x) = f(z2) = f(x1) = f(x2) =0p

=  f(x;—2) =0p
= r1 — xo € ker f
= T, — 29 = 0p

- 1 = Ty

- f est injective.

2. Nous avons [ est surjective <= Vy € F,dz € E:y = f () € f (F), c’est
adire F C f(E). Onsait que f(F) C F,don f(E)=F.Imf=F. =
Exemple 3.30 Soit f est une application linéaire définie comme suit :

f: R3 — R3
(xayvz) — f(x7yaz):(yax_zaz)

Déterminer Im f et ker f.
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On a:

ker f = {(z,y,2) €R3: f(z,y,2) =(0,0,0)}
= {(z,y,2) e R®: (y,x — 2,2) = (0,0,0)}

= {(z,y,2)eR3:y=0etx—2=0¢etz2=0}=1{(0,0,0)}.

d’ou f est injective.

On a:

Imf = {f(z,y,2) e R3: (n,9,2) e R} = {(y,z — 2,2) : (x,y,2) € R3}

= {x(0,1,0) +y5(1,0,0) + 2z (0,—1,1) : (z,y,2) € R3}.

Ce qui montre que les vecteurs (0,1,0),(1,0,0) et (0,—1,1) engendrent Im f .
Vérifions que {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est linéairement indépendant :
Soient o, 3,7 € R, on suppose que: «(0,1,0) + 5(1,0,0) + v (0,—1,1) =

(0,0,0)

On a :a(0,1,0)+ 8(1,0,0)+~(0,—1,1) = (0,0,0) =

B =0..... (1)
a—v=0..(2)
L 7 =10 (3)

de (1),(2) et (3) ona:a=p=~v=0, dou {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est
libre.

on conclut que {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est libre et engendre Im f | alors
{(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est une base de Im f. De plus on a :

Imf CR3
et » = Imf=R3.
dim Im f =3 = dimR3

D’ou f est une application surjective.
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3.7.2 Composition de deux applications linéaires

Soient E, F,G trois k—ev et f : £ — F,g : FF — G deux applications
linéaires. Alors go f : E — G est une application linéaire. En effet ;
Soient o, f € ket x,y € K

(go f)(ax+By) = g(f(az+By)) =g (af (x)+Bf(y))

= ag(f (@) + By (f(x)) =alge f)(x)+L(gef)(y).

Proposition 3.14 Soient E et ' deux espaces vectoriels surk et f : E — F
une application linéaire. Si f est un isomorphisme de E sur F, alors f=' est

ausst un isomorphisme de F vers F.

Preuve. Si f est bijective, alors f~! est aussi bijective. Montrons que f~!
est linéaire. En effet, soient o, 8 € k et 2',y/ € F

fTHaa’ +8y) = fHaf (@) +B8F (W)
= [ flaf @)+ B W) =af @)+ B (Y)-
D’ot le résultat. m

Définition 3.17 Deuxk—ev E et F' sont dits isomorphes s’il existe un isomor-

phisme de k—ev de E& sur F' ou bien de F' sur E.
Proposition 3.15 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur k de dimensions

finies. Pour que E et F soient isomorphes il faut et il suffit que dim ¥ = dim F.

3.7.3 Rang d’une application linéaire

Définition 3.18 Soient E et I' deuz k—ev de dimensions finies et f € L (E, F).
On appelle rang de [ et on note rg(f) Uentier naturel rg(f) = dim (Im f).

Remarque 3.4 1. Si B est une base de E, alors pour tout f € L (E,F), on a
rg (f) = dim f ((B)) = dim (f (B)) = rg (f (B)) .
2. Pour tout f € L(E,F), on a

rg (f) < min (dim E,dim F) .
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Théoréme 3.31 (Théoréme du rang)
Soient E et F deur k—ev de dimensions finies et f € L (E,F). Alors, on a

rg(f) = dim E — dimker f.

Proposition 3.16 Soient E et F' deuzk—ev de dimensions finies et f € L (E, F).
Alors
1. f est injective si seulement si dim (Im f) = dim £

2. [ est surjective si seulement si dim (Im f) = dim F.

Corollaire 3.32 SurR, on consideére les espaces vectoriels R",RP et f € L (R", RP),
alors

1. n < p= f nest pas surjective.

2.n>p= [ nest pas injective.

3. n = p, on ne peut rien dire mais
f est injective <= f est surjective <= [ est bijective.

Preuve. Soit f : R” — RP? une application linéaire, alors
dim R" = dim Im f + dim ker f.

1. Supposons par ’absurde que n < p et f est surjective, alors dimIm f =
dim R? = p. Ce qui implique, n = p + dimker f et n < p, contradiction. Donc, f
n’est pas surjective.

2. On suppose de méme que f est injective et n > p. donc dimker f = 0. Ce
qui implique, n = 0+ dimIm f et dimIm f < p = n < p, contradiction. Donc,
f n’est pas injective.

3. Sin = p, on obtient n = dimIm f + dimker f et on ne peut rien dire.

Si de plus, par exemple, f est injective, alors dimker f = 0. Ce qui nous
donne, n = dimIm f et comme n = p, on déduit que f est surjective. Par suite,
f est bijective.

Raisonnement analogue si f est surjective. m

3.8 Exercices

Exercise 3.33 Soit
f: R3 — R?
(iE,y,Z) — (5L’—|—3y,2$—2)



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 119

1) Vérifier que f est une application linéaire.

2) Déterminer ker f le noyau de f, puis donner dim ker f.
3) [ est-elle injective ?

4) Donner dimIm f, puis donner une base ¢ Im f.

5) f est-elle surjective ?

Solution.

1) Vérifions que [ est une application linéaire.

Soient X = (z,y,2),Y = (2,y/, ) eR3 et \,pyeR. On a :

FOX+pY) = f(A(,y,2) +p(@,y, 7))
= f((\z+ pa', \y + py', Az + p2'))
= (Az+ px’ + 3 \y + 3py’, 20z + 2ux’ — Az — p2')
= ANz +3y,20 —2) +p (2 +3y,22" - 2)

= M(@y,2) +uf (¢, ¢,2) = A (X) +uf (Y).

Donc, f est une application linéaire.
2) Déterminons ker f le noyau de f, puis nous donnons dimker f.
Ona:

ker f = {(z,y.2) €R: f(,y,2) = (0,0)}

= {(z,y,2) € R®: (z +3y,2z — 2z) = (0,0,0)}

—1
= {(x,y,z) E]R?’:y:?x et2—2x}

(o150 e,

-1 -1
d’ou le vecteur (1, 3 2) engendre ker f de plus le vecteur (1, 3 2) est libre

-1
car il n’est pas nul en déduit que{ <1, 3 2 } de ker f, donc dimker f = 1.

3) f n’est pas injective car on a : ker f # (0,0,0).
4) Donnons dim Im f
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On a : dimIm f + dimker f = dimR? = 3, on déduit que : dimIm f = 2.

Nous donnons une base a Im f, on a :

Im f C R?
et p = Im f =R?
dim Im f = 2 = dim R?

donc B = {(1,0),(0,1)} la base canonique de R? est base de Im f.
5) [ est surjective car : Im f = R2.

Exercise 3.34 Soit l’application

f: R3 — R3
(z,y,2) —— [(z,9,2) = (z + 22,y + 2,3z + 22)

1) Montrer que f est linéaire.
2) Déterminer ker f et Im f en précisant leurs dimensions.
3) [ est-elle bijective ? Justifier.
Solution.

On a

V(z,y,2) €R® f(z,y,2) = (x+ 22,y + 2,30 + 22).

1) Montrons que f est linéaire
Soient a, B € R et X = (x1,y1,21),Y = (29,92, 22) € R3.

f(aX +BY) = f(axy + Bra, ayr + Bya, az1 + B22)
= (axy+ fre +2(az1 + B22), a1 + Bys + (az1 + B22), 3 (wy + Bra) + 2 (azy + B2z2))
= (a(r1+221) + B (22 + 222) ;0 (y1 + 21) + B (Y2 + 22) , (371 + 221) + B (312 + 222))
= a(xy + 221,91 + 21,301 + 221) + B (w9 + 229, Yo + 29, 379 + 225)

= of (Ihyl,zl) +Bf (52792722) =af (X) +B8f (Y>

Donc f est linéaire.
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2)
Kerf = {(z,y,2) €eR®: f(x,y,2) = Ops}

= {(z,y,2) eR3: (z + 22,y + 2,3z +22) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) eER?:zx+22=0ety+2=0 et 3z +22 =0}

= {(z,y,2)eR3:x=0¢et y=0etz=0}=1{(0,0,0)}.
Kerf ={0gs} = dim Kerf = 0.

Imf = {f(z,y,2) eR’/(2,y,2) e R’}
= {(z+22z,y+ 232 +22)/(z,y,2) € R}

= {2(1,0,3)+y(0,1,0) + 2 (2,1,2) / (x,y, 2) € R3}

= <(1,0,3), (0,1,0), (2, 1,2)> .
——— N N —

ul ug us
Done {uy,us,us} engendre Im f. Montrons que cette famille est libre
Soient «, 5,7 € R/auy + Pug + yuz = Ogs

&U1+6U2+’}/U3:0R3 = a<]—a0)3)+6(07170)+7(27]—72>:(0a070)

= (a+2v,6+7,3a+2y)=(0,0,0)

a+2y=0 ............ (1)
= B+y=0 ... (2)
Ja+2y=0 .......... (3)

(8)-(1) donne 2a = 0 et donc o = 0. On remplace o dans (1), on aura v = 0.
On remplace v dans (2), on aura B = 0. Donc {uy,us, us} est libre.
Finalement {uy,us,us} est une base de Im f et par suite dimIm f = 3.
3) Kerf = {0gs} = f est injective

Imf CR3

. . — Im f = R3 — [ est surjective.
dimIm f = 3 = dimR? ~

espace d’arrivée

Finalement f est bijective.



Bibliographie

1]

J. R1vAUD, Algebre : Classes préparatoires et Université Tome 1, Exercices
avec solutions, Vuibert.

N. FADDEEV, I. SOMINSKI, Recueil d’exercices d’algébre supérieure, Edition

de Moscou

M. BALABNE, M. DurLO, M. FrisH, D. GUEGAN, Géométrie — 2e année

du ler cycle classes préparatoires, Vuibert Université.

K. ALLAB, Eléments d’analyse : Fonction d’une variable réelle. Office des

publications universitaires, (1986).

B. Cawvo, J. DoYveENn, A. CAwvo, F. BOSCHET, Fzxercices d’analyse Iler

Cycle, ler Année de Mathématiques Supérieurs, Librairie Armand Colin
(1977).

D. DEGRAVE, C. DEGRAVE, H. MULLER, Précis de mathématiques,

Analyse- premiére année, Bréal, Rosny 2003.

J. P. ESCOFIER, Toute l’analyse de la Licence : Cours et exercices corrigés,
Dunod 2014.

M. MEHBALI, Mathématiques : (Fonction d’une variable réelle), Office des

publications universitaires, 1 Place centrale de Ben-Aknoun (Alger).

J. M. MONIER, ANALYSE MPSI / Cours, méthodes et exercices corrigés,
5¢ édition. Dunod, Paris, 2006.

122



	Ensembles, Relations et Applications
	Généralités sur les ensembles
	Ensemble
	Propriétés
	L'ensemble des parties d'un ensemble
	Partition d'un ensemble
	Produit cartésien

	Exercices
	Relations binaires dans un ensemble
	Définition et Propriétés
	Relation d'équivalence
	Relation d'ordre

	Exercices
	Applications
	Restriction et prolongement d'une application
	Composition des applications
	Injection, surjection et bijection
	Applications réciproques
	Image directe
	Image réciproque

	Exercices

	Nombres Complexes
	Introduction
	L'ensemble des nombres complexes C 
	Définition d'un nombre complexe
	Opérations dans C 
	Le plan complexe
	Forme trigonométrique d'un nombre complexe

	Equation du second degré dans C 
	Equations du second degré à coefficients réels

	Racines nimes d'un nombre complexe
	Racines carrées d'un nombre complexe
	Equations du second degré à coefficients complexes
	Racines nimes d'un nombre complexe
	Racines nimes de l'unité

	Exercices

	Espaces Vectoriels, Applications Linéaires
	Introduction
	Espace Vectoriel, Base, Dimension
	Lois de composition interne
	Groupes

	Espaces vectoriels
	Structure d'espace vectoriel
	Sous-espaces vectoriels

	Dépendance, Indépendance linéaires
	Combinaisons linéaires
	Familles liées, familles libres
	Sous-espace engendré par une partie
	Familles génératrices, bases

	Théorie de la dimension
	Exercices
	Applications Linéaires
	Noyau, Image d'une application linéaire
	Composition de deux applications linéaires
	Rang d'une application linéaire

	Exercices

	Bibliographie



