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PREFACE

Ce polycopié est destiné aux étudiants de troisiéme semestre licence mathématiques (LMD). Le contenu de ce
polycopié regroupe le programme enseigné (Maths 3) de licence Génie électrique. 11 est rédigé sous forme de cours
détaillés avec des exercices résolus. Il est présenté avec un style tres simple qui permet aux étudiants une compréhen-

sion treés rapide.

Ce manuscrit a la particularité de dégager les points essentiels qui permettent d’orienter le travail personnel de
I’étudiant. Il est structuré en quatre chapitres ; chacun comporte un cours contenant les définitions, propriétés et théo-
remes dont les preuves simples sont laissées a titre d’application au soin de I’étudiant. On y trouve aussi des exemples
illustratifs, des remarques pertinentes ainsi qu’une série d’exercices résolus de facon détaillée visant 1’assimilation du
cours et I’acquisition des techniques. On y trouvera aussi des exercices sans solutions proposés dans le but de stimuler

I’étudiant a fournir un effort personnel.

Le but des chapitres qui suivent est de définir une notion d’intégrale pour les fonctions de plusieurs variables.
L’une des nouveautés est la richesse des domaines sur lesquelles on peut intégrer. En effet, le domaine d’intégration
d’une intégrale simple est toujours un intervalle (ou une union d’intervalles). Par contre, on peut intégrer une fonction
de deux variables sur un rectangle, un disque, un domaine entouré par une courbe compliquée (on parle d’intégrales
doubles). On peut intégrer une fonction de trois variables sur une sphere, un cylindre, un cone, un ellipsode, etc.
(on parle d’intégrales triples). La plupart des intégrales que vous rencontrerez ne sont pas des aires de domaines
bornés du plan. Nous allons apprendre ici a calculer les intégrales de domaines non bornés, soit parce que I’intervalle
d’intégration est infini (allant jusqu’a +o0o ou —o0), soit parce que la fonction a intégrer tend vers I’infini aux bornes

de I’intervalle.



CHAPITRE 1

INTEGRALES SIMPLES

L’ objectif de ce chapitre est purement technique, le but est d’exposer les principales techniques de calcul des
primitives et des intégrales.

Les fonctions de ce chapitre sont des fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles.

1.1 Primitives

1.1.0.1 Primitive d’une fonction

Définition 1.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle K" de R. On appelle primitive de f, une fonction F' dont
la dérivée est f :

Vo e K, Fl(z) = f(x).

Remarque 1.1. F primitive de f sur K alors pour tout réel ¢, F' + c est une primitive de f sur K et on note :
/f(:v)dx = F(z) +c.

Exemple 1.1.1.

e La primitive de f(z) = 2z est F(z) = 2% + c et on écrit :
/f(:c)da: = /2$daj = 2% + ¢, aveccune constante dans R.

e La primitive de f(x) = cosz est F(x) = sinx + c et on écrit :

/f(a:)da;:/cosa:da::sina:+c, ceR.



1.1 Primitives

Remarque 1.2. La primitive d’une fonction n’est pas unique, autrement dit, si I est une primitive de f, les autres

primitives sont F' + (Constante).

Exemple 1.1.2. Soit la fonction f(x) =2x+ 8. Ona:

F(z) =2+ 8z, H(z)=2>+ 8z +1, G(z) = 2® + 8z — 2020, .....

sont des primitives de la fonction f sur R car

F'(z) = G'(x)

1.1.0.2 Propriétés des primitives

= H'(z) = f(2).

Soient F' et G des primitives respectivement de f et g sur un intervalle K de R. Alors :

1. /(f(x)—l—g(m))dm:/f(ac)d:t:—i—/g(x)dx:

2. /()\f(x))dx:)\/f(:v)dx:)\F(x), VA eR.

1.1.0.3 Primitives des fonctions usuelles

Ces primitives sont a connaitre par coeur.

e [dx =1z + ¢, cestune constante réelle
ofxmdac— 1+c m# —1
e [coszdr =sinx + ¢
ofcos%zdx:—tanx—i—c

1 _
of 1Jr7dac = arctanz + ¢

oftan xdx = —ln(cos x)+c
o J (uf z)dr = Sjﬂ +c,n#—1

'fq; d:c-ln\u( )| +c

x

ofu (x) cos(u(z))dz = sin(u(z)) + ¢

Quelques formules de trigonométrie utiles

Soient a, b et x des réels (quelconques) :

F(x) 4+ G(x).

o [Ldx =In(jz|) + ¢
ofe“”dx:ex—kc

ofsin:vdx = —cosxz+c¢

of dr=—cotz+c
Sln$

° dxr = arcsinz + ¢
f ,/1_12 +

ofe dx—e“(x)—|—c
))dx = —cos(u(x)) + ¢
f u( dx =2y/u(x) +c

ofadx:

ofu ) sin(u

hgm‘FC
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sinx

etanzy = 0-7. ecotz = 7.

ecos’z +sinx = 1. esin(2z) = 2sinz cos z.

ecos’x = H%S(Qx) e cos(a + b) = cosacosb — sinasinb.
esin?z = I_%b(%) esin(a + b) =sinacosb — cosasinb.

ecos(2z) = 2cos’z — 1 =1 — 2sin? x.
1.1.1 Intégrale définie

1.1.1.1 Intégrales simples

Proposition 1.1. Si F est une primitive de la fonction continue f sur [a,b], alors :

b
[ @ = [F@P: = FO) - Fla).

Remarque 1.3. I/ y a une différence entre l'intégrale définie et I’intégrale indéfinie d’une fonction (il ne faut pas
confondre les deux) :
[ f(z)dz s’appelle une intégrale indéfinie de f, c’est une fonction primitive de f.

ff f(x)dx s’appelle une intégrale définie de f, c’est un nombre réel.

Remarque 1.4. L’intégrale f; f(x)dx peut représenter une aire "algébrique". Elle est positive si f > 0 et négative

si f <O.

Remarque 1.5.
b
| @iz = 5@k = 10) - fta)
Proposition 1.2. Soient f et g deux fonctions intégrables sur lintervalle [a,b] et A € R. Alorson a :

1. f+g, f.g, et \f sont des fonctions intégrables sur |a, b].

2. fab M(x)dr = /\fabf(a:)dx.
3 [0(f (@) + g@))de = [0 f(x)da + [0 g(a)da.
4. f;’f(a?)dx =— [ fz)dz.

5. 8i f(x) =0,V € [a,b], alors ff f(x)dx = 0.

=)

. Si f(z) < g(x), YV € [a,b], alors f;f(a:)dx < f;g(x)d:v

7. 8in< f(x) <m,Vz€labletn,meR, alors
b
(b—a)nﬁ/ f(z)dz < (b—a)m.

Exemple 1.1.3. Calculer les intégrales :



1.1 Primitives

1
1. I:fola:dx: [“;] :%.
0

1/2
2 I:/ _wdr
0 V1— 22

On a,

2
§(1+a:3) +c, ceR

a la fin on remplace les borne dans notre intégrale

1 2
2 T 2 3.l 2 1.3 2 3
———dr = [F(1+2¥22=Z(1+2)2—=(1-0)>2
| =tn = GO+ = S0+ i - 50— 0
_ 3 /1 2
- 8V2 9

2
3. 11T = [y T2y,

Ona

1,2 1
x“+x+2 T 1
111 = —_——dx = 1 d
/0 2241 /0(+x2+1+:n2+1)x

1 1
= {x + 3 In(2? + 1) + arctan(z)
0

— a+ime+ Ty ()

2 4

1 T

= 1+-In2+ —.
+2n+4

1.1.1.2 Méthodes de calcul des primitives et des intégrales

A) Intégration par parties

De la formule de dérivation du produit des fonctions :
(wv)' = v'v +w’ w,v, de classe C,

on déduit

et si les intégrales sont définies, u et v ayant leurs dérivées continues sur [a, ] :

b

/a (@ (@) = [u(w)v(w)} - / ()l ()

a

Exemple 1.1.4. Calculer :
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1
1. J:/ xe*dx. On pose
0

et l’on intégre par parties, ce qui donne :

1 1 1 1
J = [wem] —/ e’dx = {xea’] — [ex} =1.
0 0 0 0

1
2. / (x 4+ 1)e"dx. On pose
0

et ’on integre par parties, ce qui donne :

/01(x+1)ewdm _ [(mﬂ)eﬂc]:—/olemdx: [(:E—{—l)e"”];— M;

= e
1
3. / (x 4+ 1)e”“dx. On pose
0

wz)=(r+1) = d(z)=1,

Vi) =e T = wv(z)=-—e",

et l’on intégre par parties, ce qui donne :

1

/Ol(x—l—l)e_’”d:z: = [(xﬂ)*(_e—r)h—/ol(—e—w)dx

- [
= 2—3e .

2
4. / In(z)dx. On pose
1

et l’on intégre par parties, ce qui donne :

2 2 2 2 2
/ In(z)de = [az lnx] - / ldx = [a: lnx] - [x] =—1+2In2.
1 1 J1 1 1
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B) Changement de variables
Pour obtenir une expression plus simple de I’élément différentiel, il peut etre utile de poser =z = (t) dont la

différentielle est dx = ¢'(t)dt; dans ces conditions :
/f(w)dﬂf = /f(cp(t))w’(t)dt = /g(t)dt =G(t) +c=Glp ' (2)) + e

ou G est une primitive de g et ¢ constante. Notons que la fonction ¢ doit a*tre inversible et a dérivée continue.

Pour les intégrales définies, toujours avec x = ¢(t), on a

b B
[ t@ide= [ fo0)¢ (@t = G(5) - Gla),
ol = p~1(a) et B = p~1(b) étant inversible sur [, 5] et & dérivée continue sur |c, A].

Remarque 1.6. Dans la pratique, on prend comme changement de variable t = (x) pour faciliter le calcule

de la primitive.
Exemple 1.1.5. Calculer :

1. Iz/tanxdx

Corrigé
1. I = /tanxdm = / ety 9
cos x
On pose u(x) = cos x dont la différentielle est du = — sin xdx.
d
AlorsT = | & = —Inju(x)|+C = —1In| cosz | +C.
u

Exemple 1.1.6. Calculer

3 1
1. f2 mlnxdx'

On pose

tzlnxidt:ldaz
T

de pluspourt =2 =t=In2, etx =3 =1=1In3,

3 1 1n31 In3
/ 0 dex = / tdt:[ln\t]}
2 TInx In2 In2

In(|In3|) —In(| In2|) = In(

d’ou

In3
In2

).

1
2. Tdr.
On pose
t=x+4+1=dt=dx

10



1.1 Primitives 11

depluspourx =0=t=0+1=lLetx=1=>t=1+1=2,

1 -1 2 1
/ T dr = /tdt:/(t—)dt
o T +1 t ot

= 1—ln|2| —1—ln2

d’ou

C) Intégration des fractions rationnelles

C.1) Intégrale du type [ ﬁl/\dx, AeER:

/ dr=In|x4+X|+¢, ceR
x4+ A
Exemple 1.1.7. Calculer les primitives suivantes

1 2

Ona
1 ) 1 1 1
/ dr = 2/ dx-?[ln\x—i—l\] =2In2.
0 x—i—l 0 .Z'—i—l 0
0
2. [0 2 da.
Ona
0 0 0
5 5 -2 -5 5In3
dr = — dr=—|In|1-2 = .
/_11—2:[;’“" 2 ), 122" 2[“‘ x‘]_l 2
C.2) Intégrale du type f da:, pour A € Retn > 1:

1 1
dr = R
/mm T A om@ et ¢ e

Exemple 1.1.8. Calculer la primitive suivante

C.3) Intégrale du type [ x;f}:;iq dr,oua,b,petqg cR:

C.3.1) Si 22 + px + q (A > 0) possede deux racines réelles o et 3, donc :

Proposition 1.3. Si o # S (A > 0) alors pour tous a,b € R, il existe A,B € R tels que pour tout

z € R\{o, 8} ) y .
axr + .

24+pr+q w—a -0

11
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Application au calcul intégral

Sia# f§,ona,

| w5 = [
- [

= Aln|z—a|+Bln|z—-p

Exemple 1.1.9. Calculer

1. [55 da.

r—«

r—«

A B
+ x—6>dx

)dx+/(xl_36)dm

| +¢,, c€R.

On décompose d’abord _*— en éléments simples :

x B x A N B Alx—-1)+B(z+1)
2—1 (z+1D)@x-1) z+1 z-1  (z—-D(xz+1)
 Ar—-A+Bzx+B (A+B)z+(-A+B)
n (x—1D)(z+1) (x+1)(x—1)
_ 1lz+0
21
par identification, on obtient :
(A+B)=1 (A+B) =1
(—A+B)=0 A=B
1 1
= 2A_1:>A_§ =5
d’ou
r T % n % _ 1 1
2—-1 (z4+1)(z—-1) z+1 z-1 2@+1) 2z-1)
Puis,

3
/;Cdl‘ =
Ve e —1

1
/\[ :U+1) 2(:c—1)

1/ iy
2 )y, G+ @-D™

3
[ln]w—l—l]—l—ln\x—l]}
V2

dx

N | =

1 3
{111]1‘2—1] :§1n2.
2 s 2

Remarque (on peut faire le calcule sans la décomposition mais pas toujours) :

3
/ 2x dx
Ve —1

13 2

/ g

2 ) za?—1

1 53
[ln\x2—1|] =_In2.
2 v 2

12
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3
2. f2 ﬁdaj.

On décompose d’abord xz—l_l en éléments simples :

1 1 A B Alx = 1)+ B(z+1)

2-1  @t+l@=1) 241 21 (@=D@E+1
Az —A+Bx+B (A+B)z+(—-A+B)
(x—D(x+1) (x+1)(x—1)

Ox+1

21

par identification, on obtient :

(A+B)=0 L ArB) =
(~A+B)=1 A=-B

d’ou

22—1 (x+D)(z-1) z+1 =z

Puis,

/Bldx = /3 -1 + L dx
o 221" Jy 2x+1) 2z -—1)

3 222
3. 5 #iamsdr.

2r — 2 _2:5—!—1—3 2r +1 -3

x2+x—2_x2+x—2_:z2+az—2+:z2+az—2

13



1.1 Primitives

14

e b _3
On décompose d’abord ——— e

-3

en éléments simples :

-3

224+x—2

par identification, on obtient :

(A+B) =0

(x —1)(xz +2)
A B
z—1 +x+2
Alx+2)+B(z—1)
(x—=1)(z+2)
Axr +2A+ Bx — B
(x —1)(z+2)
(A+B)z+ (2A - B)
(x+2)(x—1)
0z + (—3)
2 +x—2

(24— B) = —3

=

(24— B) = -3

A=—

= —2B-b=-3=B=1A=-B

d’on
-3 B

-3 -1 1

22+ x—2

Puis,

@—D@+2) z2-1 242

3 3
20 — 2 20 +1 -3
. B - d
/2$2+x—2x /2(9:2+x—2+9:2+x—2)m

3
2z +1 ~1 1
= /( > + +

2+r—-—2 -1 x+2

_tﬁ 2r 41
Ty 2+ —2 x—2

= [ln\a:

_ 21n(§).

)dx

3

/d+
3

—|—x—2]} —[ln\x—l\] +
2 2

2 .T+2w

[ln|x+2|]

3

2

Proposition 1.4. Si « racine réelle double (A = 0), alors pour tous a,b € R, il existe A, B € R tels que

pour tout © € R\{a}
ar +b

A B

2 - +
“+pr+q T—«

Application au calcul intégral

On a,
b
/;lﬂdx _
¢+ pxr +q

(@—a)®

A B
/(x—a+ (av—04)2)daj

14
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Exemple 1.1.10. Calculer

3 x
1. fQ 2 —2z+1 dx.

On décompose d’abord ﬁ{m en éléments simples :

x B x
2 -2z+1  (z—1)?
B A B
-1 + (x —1)2
_ Alx-1)+B
CER:
Az - A+B
CERE
_ lx+0
o ox2 -2z +1
par identification, on obtient :
A=1 A=
=
(-A+B)=0 A=B

d’ou

Puis,

C.3.2) Si2? + px + ¢ n’a pas de racines réelles, écrivons :
b

2
p P
P tprtg=(r-5)"+a-

En posant o = —’23 et B2 =q— ﬁ, on obtient :
22 fpr+q=(x—a)+ 5>

On fait maintenant le changement de variable

r—«

B

t=

1
= dt = Bda:, de plus (z — o) + 5% = B2(t* + 1),

15
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d’ou,

ar +b ar +b
gida: = s pde
2t prta - Brra-1

a(ft+ o)+ b
/ At "

At + B
- [
At B
- /(t2+1)dt+/(t2+1)dt

A
= In| (#* +1) | +Barctan(t) +¢, c€R

2
A —_
Sl (5=

(a lafin on aremplacé t = %).
Exemple 1.1.11. Calculer

Ly issysde. Ona

1 1
r+5 z+1 4
— 2 " dr = d
/0 2+ 2r+5 /0 x2+2x+5+x2+2x+5) *
1 1
1 4
= / v x—i—/ —5 - ——dz
0 2 224+ 2r+5 0 T2 +2x+5

1 2 + 2 oot 4

= |z d S
[2/x2+2x—|—5 x]0+/0 22 +5
[1

0

On calcule Iintégrale fol sl

1
x2+2x+5:(w+1)2+4:(3€+1)2+22:4(($; )2+ 1)

on pose
r+1

t =
2

1

deplus,pourszonat:%etpourleonat:%zl,

)2 +1)|—|—Barctan(xﬁ )+ec, ceR.

1 1
1
1 2 ) ——d
2n|x+a:—|— |] /()x2+2$+5x

16
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puis On a

1 1 1 1
/dx _ /dx
0o ¥2+22+5 o 4((H1)2+1)

a lafin

1 r 11 1
x+95 1 9 / 1
———dz = |=1 2 5 4 ——d
/0x2—|—2x+5x zn\x—i— v | + 0 22w +5

1 1

r+1

‘l :
= 51n\952+2ac+5y

1
+4( { arctan(
L 0 2
1

' ;
= 51r1\962—1—2av—i—5] +2[arctan(x+
i lo
1 8 1
= 5(111(5)) + g - 2arctan(§).

u
C.4) Intégration des fractions rationnelles en ¢ :
On utilise le changement de variable ¢ = e* et donc dt = e*dx d’oudt = tdx.
Exemple 1.1.12. Calculer
1. fol Hﬁd:c.
On pose
t:emjdt:erdxé%dt:dx,

de plus, pourt =0onat=1letx=1onat=e,

on obtient, .
/ 1 dx = /6 ;dt
0 1+e® 1 t(1+1)
On décompose d’abord ﬁ en éléments simples :
1 A B
T R ()
_ A(t+1)+ Bt
N t(t+1)
_ (A+ B+ A
N t(t+1)
o 0t+1
ot 1)

17
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par identification, on obtient :

A+B=0 A=1
=
A= A=-B
= A=1,B=-1,
d’ou
1 1 -1
= -+ ,
t(1+1¢) t (t+1)
Puis,

e 1 c1 -1
/1 t(l—i—t)dt - /1(t+(t+1))dt

[ln]t\—ln]t—i-l\

e

1

= 1-In(e+1)+1In(2) =1+ In(

18
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1.1.2 Exercices corrigés sur les intégrales simples

Exemple 1.1. (Intégration par parties)

Calculer les intégrales suivante :

1 [(a%+ 32?)e”da.
2. [(2z+1)e *dx

3. [e "sinzdx
Calculons les intégrales :

1 [(23 4 32%)evda.

On peut utiliser I'intégration par parties trois fois pour calculer [ (23 + %a:Q)exd. Il est souvent préférable

d’utiliser la méthode de coefficients indéterminés, et on cherche une primitive de = +— (2% + %aﬂ)e‘” sous la

forme (az® + bz® + cx + d) ¥, ob a, b, ¢, d € R. Autrement dit,

1
/(1:3 + §x2)emdx = (az® + ba® + cx + d) €, a,b,c,d € R.

Ona [(az® + bz* + cz + d) e‘”]/ = (2% + 32%)e”

Par identification, on obtient :

= (3az® +2bx+c)e® + (az® +ba? +cx+d)e” = (23 + 1z?)e”
= (az®+ (Ba+b)a?+ (2b+c)z+ (c+d))e® = (28+ 32%)e”
(
a=1 a=1
_1 _ -8
26+c=0 c=10
_ _ —16
C+d—0 \d_T
D’ou

[(@3 + 2a?)etdr = (23 + FLa? + Vo — B+ ¢ ceR

2. [(2z + 1)e *du, intégration par parties

19
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Donc
J@2x+1)e *de = —(2z + 1)e ® — [ —2e “dx

= —(2z+1)e®+ [2e *dx
= —2z+1)e*-2"+C, CeR

Finalement,

/(29& +1l)e¥de=—-2zx+3)e " +C
ounC eR

3. [ e ®sinwdz, intégration par parties

flz) =" = fl(z)=—€"
g (x) =sinz = g(z) = — cos .

Donc

/ex sinxzdr = —e ¥ cosx — /ex cos xdx

encore une deuxieme fois intégration par parties pour [ ™% cos xdz

fla)=e" = fl(x) =—€"

g (z) = cosz = g(z) = sinz.

/e"” cosxdr = e Fsinx + /ex sin xdx

Finalement,

/ex sinxdr = —e” “cosx — (e “sinx + /e‘r sin zdzx)

20
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1
/e:‘c sinzdr = —ie*x(cosar +sinz) +C
onC eR

Exemple 1.2. (Changement de variables)

Calculer les intégrales suivante :

1. f%dw

3. f %di&

Calculons les intégrales :

(34 2y/x)°
1. [ ———————d=.

Onpose:t=3+2x doncdt—id

pose:t = x, =7 T
Alors

(3 +2y/x)° 5

——dx = [ t°dt

1

= ———t6*th 1, CeR

g5+1)

1
= 6(3+2\/§)6+C, CeR
Finalement,

(34 2y/x)° 1 6
— dx = = 2
/ 7 x 6(3+ Vr)° + C,
ouC eR
Inx
2. | ————dx.

fx(l—lnzx) v

1
On pose : t = Inx, donc dt = —dx

x
Alors
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/ Inx
(1 —In?)x
5
3. fde
Vv
On pose : t = 3+ 24/, donc dt !
. = "E’ = —
’ Va
Alors
5
/ (3+2yx) s
N

t
——dt
o=
1 —2t
S R
/am
1
—§ln|1—t2|+c, ceR

1
—§ln|1—(lnx)2\+c, ceR

/ todt

1
(5+1)

1
6t6+C, CeR

1
6(3+2\/a?)6+0, CeR

Ot Lo CeR

Finalement, [ (3+\2/‘§)5 dx = %(3 +2y2)+ C,ouC €R

Exemple 1.3. Calculer :

1. ff xIn(z)dz. On pose

et [’on intégre par parties, ce qui donne :

/1 o ln(a)de

r..2 2 2,2

1
x—lnx —/ x——dac
_2 11 1 2(17
.2 12 1 [2
—Inx —/ xdr
L2 11 2.
r 2 2 2

1

x—lnx —[wﬂ
L 4 1
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2. fog(l — x) sin(z)dx. On pose

et [’on integre par parties, ce qui donne :

[VE]

/0 (1- 2)sin(z)de =

3. 1= fog sin(x)e*dx. On pose

z T
I = [sin(m)ex} - /2 cos(z)e’dx
0 0
Le calcule de fog e cos(x)dz : on pose
u(r) = cos(z) = u'(z) = —sin(z),

V(z)=e" = wv(z) =€,

et l’on intégre une deuxiéme fois par parties, ce qui donne :

Wl

/0 cos(z)e®dz = [cos(:c)ex]2+ /D ? gin(e)e da

23
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d’ou,
. :
I = |sin(x)e” —/ cos(z)e*dx
L Jo 0
r 12 3 bl
= |sin(x)e®| — ([cos(x)ex] +/ sin(x)e*dx)
L 10 0 0
r 12 3
= |sin(x)e®| — [cos(x)ez] -1
lo 0
3 3
= 2] = [sin(m)e”} — [cos(x)ex]
0 0

3 3
[Sin(x)e“] — [cos(x)ex]
= I= 0 0
2
ez 1
= I=—+-.
2 + 2

Exemple 1.4. (Intégration par changement de variables)

Calculer :
1. f; xvzr — ldz.
En posant
t:\/m:dt:w%daz:dx:%dt,
de plus, pour x =2onat = V2—-1= 1et$:50nat:\/5—71:2,
on obtient

5 2
/ oV —lde = / (t* 4 1)t2tdt
2 1

2
= /(2t4+2t2)dt

1
B (2t5+2t3)2_256
B 5 37, 15"

s
2. f02 sin x cos xdx.

En posant

t =sinx = dt = cos xdx,

de plus, pour v =0onat =sin0=0etx =50onat =sinj =1,

on obtient

[VE]
S—
—_
~
QU
~
|
—
N
~
)
1
o —
\
N =

/ sinx cosxzdr =
0

Exemple 1.5. (Intégration des fractions rationnelles)

Calculer les primitives suivantes :
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L [0 )da.

1-ere étape : effectuer la division euclidienne :

X

(2

¢ —x—6 x

Tz +6
)= 241+ ().

—x—6

2-eme étape : d’écomposer en fractions simples :

Tr+6

22—x—6

par identification, on obtient :

(A+B) =7
(=3A+2B)=6

d’ou
T+ 6

T+ 6

Tr+6
(x4 2)(x — 3)
A N B
(x+2) (z-3)
A(x —3)+ B(z+2)
(x4 2)(x — 3)
(A+ B)x + (-3A+2B)
(x4 2)(x —3)
Tr+6
(x +2)(z—3)’

(34+3B) =21
(—=3A+2B)=6

3B+2B:21+6:»B:%A:,

2 —z—6

Alors,
23
22—-x—6

3-eme étape : intégrer :

10 ZL‘3
————du
4 T-—2—6

(x +2)(z

=x+1+(

-3) =z

Tx + 6
-6

)=z+1+

x? -z 5(z +

o 6))d:z:

10
Tr + 6
1 - -
A (x 4+ )+x2—x—6
10
8
+14
A (@ 5(z + 2)
z?
2

2
48+€71n7+§ln2.

10
Tx+ 6
14 (T2
/l (x 4+ +(x2

)dx

n 27
5(x —3)

)dx
10

8 27
+z+-In|(z+2)|+—In|(z—3)]
5 5 )

25



CHAPITRE 2

INTEGRALES DOUBLES

2.1 Itroduction

Dans cette section, nous définissons 1’intégrale double d’une fonction 3A deuxvariables f (z,y) sur une partie bor-
née de R?. Par la suite, nous présentons le calcul pratique des intégrales triples. Enfin, nous expliquons le changement
de variable coordonnées polaires.

2.2 Intégrales doubles

Soit D une partie fermée et bornée de R? (D est limité par des courbes simples dans R?), et soit

f:DcR® — R

(z,y) = fl=,y)

une fonction a deux variables a valeurs dans R définie et continue sur le domaine D. Donc I’intégrale double de f sur

//D f(z,y)dzdy.

2.3 Propriétés de I’intégrale double

Az’re(D)://Dda;dy.

D est donnée par :

1. Aire(D): Si f(z,y) = 1, alors :

26
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2. Positivité : Si f(x,y) > 0 pour (x,y) € D, alors :

/ /D f (@, y)dady > 0.

3. Linéarité : Soient f et g deux fonctions a deux variables qui sont intégrables sur D et A\, u € R, alors :

//D [)\f(x,y) +ug(:r,y)} dxdy = )\//Df(x,y)d:vdy—l—,u,//Dg(ac,y)dxdy.

4. Relation de Chasles : Si D = D; U D2 et D1 N Dy = (), (D et Dy deux domaines qui sont disjoints, i.e.,
Aire(Dy N D2) = 0, alors :

//Df(JC,y)dxdy:/ . f(my)d:cdy—k/ . f(z,y)dzdy.

2.4 Méthodes de calcul des intégrales doubles

Nous intéressons dans cette section au calcul pratique des intégrales doubles.

2.4.0.1 Intégrale double sur un pavé (rectangle)

Soit D = [a,b] X [¢,d] (a < b,c < d) un rectangle fermé du plan R? dont les c6tés sont paralleles aux axes de

coordonnées. Par définition, R = {(z,y) € R?/a <x <b,c <z <d}

¥

ThA©orA me 2.4.1. (Théoréme de Fubini) L’intégrale double d’une fonction réelle continue f sur un pavé (rec-

tangle) D = [a,b] x [c,d] est égale a A deux intégrales simples successives :

//Df(a:,y)dxdyZ/: (/Cdf(x,y)dy>dx:/cd </abf(x7y)dx>dy,

Remarque 2.1. Dans ce cas, ordre d’intégration n’est pas forcé.

Exemple 2.4.1. Calculer les intégrales suivantes

27
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1 I={[[p(@y+y*+1)dady, pour D = {(z,y) e R*/1 <x <2 et 0 <y <3}
Comme I’ordre d’intégration n’est pas important dans cette situation. Alors, nous commencons d’abord l'in-

tégration par rapport a la variable y puis par rapport a x, ce qui nous permet d’obtenir le résultat suivant :

2 3 2719 1 y=3
//($y+y2+1)d$dy = //(fﬂy+y2+1)dydfﬂ=/ [(fﬂy2+y3+y) dx
D 1 0 1 2 3
29

y=0
— /1 (3o +12)de = {(ZwQ + 1296)]

9 75
= 33-12— - =—
4 4

r=2

r=1

2. Soit D = [1,2]x[0,2] C R?et f : D C R? — Rdéfinie par f(x,y) = ye*V. Calculons I = [ Jp flaz,y)dzdy.

2 2 2 w=2 2
I :/ (/ ye‘tydm> dy = / [ewy] dy :/ (e*¥ — e¥)dy.
0 1 0 z=1 0

1 =2 1
= [623/—69] =—e'—e?+ .

ona

2 y—o 4 2

Note : En intégrant d’abord par rapport a x, le précédent calcul nous a pris juste deux lignes. Si nous com-
mengons par intégrer d’abord par rapport a y, nous nous rendons vite compte que le calcul est moins évident.

En effet f12 < f02 yezydy> dx nécessite une intégration par parties pour f02 yeTVdy.

2 y 1 =2
/ ye™dy = [emy — 26”}
0 X xr y=0

2 2 2 r=2

2 1 1 1 1 1
/ (2 =)+ Zde = / 22 x ¥ dx —/ ey + | — = .
1 r 22 x2 1T 1 T2 T,

Une intégration par parties donne :

2 =2 2
1 1 1
/ 9% eXdy = [ X e2$] —/ —— X et dz.
1 & T y=1 1 T

28
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On en déduit que

2 =2 =2
2 1 1 1 1
/ €2x<—2>+2d1’ = [xe%} —l—[—}
1 T x x 1 x|, _
1 1
= 564 — 6 + = 2
Remarque 2.2. 1l faut retenir que dans ’application du Théoréme de Fubini, un choix judicieux de ’ordre
d’intégration s’impose.
Proposition 2.1. Soient f, f1 et fo trois fonctions continues ;
f:DCR?® - R
(@,y) = flzy) = fi(z) X f2(y).

Ici D = |a, [c,d]. Alors :

// izt = [ [ oo nasay= ( [ atone) ( [ o),

Exemple 2.4.2. Calculer les intégrales suivantes :

1. 1= [ [,2zsinydedy, pour D = {(z,y) e R?/0 <z <1et 0<y<m}
On peut remarquer facilement que la fonction f est bien a variables séparées (On peut séparer f en deux

fonction indépendantes). Ce qui donne :

1 s
I:// 2xsinydxdy = </ 2:cda:> </ sinydy)
[0,1]x[0,7] 0 0
1 T
= [332] [ — Cos y] =2
0 0

2. J = [ [psinzcosydudy, pour D = {(z,y) e R®/0<w < F et 0<y < T}
On peut remarquer facilement que la fonction f est bien a variables séparées (On peut séparer f en deux

fonction indépendantes). Ce qui donne :

// sinzx cosydxdy = </2 sinxdm) (/4 cosydy)
0,Z]x[0,7 0 0
[-oose] o],
= | —cosx siny| = -—.
0 0 2

2.4.1 Intégrale double sur une partie bornée et déformée de R>

>

Soit D une partie déformée de R? incluse dans le pavé [a, b] x [c,d]. Donc, la partie D peut se présenter sous

I’une des formes suivantes :

29
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Forme 1 Domaine compris entre les graphes deux fonctions et deux droites verticales : Soient g et go deux

fonctions continues sur [a;b].

D={(z,y) eER*/a<z<bet gi(z) <y< ga(x)}

Forme 2 Domaine compris entre les graphes deux fonctions et deux droites horizontales : Soient hy et ho deux

fonctions continues sur [c;d]. D = {(x,y) € R?/c <y <d et hi(y) <z < ha(y)}.

ThA©orA ‘me 2.4.2. (Théoréme de Fubini) Soit f : R? — R continue sur D. Alors, on a

1. Si D s’écrit sous la Forme 1 :

| [ ey~ | b( /g g(()) f(x,y>dy)dx.

2. Si D s’écrit sous la Forme 2 :

| [ sy = | d( / T;(j)f(x,y)dw>dy-

courbe
d'équation
|A y :122(“") Ay
I courbe _
| d'éq]uati_on b
X= ~ courbe
v =m0) > ~~ d'équation
courbe x = hyy)
“—t— déquation Cl— — —
| | y=&
> >
a b X X

Exemple 2.4.3. Calculer les intégrales suivantes :

1. Soit D le domaine de R? compris entre les droites d’équations x =1, x=4 et les deux paraboles d’équations
p q p q

respectives y = (x — 2)? — 4, y = —(z — 3)? + 4. On considére sur D la fonction f définie par f(x,y) =

3x — 2y + 1. Nous allons calculer I'intégrale I = [ [, f(x,y)dxdy.

Posant g1(x) = (x — 2)2 — 4 et go(x) = —(x — 3)2 + 4, on voit facilement que sur ’intervalle [1,4], on a

g1 < go2 quel que soit x.

I=[[,(8z—2y+1)dady, pour D = {(z,y) e R*/1 <z <d et (z—2)? —4<y < —(
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=

5|LA

FIGURE 2.1 - D = (1,y) € R?/1 <2 <4,91(2) <y < go().

Comme le domaine D s’écrit sous la Forme 1. Donc, notre intégrale se calcule de la maniere suivante :

4 —(z—3)2+4
I= // (Bx — 2y + 1)dzdy = / </ (3x—2y+1)dy>dm
D 1 (z—2)2—4

4 y=—(z-3)>+4
= / {(333 + 1)y — yﬂ da
1 y=(z—2)2—4

4
= / (=223 — 22° + 552 — 30)dx
1

1 2 55 1

2. 11 = [ [, mdmdy,pourD ={(z,y) eER?/x>1, y>1et z+y<3}
On va essayer de trouver les bornes d’intégrations. On peut écrire le domaine d’intégration comme suivant :
cas 1 :

D={(z,y) eR}/1<y<2et1<x<3—yh

Comme le domaine D s’écrit sous la Forme 2. Donc, notre intégrale se calcule de la maniére suivante :

e e VA L A e

2 1 1
- /1 (2(1 +y)? Y

cas 2 :

D:{(:c,y)ER2/1§x§2 et 1<y<3—uz}
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Comme le domaine D s’écrit sous la Forme 1. Donc, notre intégrale se calcule de la maniére suivante :

1= i = ([ o el

2 1 1
- /1 (2(1 T2 84

2.4.2 Changement de variables

Les coordonnées cartésiennes (x;y) ne sont pas toujours les plus adaptées au calcul d’une intégrale. On préfere
parfois utiliser d’autres systemes de coordonnées. Il est alors nécessaire d’exprimer dans ces systemes de coordonnées

les éléments de surface ou de volume.

Il existe des outils généraux, basés sur des calculs de dérivées partielles et de dé- terminant .
Soit (®(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) une bijection de classe C' de A € R? sur D C R2. A porte sur (u,v) et D
porte sur (x,y).

OnaD = ®(A) & A =d (D)

On supposera en outre que les fonctions x et y admettent des dérivées partielles continues sur A. On définira le

Jacobien de I’application & par;

dz  dx
J = du dv ’
dy dy
du du
et
dx dx
Ju  do dr dy dy dx
det — du dv _ (& AN A4 hated
et(J) dy dy (du % du) du % dv)
du  du
de plus et
_,drdy dydx
| det(J) [=]| Tudu  dude

est la valeur absolue de déterminant du la matrice Jacobienne ne doit pas s’annuler sur A pour que I’application ¢

soit inversible. Alors.

//Df(az,y)dxdy = //Af(:c(u,v),y(u,v)) | det(J) | dudv
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Par la suite, nous présentons deux exemples différents qui montrent que le changement de variables est trés

important dans les deux situations suivantes :
(1) le domaine D est délimitée par quatre droites.

(2) le domaine D est délimitée par des formes circulaires.

Cas 1: La partie D est délimitée par quatre droites

Exemple 2.4.4. Calculer

I= [ [p(z+2)*dady, pour D = {(z,y) € R*/ —2<az+y<2e —1<z—y<1}

En utilisant le changement de variables suivant, on pose

u=zx+y x ="
v=o—y v ="
Dans ce cas, la matrice Jacobienne est donnée par :
dz dz 1 1
J: du dv — 2 2
dy dy 1 _1
du du 2 2
et
11
5 5 1 -1 1 1 -1
det(J)=| 2 2 =(=X —)—(= X =)= —
=2 2 |=Gxg)-Gxy =3
2 2
de plus
-1 1
det(J) |=| — |= =.
[det() 1= - 1= 5

Avec ce changement de variable, le nouveau domaine /\ s’écrit alors :
A={(u,v) eER*/ —2<u<2e —1<v<1}

La démarche du calcul de notre intégrale est :

1://l)(x+2)2dmdy _ //A(U;U—i—Q)Q;dudv:/_ll(/_Z(U;U+2)2;du>dv

LMl ou+w u=2
- - 2)3 d
ﬁ/lk( 2 +>} 0

L1 v 3 v“:723
= [ 3G+ -G+
R 3y _ (Y gy !
- [ Gr-G)|
1.7 3 ) 1 53
= 6((5)4 - (5)4 - (5)4 + (5)4) =3
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Cas 2: Coordonnées polaires
Lorsque le domaine D est délimitée par des formes circulaires, cela nous permet d’utiliser les coordonnées

polaires comme changement de variable. Pour cela, on considere les variables suivantes :

x = xz(r,0) = rcos(f)
y =y(r,0) = rsin(6).
Comme rappel, notons qu’un point M = (x,y) est caractérisé par :

— sa distance a I’origine r = \/x2 4+ y2, (r > 0)

— et son angle § = arctan(¥) (d’une maniére générale 0 < 0 < 27).

xT

vk

L

FIGURE 2.2 — Coordonnées polaire

En utilisant les coordonnées polaires, la matrice Jacobienne s’écrit souvent :

ox Oz :
oL oL cos(f) —rsin(6

J=| o | = ©) ©) = det(J) =r.
% % sin(6)  rcos(6)

Par conséquent, on a :

/ /Df (@, y)dedy = / /A f (rcos(6),rsin(0)) rdrdo,

Exemple 2.4.5. Calculer en utilisant le changement de variables (les coordonnées polaires) :

1. I = f f D y?>dxdy, en utilisant les coordonnées polaires, avec
D= {(z,y) e R*/1 < 2® +y* < 4}.

Le passage en coordonnées polaires
x = rcos(f)
y = rsin(0),

donne immédiatement

I= / /D y*drdy = / /A (rsin(0))?rdrdd = / /A 73 sin(6)%drde,

34



2.4 Méthodes de calcul des intégrales doubles 35

P
" 4h W
. W &
-

FIGURE 2.3 — Domaine d’integration

avec le domaine

A={(r0) eR}1<r<2et0<6<2r}.

Finalement, on obtient

2 2m r=2 2m 1
// drd@—/ r3drx/ sin(0)%dd = [17"4] x/ 1LS(%)dH
A 1 0 4 r=1 0 2

15 J1 in(20)1%=2"
_ 15 79+sm( )

4 2 4 oy
15
= 471'.

Exemple 2.4.6. Calculer en utilisant le changement de variables (les coordonnées polaires) :

. z . . .
1. I = f f D dedy, en utilisant les coordonnées polaires, avec

D = {(z,y) eR?/e?+ 2 <letz > 0}.

p
N

Le passage en coordonnées polaires

x = rcos(h)

y = rsin(d),
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donne immédiatement

T 7 cos 0
//Dl+a:2+y2 ey //A1+7“2(c0529+sin20)r "

- [
a A]- T2

A:{(T,Q)ER2]0§7”§161‘_77T§0<_77T}.

cos Odrdo.

avec le domaine

Finalement, on obtient

/ / 5 COS Odrdo

1 jus
/ drx/2c059d0
1+7"2 %Tr
1
_ /1
0
r=1

= 2[r—arctanr] =2— —.
r=0

2. 11 = f fD V22 + y2dxdy, en utilisant les coordonnées polaires, avec
D = {(a:,y) eR?/x? + 42 < 1}.

Le passage en coordonnées polaires
x = rcos(h)
y = rsin(f),

donne immédiatement

II:// Va2 + y?dxdy ::// \/7“2(00829+sin20)rdrd0:// r2drde,
D A A

avec le domaine

A={(r0) eR" x[0,2n]/0<r<1ler0<f<2m}.

Finalement, on obtient

1 2 3qr=1 9=2n
2
// r2drd9:/ 7’2dr></ 1d6 = [T] X [9] :—W.
A 0 0 31— 6=0 3

36



2.5 Exercices corrigés sur les intégrales doubles 37

2.5 Exercices corrigés sur les intégrales doubles

Exemple 2.1. Calculer Iintégrale double suivante :

1. 1= [ [p(a*+ y*)dady lorsque :

(@) D={(z,y) eR?/ —1<z<0et 0<y<1}
(b)) D={(z,y) ER?/0<y<2et —y<z<y}
() D={(x,y) eR?/§ <a?+y> <3 et y >0}

2 D={(z,y) eR?/-1<a<0et 0<y<1}

Ici, le domaine est un carré, il est possible de séparer les variables :

I://D(a;2+y2)dxdy = // 2dxdy+// y2dxdy |
() ([:a) ([ ) [+
- (LB

3. D={(r,y) eR?/0<y<2et —y<z<y}

Comme le domaine D s’écrit sous la Forme 2 (nous intégrons d’abord par rapport a x puis par rapport a y).

Donc, notre intégrale se calcule de la maniére suivante :

I= //D(ZU2 +92)dedy = /02 </_Z(£L’2 —i—yQ)d:v)dy = /02 ﬁ; —I—ny] o dy

4. D = {(z,y) € Rz/% < 2?2 +y? < 3 et y > 0}. en utilisant les coordonnées polaires. Le passage en

coordonnées polaires donne immédiatement

I://(wz—i-yQ)d:rdy:// r2(00529+sin29)rdrd0:// r3drdd,
D A A
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avec le domaine

A ={(r,0) e R* x[0,27]/
Finalement, on obtient
f CIN 1=V 0s
// r5drd9:/ r3dr /2 1d60 = [T] x M _ 3om
A 1 - 4 re=L1 =7 16
vz 2 7z 2

Exemple 2.2. Calculer les intégrales doubles suivantes :

1. I = [ [p(zy+y*)dady, pour D = {(z,y) e R?*/ -1 <z <1let 0<y<1}

Comme [’ordre d’intégration n’est pas important dans cette situation. Alors, nous commencons d’abord l’in-

tégration par rapport a la variable y puis par rapport a x :

I= //D(:cy+ y?)dxdy = /_11 </01(33y ~|—y2)dy> dr = /_11 [(my; + y;’)] Z:dx

et si nous commencons l’intégration par rapport a la variable x puis par rapport a y :

I=//D(wy+y2)dxdy = /01 (/_11(wy+y2)dw>dy:/ol [(a;erny)]:l_ldy

_ /01(2y2)da: _ {(23?)]: - ;

2. I= [ [,(a*+ 3y)dady, pour D = {(z,y) e R?/0 <z <1et 0<y<1}.

Comme [’ordre d’intégration n’est pas important dans cette situation. Alors, nous commencons d’abord l’in-

tégration par rapport a la variable y puis par rapport a x :

I= //[)(:62+3y)d:ndy = /01 </01(a:2 +3y)dy)dm
3

I
S—
2
| —
—~
8
(Y]
<
4
[\
Ny
[\&]
S—
| S
<
I
SN
IS

3. = [ [psin(z + y)dzdy, pour D = {(z,y) e R2/0 <z < Z et 0<y < I}

Comme I’ordre d’intégration n’est pas important dans cette situation. Alors, nous commencons d’abord l’in-
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tégration par rapport a la variable y puis par rapport a x :

1= [ [ sneraeay = [*( /Ogsmwwdy)dx: /j{_ws(w]zjdw

= /0 (— cos(z + g) + cos(z))dx

Ny

— | —sin(z + g> + sin(z) g 2.
| I

4. I= [ [pzydzdy, pour D ={(z,y) eER?/0<z<1et 0<y<1}
On peut remarquer facilement que la fonction f(x,y) = xy est bien a variables séparées (On peut séparer f

en deux fonction indépendantes). Ce qui donne :

1 1 271 211
I = // zydxdy = </ xdx) (/ ydy> = [m] [y} = 1
(0,1]%[0,1] 0 0 21gl2]y 4

Exemple 2.3. Calculer les intégrales doubles

/ /D f(, y)dady,

1. f(z,y) = 22 + y? et D étant defini par les conditions : 0 < x < 1let0 <y < .

ou f et D sont donnés comme suit

2. fleyy) =92 et D ={(x,y) €ER?/ x> 0eta? <y <1}

Corrigé

I [ [5(@® + y*)dady pour D = {(z,y) e R/ 0< 2z <ler0<y <z}
Comme le domaine D s’écrit sous la Forme 1 (nous intégrons d’abord par rapport a y puis par rapport a x).

Donc, notre intégrale se calcule de la maniére suivante :

I= //D(:U2 + 92 dzdy = /01 </Ox(:v2 + yz)dy> dzx = /01 [(x2y+ y;)} szx

_ /01(4”?)613; — {(:’;1)]: — .

2. fny3dxdyp0urD:{(x,y) ER?/z>0et2?<y<1}={(z,y) €ER?/0<x<letz?<y<l1}.

Comme le domaine D s’écrit sous la Forme 1 (nous intégrons d’abord par rapport a y puis par rapport a x).
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Donc, notre intégrale se calcule de la maniere suivante :

1 1 1 y4 y=1
I—// ygdacdy = / (/ y3dy>dx—/ [] dzx
D 0 2 o L4,

Exemple 2.4. Calculer

1. ffD(a:2 + %)dxdypourD ={(z,y) €eR?/ay > 1,2y < 2,y > 1,y < 4}.

Corrigé,on a le domaine D s’écrit

1
D={(r,y) eR*/1<y<4,-<z<

}

<
< |

comme le domaine D s’écrit sous la Forme 2 (nous intégrons d’abord par rapport a x puis par rapport a y).

Donc, notre intégrale se calcule de la maniere suivante :

1 e 1 A1 7
I:// 22 4+ Zdedy = / </ x2+da:>dy:/ [+x] dy
D( y) 1 5( y> 1 (3 y)xé

4 4
7 1 -7 -1 59
/1 (3y3 * y2) Y [(12y4 * 2y2)]1 32

2. [ [pdady pour D = {(z,y) € R*/0 < & < m,sinz < y < cosz}.
comme le domaine D s’écrit sous la Forme 1 (nous intégrons d’abord par rapport a y puis par rapport a x).
Donc, notre intégrale se calcule de la maniere suivante :
K COosS T i Y=Cos T
I://d:vdy = / </ dy)d:n:/ [1} dx
D 0 sinz 0 y=sinzx
T

T
= / cosr — sin xdx = [(sina: + cos a:)] = -2
0 0

3. [ Jpydxdy pour D = {(x,y) € R%/z >0,y > 0,2+ 2y < 3}.

D = {(z,y) eR*/x >0,y >0,z +2y <3}
= {

(z,y)

(z,y) € R?Jx >,y >, 2 + 2y < 3}

= {(z,9) eR*/0<z<3—-2y,y>0 et 3—2y>0}
(z,y)

Zz,

<

3
= {(z,y €R2/0§y§§,0§x§3—2y}
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Comme le domaine D s’écrit sous la Forme 2 (nous intégrons d’abord par rapport a x puis par rapport a y).

Donc, notre intégrale se calcule de la maniére suivante :

3 3—2y 3 r=3—-2y
1= / / ydxdy = / < / yd:r> dy = [yw} dy
D 0 0 0 =0

- [Ta-apa= e -] -

(I

On peut aussi utiliser la forme 1, dont le domaine est donné par

3 —
D:{($ay>€R2/0§(L‘§3,0§y§Tx}'

4. [ [pydady pour D = {(z,y) € R?/y* < 4,z +y < 3}.

D = {(z,y) eR*/y* <da,z+y <3}
2 2

= {(xvy)€R2/yZ§x§3—y et yZSxSB—y}
2
= {($7y)GRQ/_6§yS2,yZ§:r§3—y}

Comme le domaine D s’écrit sous la Forme 2 (nous intégrons d’abord par rapport a x puis par rapport a y).

Donc, notre intégrale se calcule de la maniére suivante :

2 3—y 2 z=3—y
I = // ydxdy = / </2 ydx>dy:/ [yx} dy
D —6 \J¥ —6 o=

2 3 2 3 472

—128
_ / 3y_yz_ydy:[3y_y_y] _ 128
-6 4 —6
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CHAPITRE 3

INTEGRALES TRIPLES

Dans cette section, nous définissons I’intégrale triple d’une fonction a trois variables f(x,y, z) sur une partie
bornée de R3. Par la suite, nous présentons le calcul pratique des intégrales triples. Enfin, nous expliquons les deux
changements de variables essentiels, a savoir : les coordonnées cylindriques et les coordonnées sphériques.

Soit V' une partie fermée et bornée de R? et soit

f:VCR® - R

(z,y,2) = [f(z,9,2)

une fonction a trois variables a valeurs dans R définie et continue sur le domaine V. Donc I’intégrale triple de f sur

///Vf(x’%z)dxdydz.

3.1 Propriétés de I’intégrale triple

V' est donnée par :

1. Volume(V) : Si f(x,y,z) = 1, alors :

Volume(V):///Vdmdydz.

2. Positivité : Si f(z,y,z) > 0 pour (z,y, z) € V, alors :

///Vf(x’yﬁz)dﬂfdydz > 0.

42



3.2 Méthodes de calcul des intégrales triples 43

3. Linéearité : Soient f et g deux fonctions a trois variables qui sont intégrables sur V et A, 4 € R, alors :

///V[Af(w,w)+ug(:v,y7Z)}da:dydz = )\// . flx,y, 2)dedydz
+ N///VQQ(%y,Z)d:Edydz.

4. Relation de Chasles : SiV = V; UV2et Vi N Vo = (), (V] et V5 deux domaines qui sont disjoints, i.e.,
Volume(V; N V3) = 0, alors :

///f:ry, dmdydz—// flx,y, 2z dxdydz—i—// f(z,y, z)dzxdydz.
V1 V2

3.2 Méthodes de calcul des intégrales triples

11 sagit ici de généraliser les résultats du chapitre précédent, et nous présentons le calcul pratique des intégrales
triples sur plusieurs parties de différentes formes.
3.2.1 Intégrale triple sur un parallélépipede

Soit V = [a,b] x [¢,d] x [e, 5], aveca, b, ¢, d, e, s € R un parallélépipede fermé du plan R? dont les cotés sont

paralleles aux axes de coordonnées. Par définition, V = {(z,y,2) € R*/a <z <b,c <y <d,e <z < s}.

ThA©orA me 3.2.1. (Théoréme de Fubini) Soit f : R* — R continue sur le parallélépipéde V = [a, b] x [c, d] x
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le, s], avec a, b, ¢, d, e, s € R. Alors, on a

///Vf(x’%z)dxdydz -

_ /(/ </ f(x,y,z)dx) dy> dz.

Remarque 3.1. Important : Ici I’ordre d’intégration n’est pas forcé. Cependant, on peut choisir I’ordre qui peut nous

faciliter d’avantage les calculs mathématiques.

Exemple 3.2.1. Calculer les intégrales suivantes :

1. I= fffv(&r + y + 2z)dxdydz, pour

V= {(w,y,z)

ER/0<2<1, 0<y<ler0<z<1}

Rappelons que ’ordre d’intégration ici n’est pas important. Par exemple, nous commengons d’abord I’inté-

gration par rapport a la variable z, nous obtenons

I:///(3x+y+22)dxdydz
%4

Proposition 3.1. Soientt f, f1, fo et f3 quatre fonctions continues;

Iei V =

[a,

x e,

f:VCR3
(z,y,2)

s]. Alors :

///fa;y, )dxdydz

— R

= f(x7y’z):

2 2

fi(z) x fa(y) x f3(2).

/01 /01 (/01(3x+y+2z)dz> dy> da
( /O 1 [(33:2 oyt 22)} ;
|

dy) dx

3 3 1%

=0

/// fi(x) x fa(w) x f3(x)dwdydz
[a,b] x [e,d] x[e,s]

( / bf1(x)dx> x ( / " by

) X (/: f3(2)dz

)
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Exemple 3.2.2. Calculer les intégrales suivantes :

1. I= fffv z?yzdxdydz, pour
V={(z,y,2) eR}0<2<1, 1<y<2e0<z<2}.

On peut remarquer facilement que la fonction f est bien a variables séparées (On peut séparer f en trois

fonction indépendantes). Ce qui donne :

I:///Va:?yzda;dydz = </01x2dx> (/12ydy) </02de>

1 r=1 1 y=2 1 y=2
R R P

x=0 y=1 y=0
= 1.

2.I1= ([, ze®” sin(y) cos(z)dzdydz, pour

S

V:{(x,y,z)eRS/nggl, Ogygget()gzgz :

On peut remarquer facilement que la fonction f est bien a variables séparées (On peut séparer f en trois

fonction indépendantes). Ce qui donne :

II = / / /V ze” sin(y) cos(2)dzdydz = < /0 I:Eea”zd:n> ( /0 ersm(y)dy> ( /0 Zcos(z)dz)

_ Beﬂm x [—cos(y)]yzz x [sin(z)] o

=0 y=0 y=0
= }(e—l) (1—\/5) @
2 2 2
(e DEVEZ-2)
8

3.2.2 Intégrale triple sur une partie bornée et déformée de R?3

ThA©orA me 3.2.2. (Théoréme de Fubini) Soit f : R3 — R continue sur V, une partie déformée de R3 incluse

dans le pavé [a,b] X [c,d] X [e, s].

V={(z,y,2) € R3|(z,y) € D et uy(z,y) < z < u(z,y)}

ou D est un domaine du plan, uy et ug sont des fonctions continues sur D. Alors

[ ] sty [ [ ([ s e

Remarque 3.2. D est la projection orthogonale de V sur le plan (xOy).
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1. 8SiD = {(z,y) e R’la <z < b, gi(x) <y < ga(a)} (type 1), alors
V={(,y,2) eER¥la<a<b, gi(x) <y < ga(), uala,y) <z < us(x,y)}

et

///Vf(x,y, z)dzxdy = /ab </glg(2:) (/::Z) f(z,y, z)dz) dy) d.

Z)

2 =Uslx. )

T2z =u(x,y)
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2. SiD={(z,y) e R¥e <y <d, hi(y) <z < ho(y)} (type 2), alors

V= {(xaya Z) € Rg’c < Yy < d-) hl(y) <z< hQ(y)7 ul(x7y) <z< uQ(a:,y)}

[ foimonn= (2 ([ o)

z = Uy(x, y)

et

r' z =X Y)

~

X

ThA©orA me 3.2.3. (Théoréme de Fubini en tranches (ou couches)) Soit f : R — R continue sur V,une partie

déformée de R incluse dans le pavé [a,b] x [c,d] x [e, s].

V ={(z,y,2) eR3|e <z < set(x,y) €D.}

ol pour tout z; la tranche D, = {(x;y) € R?|(x;y; z) € V'} est un domaine régulier du plan.

///Vf(x,y,z)dmdy:/: </ 5 f(l‘,y,z)dg;dy> dz.

Alors

Exemple 3.2.3.

1. Calculer [ [ [, 2zyzdxdydz, on

V:{(:L‘,y,z)G]Rg/nggl,Ogygz, etngvSy}.

47



3.2 Méthodes de calcul des intégrales triples

48

1 z Yy
/// 2zyzdxdydz = / (/ 2acyzdm> dy) dz
14 0 0

b (o
/0 ’ [(ysz)] x_ydy) dz

=0

2. Calculerfffv 2xydzxdydz, ou
V:{(x,y,z)eRg/nggl,x§y§2:1:, etOSsz—i—y}.

Ona

[y

2x
< 2:Uydz> dy> dx

2z z T+y
2acyz dy | dz
2=0

/// 2rydrdydz =
\%4

—

[y

2xy(x + y)dy) dx
2x

/
L
o
/

(2yz? + 2xy )dy> dx

(
(
(
(
G

Il
c\o\o\c\h‘c{:\c\c\

1 y=2z

= yia? + a:y ] dx
Yy=x

Lo, 16 2,

= (4z +§$) (3 +3a:)d
1923

= [ Gt

23 1"

sl

3. Calculer le volume de V', ou

V:{(x,y,z)GR?’/OSZSS,OSny/Q—zQ, et0§x§2y}.
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Volume(V) = / / /V 2wyzdedyd:
_ /j(/(]m(/:ymx)dy)dz

3 V9—22 =2y
= / ( / |::E:| dy) dz
0 0 x=0
3 V922
= / ( / 2ydy> dz
0 0

3 y=v9—22
= / [y2] dz
0 y:O

Exemple 3.2.4. Calculer

1. fffv dxdydz, on

V:{(a:,y,z)ERS/xZO, y>0,2>0 etm—i—y—i—zgl}.

Dans cette situation, le calcul peut se faire de deux manieres différentes :

— Soit V s’écrit sous la forme suivante :

VvV = {(:L‘,y,z)eR3|x20,y20,220 et$+y+z§1}

= {(x,y,z)€R3|0§x§1,Ogygl—w etOSle—x—y}.
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Dans ce cas, notre intégrale s’écrit
l—x—y
/// dxdydz = // (/ dz> dxdy,
|4 D 0

D:{(x,y)6R2|0§x§1,0§y§1—x}.

avec,

Le calcul final donne le résultat suivant :

O ) = f [
_ //D(lxy)d:ndy
_ /01 </01_w(1—x—y)dy> dz

= /01 [(y —ay - ;yz)]yﬂ_xdﬂf

y=0

1
1
- /((1—x)—x(1—x)—2(1—x)2)dx
0
1, 1., 1 ]“ 1
= |z — 2"+ - = -
[6 2 2 |, 6
— Soit V s’écrit sous la forme suivante :
V = {(@,y,2)eR2>0,y>0,2>0et v +y+2z<1}

= {(z,y,2) ER}|0<2<1 et (z,9) € D.},

avec

D,={(z,y) ER®,0<z+y<1-2z}

Finalement, on obtient le résultat suivant

/01<//Dzdazdy>dz

1
S—
>,
S—
2
&
P
S—
>
&
|
]
QL
<
~
jo 8
IS
~__
I8
N

< 1 =l—z—2x
( [ dx> 0
</01_Z(1 - xm) dz

1 r=1—2z
= [;1: 2T $2:| dz
2 =0
1— 2
= ( 22> dz
B (1 o 2)3 z=1 B 1
N 6 o 6
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3.2.3 Changement de variables

Dans plusieurs situations le calcul de [ [ [\, f(x,y, z)dzdydz s’avere tres difficile. Afin de bien faciliter les
calculs, on peut utiliser un changement de variables adéquat pour calculer cette intégrale f f fV flx,y, z)dxdydz.

Dans le cas, le changement de variables est donné comme suit :
(x7 y? Z) = h(u’ ,U7 Z) = (;U(u? U? w)7 y(u7 ’U, w)? Z(“? U? w)) Y

ol h est une bijection et de classe C* sur A = h=1(V). Alors, on a

///Vf(x’wdxdydz:///Af(ﬂ:(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))|Jhydududw,

ou J est la matrice Jacobienne donnée par

oz Oz Oz
ou Ov Ow
J=| % 9y 9y
ou Ov Ow ’
9z 0z 0z
ou Ov Ow

et |.Jp| est la valeur absolue du Jacobien (déterminant de .J) qui ne doit pas s’annuler sur A.

Maintenant, nous présentons deux variantes de changement de variables qui sont trés importantes, a savoir, les

coordonnées cylindriques et les coordonnées sphériques.

Changement 1 : Coordonnées cylindriques

On considere le changement de variables (coordonnées cylindriques) :

x = xz(r,0) = rcos(d), r=+/z2 4>,
y =1y(r,0) = rsin(h), = q 0 =arctan(¥),

Z=Z zZ=Z.
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z
\
M
0 z y
r
i

Notons qu’un point M = (z,y, z) est caractérisé par lar = /22 + y2, (r > 0), I'angle # = arctan(¥) avec
r # 0 (en général 0 < 6 < 2m), en projetant M sur le plan Oy, et par la hauteur z = z (z € R).

En utilisant les coordonnées cylindriques, la matrice Jacobienne associée est donnée par

gr Oz Or cos(f) —rsin(f) 0

J = % % % = | sin(@) rcos(d) 0 [ =[J|=|det(J)]=r.
0z 0z 0Oz
or 00 9z 0 0 1

Par conséquent, on a :

///Vf(f”’y’z)dxdydz = ///Af(rcosw),rsin(e),z)\J|drd9dz

_ / / /A £ (r cos(6), rsin(0), =) rdrdddz,
ot A =h~ (V).

Exemple 3.2.5. Claculer (en utilisant les coordonnées cylindriques)

1. [ [ [, zdxdydz, on
V= {(:L‘,y,z) eR 2+ <ler 0<2z< 1}.

On pose,
x = xz(r,0) = rcos(d), r=x?+y?
y = y(r,0) = rsin(6), = 4§ 0 =arctan(¥),
z =z z =2z
de plus
0<r<i,
0<a?4+y?<1,
= 0<60<2m,
0<2<1,
0<2z2<1
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avec

dxdydz = rdrdfdz.

Le passage en coordonnées cylindriques donne immédiatement

///zda:dydz—/// zrdrdfdz,
\%4 A

A:{(r,@,z)€R3/0§r§1,0§9§27r, etOSzgl}.

avec

Cela donne le résultat suivant

/// zrdrd@dz
A

1
;“\L é?‘“\
=
o8
3
X
S—
2
N
oW
N
X
o
o
3
I8
)

DO | =
N
Do
—_
I83 I83
I Il
o =
X
| —
N =
=
no
| I
3 3
I Il
() =
X
1
>
—_—
[
() [\o}
3

I
| —

NI =

- I Jy zdedydz, oi
V= {(ﬂﬁay,z) €R3/$2+y2 <le0<z< 1_(x2+92)}.

Le passage en coordonnées cylindriques donne immédiatement

///zdxdydz:/// zrdrdfdz,
\% A

A:{(T,H,z)€R3/0§r§1,0§0§27r, etOSle—rQ}.

avec

Cela donne le résultat suivant

2 1 1
/// zrdrdlddz = / / (/ zrdz) drdf
A 0 0 0
1 1—r2 2
= / </ rzdz) drx/ do
0 0 0

2

1 r z=1—r 0=2m
= / [zz] dr x [9]
0 2 z=0 0=0

1
= 7r/ r(1—r?)2dr
0
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Changement 2 : Coordonnées sphériques

On considere le changement de variables en coordonnées sphériques suivant :

x = x(r,0) = rcos(f) cos(p),
y =y(r,8) = rsin(f) cos(p),
z = rsin(p),

Notons qu’un point M = (z, vy, z) est caractérisé par :
sa distance a origine r = /22 + y2 + 22(r > 0),

sa longitude 0 < 0 < 27,

1 s ™
salatitude — 35 <p < 7.

Dans ce cas, la matrice Jacobienne, en utilisant les coordonnées sphériques, est donnée par

oz 9z Oz cos(0) cos(p) —rsin(f)cos(p) —rcos(f)sin(p)

or 00 O¢
J = % % g—z = | sin(f)cos(p) rcos(f)cos(p) —rsin(f)sin(p)
% % gT; sin(y) 0 rcos(p)

Le déterminant de cette matrice est donné par
|det(J)| = |J| = r%cos(y).
Par conséquent, on obtient

///Vf(xayaz)da:dydz

- ///Af(?“cos(@)cos(go),rsin(&)cos(gp),rsin(cp))|Jh\drd9d4p
= ///Af(TCOS(G)cos(go),rsin(&)cos(cp),rsin(ap))r2cos(g0)drd9dap,

ot A =h~ (V).
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Exemple 3.2.6. Calculer en utilisant coordonnées sphériques l’intégrales triples suivantes

1. [ [ [, dedydz, avec
V:{(w,y,z)ER3/1§x2+y2—|—22§4}.

En passant aux coordonnées sphériques, on obtient

///Vzd:vdydz:///ATQCos(gp)drdew,

A={(r0,p) eR¥1<r<2 0<0<2r et —

avec

<<

}.

oS

T
2

z 2r 2
///TQCOS((p)deHd(p = /2/ /TQCOS((p)deHd(p
A —zJo N1
2 27 5
= /errx/ d@x/ cos(p)dp
1 0 -
—2 _

Donc

jus
2

= [ <[]

2
— T onxo= BT
3 3

Wl
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3.3 Exercices corrigés sur les intégrales triples

Exercice 3.1. I. Calculer 'intégrale triple suivante :
1L = /// (x 4 1) cos(z)dxzdydz, avec Vi =10,1] x[0,2] x [0, g]
Wi

II. Calculer I’intégrale triple suivante :
11 /// LS
= xdydz
2 v, @yttt

Vo={(z,y,2) ER3/ >0, y>0, 2>0, s +y+z<1}

ou

Corrigé,

I. Calculer intégrale triple suivante :

I = ///V1 (x 4+ 1) cos(z)dzdydz,

ol
Vi = [0,1]><[o,2]><[0,g]
= {(z,y,2) eR’/ 0<z <1, 0<y<2, ogzsg}.
Ona

In = ///Vl(x—i— 1) cos(z)dxdydz
_ (/01(m+1)dx> « (/02 1dy> « (/fcos(z)dz)

= Gl [ o]

3
= —Xx2x1=3.
2>< X

II. Calculer ’intégrale triple suivante :
Ir / / / L grdya
= xdydz
: watyterp Y

Vo ={(z,9,2) €ER®/ 2>0, y>0, 2>0, 2 +y+2z<1}.

ol

Dans cette situation, le calcul peut se faire de deux manieres différentes : Soit en utilisant la Forme 1 ou bien

en utilisant la Forme 2.
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— Utilisons la Forme 1. L’idée est d’écrire V sous cette forme :

Vo = T,Y, 2 €R3\x20,y20,z20etx—i—y—i—zgl}
z,y,2) ER}2>0,y>0, 2>0 etzgl—x—y}
T,Y, 2 ERg\xZO,yEO et 0<z2<1—xz—y etOSl—x—y}

T,Y, 2 €R3\x20,y20 et 0<z<l—-z—y etygl—a:}

T, Y, 2 ER3|;U20 et 0<z<1l—-z—yet 0<y<l—=x et0§1—fv}

)

)

)

)
:U,y,z)E]R3|$ZO et 0<z<1l—-z—y et()ﬁyﬁl—:n}

)
w,y,z)ER?’\xZO et 0<z<l—-z—-yer 0<y<l-—=zx etxgl}
)

T,Y, 2 GR?’\OSxSl,OgySl—x etOSle—x—y}.

Dans ce cas, notre intégrale s’écrit
! dadyd o ! dz ) dad
11, = rdydz = z | dzdy,
2 ///V2(x+y+z+1)3 Y //D</O (T+y+z+1)3 ) Y

D:{(aj,y)ER2|0§x§1,0§y§1—x}.

avec,

Le calcul final donne le résultat suivant :

l—xz—y 1 J
IT _
ST (pl——

l—z—y
</ :L‘+y+z+1)_3dz> dxdy

/ -
/[ (4y+z4+1) r_x_ydxdy
LG

(

[

———)dxdy

2
(z+y+1)7! )] y=1-e
Y

—1 x+y+1)

11—z -1 1)~
0 8
-y

1
dx

0
o L 8 2
1(—(1—:U
0
1
— /((x ) _

0

r=1

= [((1—+;1n|x+1|)]
%m(z)—i

=0

1 (x+1)71
— )0

/
/
/
-
J
J

) _
8
-1) 1
8 Z+2(x+1)
R
6 4

Exemple 3.1. Calculer les volumes des domaines V délimité par les surfaces d’équations :
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1. Calculer ’intégrale triple

II] = /// cos(z + y — z)dzdydz
\%4
avec V =1[0,3]*. Ona

17 = ///‘/cos(az+y—z)dxdydz
_ AS<AQ<A mdm+y—@@>@0dz
- [

_ AQ<AQ@My—z+2%wm )y | dz

= /Og[(—cos(y—z+2)+cos(y z))] gz

y=0

= / (—cos(m—z) + cos(g —2))—(— cos(g — z) 4+ cos(—z))dz

0

(VE]

(ME]
(VE]

[sin(:c +y— z)} xgdy) dz

VB

INIE

= /0 (—cos(m—2) + 2c0s(g —z) —cos(—z))dz

z=

NIE

_ [ﬂnw—z—agm;—w)+$m—@4

z=0
- @nw—§y4gmg—gymmpg»—@mw—qugmg—m+gmm)
= (1-0-1)—(0—2+0)

2. Calculer Iintégrale triple
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onV={(z,y,2) eR}| 0<y<1, 0<z<y, 0<z<xz+y} Ona

[ ] famz = ([ ([ o) ar) i

AN ST

_ /;(/ (@ +y)e ”dw)dy
NS “y@dx)dy

Iy T

AL

1

= / 2y — 1)e? + (1 — y)dy

1 1
= / (2y — 1 eydy—l—/ (1 —y)dy
0 0

x4+y—1) ””] dy
=0

o

y=1 y2 y=1
= [2;, 1)e —Qey] + [(y—2)]
y=0 y=0
y2 y=1
= [QQ 3@y] +[(y—2)]
y=0
7
= — — €.
2

3. Calculer Iintégrale triple

///V(a: +y + 2)*drdydz

oV ={(z,y,2) ER3 2>0, y>0, 2>0, v +y+2<1}.
Dans cette situation, le calcul peut se faire de deux manieres différentes : Soit en utilisant la Forme 1 ou bien

en utilisant la Forme 2.
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Utilisons la Forme 1. L’idée est d’écrire V sous cette forme :

VvV = {m,y,z eER3z>0,y>0,2>0 etx—l—y—i—z§1}
z,y,2) €ER}|z>0,y>0 2>0 etzgl—x—y}

T,Y, 2 GR?’\xZO,yZO et 0<z<l—-xz-—y et()gl—x—y}

T,Y, 2 GRS\xZO et 0<z<1—-xz—y etOSySl—w}
T,Y, 2 ERB'\:CEO et 0<z<l—z—yet 0<y<l-—z et0§1—x}

( )

( )

( )

(r,9,2) ER}2>0,y>0er 0<z2<1—x—y etygl—x}

( )

( )

(a:,y,z)E]R?’\xZO et 0<z<l—-z—yet 0<y<l—=zx etxgl}
( )

{
{
{
=
{
{
{

T,Y, 2 €R3\O§x§1,0§y§17x etogzglfxfy}.

Dans ce cas, notre intégrale s’écrit
l—z—y
/// x+y+22dxdydz—// (/ $+y+z)2dz>da:dy,

D:{(x,y)eRzlongI,Ogygl—x}.

avec,

Le calcul final donne le résultat suivant :

// </1 a y;v+y+z)2dz> dedy = // [1(x+y~l—z)3r;_m_ydmdy
- // f—u)dazdy
(G )
- [l

y=0

40y o
- [ -0 s

3 12 12

t -2y 1 2t
= Y
/0( 3 )k

4. 2?4y’ <leta’+22=1.
Ona

Vo= {(@y,z2) eR¥a?+¢y* <1, 2*+2° <1}

(z,9,2) ER}/ — /1 —22<2<+V1—-22 1-2%>0, m2+y2§1}

(2,9.2) R}/ —V1-22<2<V1-22, ~1<2<1, —V1-22<y<V1-2?}
( )

T,Y, 2 ERg/—\/l—azQSzS V1-—22, ($,y)€D},
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avec

D:{(x,y)ERQ/—lgscSl, —\/1—$2§y§\/1—z2}.

volume (V') = / / /V 1dwdyd= / / ( / dz)d:vdy— / / (2 1—m>dmdy

Donc

de plus pour

D:{(m,y)ERQ/—lgxgl, —\/1—x2§y§\/1—x2},

ona

J o -

/ 2\/ 1 — 22dydzx
V1—z2

VA

/,
_ / [zmy]_mdaz
:/ (1—a?)
- | “‘:ﬂ]l

E

>

5. z=a+y’etz=8—x%— 1>

Soit

V:

{(x,y.2) e Rz > a? +42, 2 <8—2? —y°}.

Le changement de variables en coordonnées cylindriques est donné par :

x =rcosb, r=+/z2—y? € RT,

x=rsinf  avec 6 = arctan(¥) € [0, 27,

Le domaine V' devient

z =2z, Z:ZER7

Vo= {(z,y,2) eR¥ /222> +¢* 2<8—2" -y}
= {(r,6,2)R" x [0,2n[xR/z > r?, 2 <8— r2}
= {(rn0,2)R" x [0,27[xR/r* <z <8 —1?% et r* <8—1?}
= {(T,G,Z)R+ X [O,QW[XR/T‘Z <z<8—71% et 0<r< 2},
d’ou
A= {(T,H,Z)R+ X [0,271'[><]R/7”2§z§8—r27 et 0<r<2et 0§¢9§27T}.
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Donc

volume(V):/// ldzdydz
v

///rdrd@dz
/ /QW/B : rdzd@dr—/ /%[ r Tder
/ /Tr 8 — 2r?) d9dr—/ [((8r—2r )0]0 dr

4 2

/ (8 — 2r%)2rdr = [(47“ - Z)QWL

0
167.
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CHAPITRE 4

INTEGRALES IMPROPRES

Dans ce chapitre, nous allons donner une généralisation de 1’intégral simple a des cas d’intervalles qui ne sont
pas fermés et bornés, a savoir : [a, b], |a, b, [a, +o0], ]a, +o0],...
Pour assimiler ce chapitre, vous avez juste besoin d’une petite révision des techniques de calcul des primitives, et

d’une bonne compréhension de la notion de limite.

4.1 Quelque définitions importantes :

Soit I C R, un intervalle non borné et non fermé.

Définition 4.1 (Localement intégrable). Soit f une fonction réelle définie sur /. On dit que f est localement intégrable
sur [ si f est intégrable sur tout intervalle fermé borné continu dans /. C’est- a -dire, Va, b € I, a < b, la fonction f

est intégrable sur [a, b].

Remarque 4.1. Tout fonction continue sur un intervalle de R (ou discontinue sur un nombre fini de points) elle est

localement intégrable sur cet intervalle.

Définition 4.2 ( Intégrable impropre). Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b] avec b € R = R U
{—00, +00}.
On dit que I'intégrale de f sur [a, b[ est convergente si la fonction F' : & — [ f(t)dt admet une limite finie quand
x tend vers b.

on écrit alors

/wf(t)dt ~im [ fdt

r—sbJa
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4.2 Propriétes des intégrales impropres 64

Cette limite s’appelle une intégrale impropre (ou bien une integrale généralisée) de f sur [a, b|.

Remarque 4.2. On dit que l’intégrale est divergente si elle n’est pas convergente (la limite est infinie.

T 1 T
Exemple 4.1.1. 1 f1+oo %dt = lim —dt = lim [ln t] = lim [lnx —In 1] = +o00. Donc cette
z—rtoo [, T T—>+00 1 Tt
intégrale est divergente.
+oo 1 . 1 . —17" . -1 y
2. fl zdt = lim —dt = lim |—| = lim |— +1|= 1 Donc ceite intégrale est conver-
z—+oo J1 1 z—+too | t || x—too | T
gente.

Remarque 4.3. Convergence équivaut donc a limite finie. Divergence signifie soit qu’il n’y a pas de limites, soit que

la limite est infinie.

Exemple 4.1.2. 1 fooo e~ldt = lim [1 — e_x] 0 = Converge

T—>00
T

2. fol %—tdt = xgn_ [ —In(1 - t)] 0: 400 = Diverge

x
T
3. f0+oo lJr%dt = mirgoo {arctan] 0: 5 = Converge

1
4. fol Ldt = lim [lnt] = lim [—ln(x)}:+oo=> Diverge
0

t
r—0 - >

4.2 Propriétes des intégrales impropres

4.2.1 Relation de Chasles pour les intégrales impropres

ThA©orA me 4.2.1. Soit f une fonction localement intégrable (continue) de [a, b dans R. Si ¢ € [a, b], alors

b b
/ f(t)dt converge < / f(t)dt converge

Dans ce cas, on a la relation de Charles suivante

/ab F(t)dt = / F(#)dt + /cb F(t)dt

Remarque 4.4. La relation de Charles implique donc la convergence ne dépend pas du comportement de la fonction

sur des intervalles bornés, mais seulement de son comportement au voisinage de b € R = R U {—o0, +0o0}.

4.2.2 Linéarité des intégrales impropres

ThA©orA me 4.2.2. Soit f et g deux fonctions localement intégrables (continues) de [a,b] dans R, et A\, u € R. Si

les intégrales f; f(t)dt et f: g(t)dt convergent, alors f:()\f(t) + ug(t))dt converge et :

b b b
/ (AF(t) + ng(t))dt = A / F(dt +p / o(t)dt
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Remarque 4.5. La réciprocité dans la linéairité est fausse, il est possible de trouver deux fonctions f, g telles que

fab(f(t) + g(t))dt converge, sans que f; f(t)dt, ni ff(g(t)dt convergent.

4.2.3 Positivité de I’intégrale impropres

ThA©orA me 4.2.3. Soienta € R, b€ Raveca <b, f : [a, b[— R une fonction continue par morceaux.

Si lintégrale impropre
b
/ f(t)dt est convergente et si f >0
a

Alors alors

/bf(t)dt >0

4.3 Cas de deux points incertains

On peut considérer les intégrales doublement impropres, c’est- a -dire lorsque les deux extrémités de I’intervalle

de définition sont des points incertains (singularités). Il s’agit juste de se ramener a deux intégrales ayant chacune un

seul point incertain (une singularité).

Définition 4.3 ( Intégrable impropre). Soient b € R = R U {—o0, +oo} avec a < b. Soit f :]a,b[— R une

fonction continue. On dit que I’intégrale f; f(t)dt converge s’il existe ¢ €]a, b] tel que les deux intégrales impropres

(généralisées) [ f(t)dt et fcb f(t)dt convergent. On écrit alors

/ab Ft)dt = /acf(t)dt + /cb F(t)dt

Exemple 4.3.1. Est-ce que l’intégrale suivante converge ?

+00 t
——dt
| aer

On choisit (au hasard) c = 2. 1l s’agit de savoir si les deux intégrales

convergent.

2 t 2 ¢
—dt = li ——dt
/_Oo (1+12) e . (141t%)2
= lim
z——oco | 2 1 +t2

I -1/1 1 1
= im —(-——— ) =——
r—>—00 2 5 1+ 22 10
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Donc f ar t2) zdt converge et vaut —
De méme
oot Tt
————=dt = i ———dt
/2 (1+ 2)2 rtoo Jy (14 12)2
-1 1 v
= lim |—
z—too | 2 1+1¢2 9
—1 1 1
= lim — = —
Donc f2 1+t2) s dt converge et vaut +-- i5-
Ainsi f 1+t2)2 dt converge et vaut — + To = 0. Cette fonction est impaire f(—x) = — f(x). Refaites les calculs

pour une autre valeur de c et vérifiez que I’on obtient le méme résultat.

Remarque 4.6. Si une des deux intégrales | f(t)dt ou bien fcb f(t)dt diverge, alors ff f(t)dt diverge.

+oo
Exemple 4.3.2. ffx tdt = 0, pourtant fj;o tdt diverge. En effet, Vc € R, fjcoo tdt = lim tdt =

r—> 400 —c
2 2
T c
lim [2 — 2} = 400 diverge.

4.4 Fonctions positives

Nous considérons ici f;roo f(t)dt, ou f est de signe constant au voisinage de +oco. Quitte a réduire I’intervalle
d’intégration, et a changer éventuellement le signe de f s’il est négatif, nous supposerons que la fonction est positive

ou nulle sur I'intervalle d’intégration [a, +00].

" fyir = tim | s

Tr—>+00

Rappelons que, par définition,

a

Observons que si la fonction f est positive, alors la primitive fa f(t)dt est une fonction croissante de x (car sa
dérivée est f(z)). Quand x tend vers I’infini, ou bien
x

Si lim f(t)dt est finie alors converge, ou bien
r—r+00 [,

€T
Si lim / f(t)dt est infinie alors diverge.

T—>+00 a

4.5 Critere de convergence

4.5.1 Critére de comparaison

ThA©orA me 4.5.1. Soient f et g deux fonctions positives et continues sur [a, b]. Supposons que f soit majorée par

g au voisinage de b (b € RU {+00}) :
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c’est- a -dire V't € [a,b[,0 < f(t) < g(t), alors

1. Si | 0 g(t)dt converge alors In 0 (1) dt converge.

2. Si f+°° t)dt diverge alors f+ f(t)dt diverge.

Exemple 4.5.1. Montrer que f0+°° %dt converge.

—t
comme t —+ 1—+t est une fonction positive Vt € [0, +oo[. Pour cela, ona £ < e

Or f0+°° e~ tdt est convergente.

En effet,

Jo e tdt = [ efr =—e7+1
d’ou "

fox e tdt = :chEoo [1 - e_m] =1

+OO e’
De ce fait, S _dt converge.

Exemple 4.5.2. Montrer que [ Si—itdt diverge.

En effet, t — smt est une fonction positive Vt €0, 5].
De plus, on asint < t, Vt €]0, 7], et Smt > ?
comme
21 31
/ —dt = lim —dt
0 t z—0 t

Ce qui implique f05 %dt diverge.

4.5.2 Critere d’équivalent

ThA©orA me 4.5.2. Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives sur [a, b]. Supposons qu’elles

soient équivalentes au voisinage de b (b = +00), c’est- a -dire :

flz) _

t—sb g(x)

Alors les intégrales

f; ft)dt et f g(t)dt sont de m éme nature (convergent les deux ou divergent les deux) .

+o0 ¢5 +3t+1

—t ?
e dt converge :

Exemple 4.5.3. Est-ce que l'intégrale [,
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94341 —t

Indication : t%¢= < 1,Vt € [1, +oo et Var comme t — =571

5 - 2 _—t
De plus, L3t o=t ~ 207t
p t3+4 +o0

+oo t543t+1

et comme fioo t2e~tdt est convergente —» f 1 W) e~tdt convergete .

En effet, 1+OO tZetdt < f1+oo o7 dt

etlimg— 4400 |:2621 — 2621 = 26771

On déduit que f1+°° t2e~tdt converge.

4.5.3 Intégrales de Riemann

et est positive Vt € [1, +o0].

Pour I’étude de la convergence d’une intégrale pour laquelle on n’a pas de primitive, I’utilisation des équivalents

permet de se ramener a2 un une intégrale de Riemann dont la nature est connue.

1

On considere la fonction f(x) = —, définie sur [a, +o00[, avec a > O et o € R.

ThA©orA ‘me 4.5.3.

1
1
1.)L’intégrale/ —dt  est
o t*

too 1
2.)L’intégrale / —dt est
TR

Proposition 4.1.

1. Au voisinage de +o0, soit a € R et soit f une fonction continue sur [a, +00].

e . +00
— S’il existe o > O,tel que, t f(t) Rl 0alors [ f(t)dt converge.
. —+o0 .
— Sitf(t) o 0, alors [ ™ f(t)dt diverge.
2. Auvoisinage de zéro (0) : Soit a > 0

— Sil existe o < O,tel que, t f(t) P 0 alors [ f(t)dt converge.
—

— Sitf(t) P 0, alors [ f(t)dt diverge.

Convergente si a <1

Divergente si o> 1

Convergente si a > 1

Divergente si a <1
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4.5.4 Intégrales de Bertrand

Une intégrale de Bertrand est

o t¥(Int)B

ot (o, B) € R?

Proposition 4.2.

1. Poura > 1, fa+°° ta(ldxft)ﬁ converge si est seulement si« > 1l et > 1

2. Pour a €]0,1], fo m converge si est seulement si o < let f > 1

Exemple 4.5.4. Etudier la nature de [, > t(h‘ftt) .
La primitive est explicite :
lim [ ! (hn)‘ﬁﬂr si B#1
/mdtdt = Al
2 (In) lim [ln(lnt)] si B=1
z—r+00 9

De ce fait, on déduit la nature de cette intégrale de Bertrand.
o Si(—f+1<0)8>1Lalors [," 7t
e Si 8 < 1alors f ) zdt diverge.

dt converge.

Exemple 4.5.5. Est-ce que lintégrale |, V2 4 3t ln(cos ) sin? ﬁdt converge ?

Le point incertain est +00. Calculons un équivalent de la fonction au voisinage de +o0c. On a :

o VI2Z{3t=t t+§~t
—+o00
e In(cos 1) = ln( 2124—0(;2) ~——

1 2
2 1 =
R T (mt) '

D’ont un équivalent de la fonction au voisinage de +00 :

1 1 1
£2 4 3t1 2~
+3tln(cos 3 t )sin Int +oo  2t(Int)?

comme f; (1 t)2 de Bertrand converge, alors notre intégrale converge aussi .
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4.6 Fonctions a signe quelconque

4.6.1 Critere de convergence absolue

Définition 4.4. Soit f une fonction continue sur [a,b[ (b € R U {+0c0}). -On dit que fab f(t)dt est absolument

convergente si f; | f(t)|dt converge.
ThA©orA 'me 4.6.1. Si I’intégrale ff f(t)dt est absolument convergente, alors elle est convergente.
Remarque 4.7. Ce résultat ne permet pas de calculer la valeur de cette intégrale.

Exemple 4.6.1. Par exemple, f oo Smtdt est absolument convergente, donc convergente. En effet, pour tout t,

| sint|
2 2
+o0 1 +0o0 smt
| 7zdt est une intégrale de Riemann convergente, ce qui implique la convergence de fl 25+dt par compa-
raison.

4.6.2 Intégrales semi-convergentes
Définition 4.5. Une intégrale ff f(t)dt est semi-convergente si elle est convergente mais pas absolument convergente.

Exemple 4.6.2. f +oo Smtdt est semi-convergente.

4.6.3 Critere d’Abel

Pour montrer qu’une intégrale converge, quand elle n’est pas absolument convergente, on dispose du théoréme

suivant.

ThA©orA ‘me 4.6.2. Soit f une fonction C* sur [a, +00], positive, décroissante, ayant une limite nulle en 400

. lim f( ) = 0. Soit g une fonction continue sur [a,+ool, s’il existe M> 0, telque Vx € [a,+0],
Brern

M . Alors lintégrale fa+°° f(t)g(t)dt converge.

Exemple 4.6.3. La nature de || +oo Sint gy,

Appliquons le théoreme d’Abel : On pose

f(t) = 7 dtg(t) = sint
f(t) est une fonction positive ¥/t € [1,4o00].

JHOE —t% < 0, Vt € [1,400[ ce qui implique f est décroissante.
1
li = 1 - =
t—lg}oo f(t) t—1>I—Ii-loo t 0
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* pour la fonctiont — sint

Pour M = 2, Vx € [a,+0],

=|cosx —cosl| <|cosx|+|cosl|<1+1=2

X X
’/ sintdt‘ = Hcost]
1 1

D’ou f;roo SLdt converge.

4.7 Calcul des intégrales impropres

4.7.1 Intégration par parties

1

Soient f et g deux fonctions deux fonctions de classe ¢' sur [a, b[. Supposons que limb f(t)g(t) existe et soit finie.
t—s

Alors f; f(t)g(t)dt et ff f(t)g'(t)dt sont de méme nature. En cas de convergence on a :

[Vwﬂmh{ﬂmwﬂ—lﬂwﬂmﬁ

b

wee | f(0g(0)| = 1w | ra(0)

a r b- a

Exemple 4.7.1. Calculer fol tIn(t)dt par parties.

Pour cela, on pose

2 2121,
—x? 1 1
= )+ et
2 1 1 1
= lim —1 o=
;Elglo 5 n(x)+4x 1 1

Exemple 4.7.2. Soit \ > 0, calculer I'intégrale f0+oo Mte Mdt.
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4.7 Calcul des intégrales impropres

72

On effectue intégration par parties avec

) =e™ = f(t)= e
o) =X = ()=

Ainsi

“ — At _ v /
/O)\te dt = /Og(a;)f(t)dt

1
— X lorsque x — 400
Ainsi l'intégrale converge et

+00 1
/ e Mdt = =
0 A

o0 g . < . .
Montrer que | 1+ Sltﬁdt est semi-convergente c’est- a -dire elle est convergente mais pas absolument convergente.

Exemple 4.7.3. D’apres Abel cette intégrale est convergente.

Montrons qu’elle n’est pas absolument convergent :

comme |sint| < 1, Vt, ona

.92 :
sin“ t ‘ sSin t|
t S 2t

(multipliant par | sin t|)

avec [ —Silftdt = [ 1=zl

En appliquant une intégration par parties, on pose.

() = cos(2t) = u(x):%sin(%),

72



4.8 Exercices corrigés sur les intégrales impropres 73

on obtient
x _ x 3 ey T o3

/ 1 — cos(2t) g — 1 o 1[sin(2t) | 1/ sin(2t) it
1 2t 2 , 4 t 1 4 12

+00 o3

sin(2t . .

Or / t(2 dt converge absolument. Les deux derniéres termes de la somme convergent et le prmier tend vers
1

400, donc l'integrale diverge. Finalement d’aprés le critere de comparaison fioo |Sit—nt‘dt diverge.
4.7.2 Changement de variable

ThA©orA me 4.7.1. Soient f :]a,b[— R continue et ¢ :]ov, B[—>]a, b], de classe C* et bijective alors

b «
/ f(x)dt et / F(o(t)g (Bt

sont deux intégrales impropres de méme nature et si elles convergent

b Ie%

/ f(x)dt = / Flo(t)d (B)dt
1

et+1

Exemple 4.7.4. Etude de la nature de I’intégrale impropre f0+oo dt. Posons le changement de variable :
du
et—du

u = e alorst =Inu <= du = eldt et dt =
depluspourt =0=u=1ett =2 = u=2¢e"

Ce changement de variable est valide car o : u — In(u) est de classe O sur [1, e*]. On obtient :

R | ¢ 1
[w e [
o et+1 1 u(u+1)

On déduit que I’intégrale f0+oo etlﬂ dt. est convergente. De plus : 0+°° et}Hdt = In(2).

4.8 Exercices corrigés sur les intégrales impropres

Montrer la convergence et calculer la valeur des intégrales.

T /241
_ [too 1
2. I=)3 " zamd
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3.0 = [[F e " du.

IQ — f;—oo 724_2131(36) dl‘

5. ;= [ Sdr.

Corrigé,

1.

_ [t 1
L= [ et

La fonction est positive

1 1
t/E2 + 1 oo 2

Il s’agit d’une fonction de Riemann intégrable o = 2 > 1 On fait le changement de variable v = t? + 1 <=

t = v/u — 1 dans I’intégrale

x 1 t
dt—/ —dt
/1 Vit +1 1 2Vt 41

On retrouve « presque » du= 2tdt au numérateur

t=1—u=2 et t=r=—=u=22+1

€T
/1 ENCES \/t2 / (u— 1
On fait le changement de variable v = \/u <= u = v?, du = 2vdv

u=2=0v=+v2 et wu=224+1=v=va2+1

du
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x2+1
) T -
2 2

2 u—1)y/u V3 (v2 —1)v
VeIl
Y -
V2 (v2 =1)
Va1 -1
:/ < 2 + 2 >dv
v—1
1 Vet
= 2|:1II’U—1‘ ln|U—i—1]]
2 v+1
1ln V2 11' 1l \/51’
= 3 —F | — <1l
2 |Va?4+1+1] 2 |V2+1
LVETIo W E D \/1+*—%>
Vot +1+1 (y/1+ 5 +12) V1t z+1
et

PRIt

Donc I} = 3 1n(2v/2 + 3)
+oo 1
2. 1= - deaz.
En posant
1
t=vVzx+1=dt = ————=dzr = dxr = 2tdt,
2v/x + 1

de plus,pourz =3onat=+3+1=1etx — +ooonat — +oo,

on obtient

[ amere = @t
400
= 2/2 ((tll)_(t}rl))dt
_ [(ln](t—l) ’ —]n| (t—l-l) |):|+OO: |:ln(t—1):|;roo

2
= lim In( (t—1)
z—+00 t+1

)—lnézln?;.

D’ou I'intégrale I converge.

3.0 = [[7 e du.
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On peut appliquer le critere de comparaison. D’habord, on a

2
r>l=>r= -2’ <—z=e % <e® Vz>l.

De plus,
+00 9 +00
/ e Tdx §/ e dx
1 1
et
+00 +oo
e fde=|—e" = lim —e®4el=ct
1 1 r—+00
B 2z o . 9e Lz +oo _g 9e .z +oo g2

D’aprés le critere de comparaison et comme 1’ intégrale fl e~ “dx converge donc I'intégrale I1 = [, e dx

converge aussi.

4. I = ;o0 2sin) gy,

On peut appliquer le critere de comparaison. D’habord, on a

1 2 i 3
—1§sina:§1:>1§2+sinx§3:>—3§$§—3
A xr xr
d’ou
2 i 3
24sinz 3 ooy
X X
De plus,
+OO2 . +003
/ +S’;”d;ug/ = dr
2 T 2 €T
et

/+°° 3 p —37t*® i -3 N 3 3
—ar = | —= = lm —+4+-=-.
9 a3 222 |, z—too 222 8 8

9 z LURN . 9 z +oo 3 9 z “+00 2 1
D’aprés le critére de comparaison et comme 1’intégrale f2 ~zdx converge donc I'intégrale I = fg %dw
converge aussi.

(Lintégrale f;oo x%da: converge car c’est un intégrale de Riemann de 1" type o = 3 > 1).
_ (le®
5. I3 = [, &dx.

On peut appliquer le critere de comparaison. D’habord, on a

" 1 e e
1<e<e=-—< — < —
T T T
d’ou
1 e
- < —, Yz >0.
x x
De plus,
1 1
1 e’
/dazg/dx
o 7T o T
et

1 1 1
/ —dx = [lnx] =Inl— limIn = +o0.
0 a

x—0

76



4.8 Exercices corrigés sur les intégrales impropres 77

N L N . 90 . 11 . 5 » _ 1 e* .
D’aprés le critere de comparaison et comme 1’intégrale fo 2 dx diverge donc I'intégrale I3 = fo <-dz diverge
aussi.

(Lintégrale fol %dx diverge car c’est un intégrale de Riemann de 2°"*¢ type o = 1).
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