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Exercice 1. (04 pts)
Montrer par récurrence que, pour tout n ≥ 2 :

n∏
k=2

(
1− 1

k2

)
=

(
1− 1

22

)
×
(
1− 1

32

)
× · · · ×

(
1− 1

n2

)
=

(n+ 1)

2n
.

Exercice 2. (08 pts)

I. Soit f : R −→ R une application dé�nie par : f(x) = 1
2(1+x2)

+ 1.

1. Calculer f−1
({

5
4

})
et f−1({2}).

2. L'application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
3. Donner les intervalles I et J pour que f : I −→ J soit bijective ; puis
déterminer l'application réciproque f−1 de f .

II. On dé�nit sur R la relation binaire R par :

∀x, y ∈ R : xRy ⇔ f ′(x) = f ′(y).

1. Montrer que R est une relation d'équivalence.
2. Déterminer la classe d'équivalence 0.

Exercice 3. (08 pts)
I. Soient a ∈ R et g la fonction dé�nie par

g(x) =

{
a2x si x ≤ 1,

a sin πx
2

si x > 1.

1. Déterminer a pour que g soit continue sur R.
2. On considère que a = 1.
a) Énoncer le Théorème des valeurs intermédiaires.
b) Montrer que l'équation g(x) = 0 admet au moins une solution sur
]− 1, 1[.

II. 1. A l'aide du théorème des accroissements �nis, montrer que

∀x > 0,∃c ∈]x, x+ 1[, e
1
x − e

1
x+1 =

1

c2
e

1
c .

2. En déduire
lim

x→+∞
x2

(
e

1
x − e

1
x+1

)
.

Bon courage.
















