Université de Tlemcen

Faculté des Sciences
Département de Mathématiques
L2MATH-Analyse IV AU 17/18

Série n°2
Intégrales Multiples

Exercice 1 : Indiquer les limites d’intégration dans I'intégrale double ff. f(x,y)dxdy ou'S

est le domaine borné limité par :
1. Le parallélogramme de sommets A(1,2),B(2,1),C(3,4) et D(4,3).
2. y=1+x%ety=3x2.
3. Le secteur circulaire OAB de centre O et dont les extrémités de I'arc de cercle sont les
points A(O, 2),B(-2,-2) ;
4. les deux cercles de rayon 1 centrés en (0,0)et(0,1) .
5.5 ={(x,y) ER%:x% + y?2 <16 ety > |x|};
6. S={(x,y) ER%:x? —y? > letx? +y? < 8x};
7.y=x—1ety? =3x+4.
= {(x,y) ER*:x2+9y?<1lety=>x +§}
Exercice 2 :
Calculer les intégrales doubles :

1. ffD #dxdy ou={(x,y) ER*:x?+y2>1,0<y<1let0<x<1}

+/1-y%  2ydx » Ve e .
2f fﬂmdy (changer l'ordre d’intégration).

3. ffD (x% + y2)(—x? + y2)*¥dxdy en utilisant le changement de variables :
u=xyv=—x%+y?
5
4. [[, (1—4x? — +y*)2dxdy ol D est le domaine limité par 'ellipse : 1 = 4x? + y?

en utilisant le changement de variables (elliptiques) x = arcosf et y = brsinf
pour I’ eII|pse = + ==1
5.fC¢y) = (x - y)"‘ey”
. A (0 1 0 -1
D est le parallélogramme de sommets: A (1), B (2) ,C (3) etD ( 5 )
(Chgwvari:u=x+y,v=x—1y)
6.Jf, e =¥’ dxdy ou D est limité par: x2 + y2 < R? x > 0 et y > 0 en déduire
ff[0’+x[2 e **~¥*dxdy et I'intégrale de Gauss f0+°° e *"dx.

Exercice 3 :

1. Calculer I'aire de la portion du cylindre x2 + z? = 4 intérieure au cylindre
z2+y?=4.

2. Trouver le centre de gravité de l'aire intérieure a la cardioide r =1 + sinf et
extérieure au cercle r =1

Exercice 4

Calculer les intégrales triples suivantes :
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1.Jff, Vzdxdydz ouV estle domaine limité par le cylindre parabolique

z=4-y? et les plans z=0, x=2 et x=-2.

1 0 0
2.Jff, xydxdydzouV est le tétraédre de sommets (0) , (2) et (0) .
0 0 3

3.Apres avoir passé en coordonnées sphériques:

VREXT L JRExioy2 L NI fzeayr
1)] dxj j (x? + y?) dz, Z)f dxf dyf dz
0 0

VRZ=x2 x2+y2

4.Apres avoir passé en coordonnées cylindriques:
3 V9—x2 9—x2—y?2 2R V2Rx—x2 4R2—x2—y2
1) f_3 dx fO dy fO dz 5 2) f dx f md fO dz

Np= 2
3)f dyf\/‘%dxf\/m,/x2+y2dz
5.1, A4z 5> 1 B:boule unité

Jx2+y2+(z—a)?

Exercices corriges

Exercicel :
a) Calculer les intégrales doubles en changeant "ordre d’intégration

1 xydx __ (T (Tsinydy
f f m 12— fo fx y dx

b) Calculer les intégrales doubles ff(D)f(x, y)dxdy::
3f(xy)—Ty ={(x,y)E]R2:1Sx2+y2S4etOZny}.
4. f(x,y) = 2+y2)2 ={(x,y) ER*:x?+y2 <2x,x2+y?>1, y<2—xety=>0}.
5. fxy) = Ix —-yl* D=[01]°

6. f(x,y) =J1+x2+y2 D={(x,y) ER%:x?>+y2<9, x?+y?=>1}.
7.f(x,y) =x*4+y? D={(x,y) ER%:0<xy<4etl<x?>-y?<9}

Solution:
3 —
& f fl xydx f fx xydy _1 1 x3dx :\/7 1
Vit+x* 0 Vi+x* 270 V14x* 4

* L= (ff%dy)dx =y “‘”’;y dx)dy = [] siny = 2.

& L= Laryde =Zin.
2
o 14 _ fn/‘LfW%dT'dQ +fn/3f2c059 1 L drdo —f /43 cosfsinf do —

4
_ lom | 1-8V3
_f”/4 4c0s20 1do = IR
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% 2

1 1
& 15 = fO (f(;y(y - x)adx + fy (x - y)adx)dy = (a+1)(a+2)
Iy = [ I drde = 52 (55 - 1),

*

(a>0)

* D={(x,y) ERNZL2<xy<4etl<x?-y2<9}

soit ¢ :(x,y) = (u,v) = (xy,x2 —y*) J,1 = (]q,) !

(¢ : Ci-difféomorphisme) 1
D étant le quadrilatére curviligne de la figure

et ¢ (D) est le carré: [2,4] x [1,9].

u=x
{ Y » det(J, ") =2(x2+ yz)}. I, = %ff dv f; du=38

v=xZ-y

Exercice 2 :

1. Laire de la portion de la surface z = \/4 — x? — y?découpée par le cylindre
x4+ y? =2x.

0z 2 0z 2 .
o=l \[“(a) +(5) dxdyous={(x,y) € R:x? +y? < 2x }

A ("o, (2c0s0  2r _ T/ o _aof™ _ 4
o =2[,"%(/, = dr)do =8 J,?1—sinf df =8 (2 1) u.s
2. Le volume du corps limité par les surfaces :x? + y? = 2z,z = x

2 2
V=[f, x -2 dxdy ouS={(xy)€R%: x?+y? = 2x}.

v =2f, 2([7°* (cosb — 1) r2drde =2 [/2 cos*0 d6 —2 [, /2 cos?6 do =

Y
gfo /21 + 2c0520 + cos?20 df -gfol 1—u? du= 7I—19—6 u.v.
Exercice 3:

1) Le volume du corps limité par la sphére: x? + y?+z2 = a? et extérieur au cone
T s 3
x*+y?=2* V=8 /2 49 Js /4cos<pfoar2dr= 271\/5%.
2) Le moment d’inertie d’un cylindre de hauteur h et de rayon de base a, par rapport a I'axe

servant de diametre a la base du cylindre :

a?hr(a?+h?)
12 '

Iy = [ff, ¥*+2z*dxdydz = fozn do foa rdr foh(rzsine +z%)dz =

3) Le centre de gravité du cops limité par la paraboloide 2z% + y? = 4x et le plan x=2.

M=J,, <f2222+y2 dx) dydz = fozn do fol 8vV2(1 —r?) rdr=4nv/2,,
4

_ 82

G any2
2 2

Yo = zg = 0 (par symétrie) D= {(y, z): % + ZZ < 1} y =2V2rcosf etz =

2rsind et ] = 4/2r

fozn de fol(l —r)rdr=12

3
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Applications des intégrales doubles et triples

% Laire A d’une surface plane limitée par un domaine compact D de R? :

A =ff dxdy
D

% Laire 0 d’une surface z = z(x,y) de R3 dont la projection univoque dans R? est
limitée par un domaine compact D :

] o e
7= ax) T \ay) XY
D

++ Applications mécaniques :

» La masse d’une plaque mince, plane ,limitée par un domaine compact D du plan et
telle que sa densité superficielle en tout point est donnée par y(x, y) :

M = J jD y(x, y)dxdy

> Les coordonnées du centre de gravité G(x;, y;)sont données par :

1 1
Xg = Mﬂp xy(x,y)dxdy, ys = Mﬂn yy(x,y)dxdy

> Lamasse d’un corps Kde R3 limité par un domaine compact U et telle que sa
densité en tout point est donnée par y(x,y, z) :

M = fff v(x,y,z)dxdydz
U
> Les coordonnées du centre de gravité G(xg, yg, z;) de K sont données par :

1 1
o _ﬂf vy, 2)dxdydz,y; = —Uf y(x,y, 2)dxdydz
M)y M),
Zg = fffu V(x;y;Z)dXdde,

> Le volume d’un corps de K de R3 limité par un domaine compact V :

V= f f dxdydz
U
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