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Corrigé de la série de TD n°2 : Ensembles et relations

Exercice n°1
1. On considére les ensembles :

B={zxe€Z/|lz| <3}, F={r€Z/—-5<x<5} et A=FENN"
On détermine AN B. On a
B={zeZ/|z| <3}
={reZ/-3<z<3}
={-2,-1,0,1,2}
d’autre part, on a
E={reZ/-5<x<5}={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}
donc
A=ENN"={1,2,3,4,5}
ensuite
ANB=A{1,2}
Cpom,
CAP={rcE/x ¢ AUB)}
comme : AUB ={-2,-1,0,1,2,3,4,5}, d’ou
CéUB = {_47 _3}

On détermine :

On détermine : A\B.
A—B=1{1,2,3,4,5}\{-2,-1,0,1,2} = {3,4,5}
On détermine : (AN B)NCANE .
(ANB)NCAE = {1,2} n{—4,-3,-2,-1,0,3,4,5} = &
2. Soient E un ensemble non vide et A, B, C et D quatre parties de F.
a) Montrons que : ANB=0= AC CgB.

On suppose que AN B = () et on démontre que : A C CgB.

Soit x € A.
reA=ux¢ Bcar ANB=1

=z € CgB,

doncVr:z € A= x e CgB,dou AC CgB.
Alors, ANB=0= AcC CgB



b) Montrons que : (Ax B)N(C x D) =(ANC) x (BN D).
Soit (z,y) € (A x B)N(C x D).
On a:

(z,y) € (Ax B)N(C x D) < (x,y) € (Ax B) et (z,y) € (C x D)
S (rxeAetyeB)et (xeCetyeD)
S (reAetzxelC)et(ye Betye D)
sSreAnCetye BND
& (z,y) € (ANC) x (BN D)

Donc, Y(z,y) : (z,y) € (A x B)N (C’ x D)< (z,y) € (ANC) x (BN D).
Alors, (Ax B)N(C x D) =(ANC) x (BND).

Exercice n°2

Soit R une relation définie sur 'ensemble des entiers relatifs Z comme suit :
Ve,yeZ, xRy<=3JkeZ:zxz—y=23k.
a) Montrons que R est une relation d’équivalence sur Z.
i. Réflexivité de R : Soit z € Z. On a
r—x=0=3x0.
Par conséquent
d=0€Z:x—zx=3k.

D’ou xRz et donc R est réflexive.
ii. Symétrie de R : Soient x,y € Z : xRy. On a

TRy =3IkeZ:xz—y=3k
=3dkeZ:y—x=-3k
=3dkeZ:y—x=3(—k)
=3k ' =(-k)e€Z:y—ax=23k
= yRz.

Donc R est symétrique.
iii. Transitivité de R : Soient x,y, 2 € Z : xRy et yRz. Montrons que xR z.

dkeZ:x—y=3k....... (1)
TRy et yRz = et
K el y—z=3k....... (2)

(et (2)=3kK €l:x—2=3(k+Fk)
=3k =(k+k)eZ:zx—2=3K

= 2Rz.
2



Donc R est transitive.
Finalement, de i), ii) et iii), R est une relation d’équivalence.

b) Classe d’équivalence de a € Z :
a={r €Z/xRa}
={reZ/3Fke€Z:x—a=3k}
={re€Z/3keZ:x=3k+a}
= {3k +a/k € 7}
¢) L’ensemble quotient :
a=00={3k/keZ}={. —6,-3,0,3,6,...}
a=1,1={8k+1/keZ}={..—5-2,1,4,7,...}
a=22={3k+2/keZ}={.. —4,-1,2,58,. .}
a=33={3k+3/kcZ}={3(k+1)/keZ}={3K/k € Z} =0.
a=-1,-1={8k—1/k€Z}={3(k—1)+2/ke€Z}={3K +2/K € Z} = 2.
a=-2,-2=1.
D’ou Z/R = {0,1,2}.
d) On a 2023 = 3(674) + 1, donc 2023 € 1.

Exercice n°3
1) Dans R, on définit la relation binaire R par :

Vo,y ER 2Ry <= 2> — > <z —y.
a) Montrons que R n’est pas symétrique :
On a: 0R2, car 0?°—2% = —4 < —2 = 0—2. Mais, 2 RO, car 2°—0? > 2 = 2—0.
b) Montrons que R n’est pas antisymétrique :
On a OR1 et 1RO, car
0?—1°<0—1let1°-0*<1-0.

Mais 0 # 1.
2) On définit sur |3, +oo] la relation binaire S par :

1
Y,y E]§,+oo Sy <= 2> -y’ <z —y

a) Montrer que S est une relation d’ordre.

i) Reéflexivité de S? (Vz €]3; +o00[,28z) ?
Soit  €]5,+o0[. Ona:a? —2> =0=xz —x.
Donc, 22 — 22 < x — z.

Par la suite, Vz €] 3; +00[, 28z.

D’otl, § est une relation réflexive.
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ii) Antisymétrie de S7 (Va,y €]%, +00[, 28y et ySz = = =y)?
Soient z,y €], +oo[. On suppose que Sy et ySz et on démontre z = y.
On a

xSy -y <z—y
et = { et
ySx -2 <y—x

-y <w—y
— et
x?_yQZI_y
Par la suite, 22 — y?> =z — v.
On a:

Py =r—y= (z—-y)(z+y—1)=0.

xT=1y

— ou

x =1 —y (impossible, car z,y E]%, +0o0l).
Donc, Vz,y €3, +oo[, #Sy et ySz =z = y.
D’oui la relation S est antisymétrique.
iii) Transitivité de S (Va,y,z €]3, +ool, #Sy et ySz = 152)?
Soient x,, z E]%, +oo[. On suppose Sy et ySz et on démontre zSz.
On a :

xSy 2 —yP<z—y
et — et
ySz -2 <y—z

:>x2—22§x—z.

Donc, Vz,y, z €]3, +oo[, 28y et ySz = xSz.
D’ou la relation S est transitive

De (i), (ii) et (iii), on a S est une relation d’ordre.
b) Cet ordre est total.

En effet, soient z,y €]3, 400 .
Ona:2?—y*<zx—youa?—y>>z—y.

done, 22—y’ <z—youy?—2?2<y—u.

d’ou, xSy ou ySx.

Alors, Vz,y €]3, +oo[: Sy ou yS.



