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Chapitre II
Intégrales Impropres
Définitions et Propriétés
Criteres de Convergence

Convergence absolue et semi-convergente
1. Introduction.
Les intégrales que nous avons traités dans le chapitre 1 sont définies sur des intervalles fermés
et bornés de R, dont la fonction doit étre au moins continue par morceaux. Cependant, la
plupart des intégrales ne sont pas des aires de domaines bornés du plan et la fonction f a
intégrer est discontinue pour des valeurs isolées de la variable x comprises dans les limites
d'intégration. Pour cela la notion d'intégrale de Riemann, doit étre étendue a l'aide des limites.
Cette appellation est dite intégrale impropre ou généralisée.
2. Définitions et propriétés
Définition 1: Soit / : ISR — R
On dit que f est localement intégrable si elle est intégrable sur tout sous-intervalle fermé,
borné de I .
Exemples :
1) Toute fonction continue sur I de R est localement intégrable.
2) Les fonctions en escalier sont localement intégrables.
3) Toute fonction monotone est localement intégrable.
Définition 2 :
Soit f : I=[a, b[ — R une fonction localement intégrable.
Posons : F(x) = [ f(t)dt ; Si

chilrg F(x) =l (finie)
on dit que l'intégrale fab f(t)dt est convergente.
On appelle la limite I I'intégrale généralisée de f sur [a,b[ . Et on écrit :

[P f@©de=1.

Dans le cas contraire (lim,_,, F(x) # 1) on dit que l'intégrale f: f(t)dt est divergente.

Exemples :

too 1
1) fl mdt
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lim F(x) ==
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Alors f;’wﬁ dt est convergente

2) f0+wte_tdt ; F(x) = [, te™dt ; intégrons par parties :{

u=t
v =e"t

(L

Fx)=[-tet—ef[§=1—xe ™ —e™*

lim,_,, o F(x) =1 alors f0+0°te‘tdt est convergente

3) [ —dt

1-t
x

1
F(X) = fl——tdt 3 —ln|1 —X|

0
4) lim,_, F(x) = +calors folidt est divergente
Remarque :
Dans le cas I=]a,b] Posons : F(x) = fxbf(t)dt

Si lim,_,, F(x) = [ (finie), on dit que f: f(t)dt est divergente.

Si lim,_,, F(x) # 1) on dit que l'intégrale f: f(t)dt est divergente.

Exemples :

1) fol In(t)dt ; F(x) = fxl In(t) dt par partie , F(x) = -1 — xIn(x) + x

lim,_q F(x) = —1; Alors fol In(t) dt est convergente

0 _dt 0 af I b Lbided |
2) omgmz 1 FO =, 555 =1, T~ @rctan(t +

. 3
lim,,_oF(x) = % + % = T” convergente

Définition 3 :

Soit f: ]a,b[— R localement intégrable.

_rn

1))y = = arctan(x + 1)

On dit que f; f(t)dt est convergente s'il existe c€]a,b[ tel que les intégrales fac f(t)dt et

fcb f (t)dtsoient convergentes. Et fab f®dt=l1+1,

Avec : lim,_,, F(x) = |; etlim,_, F(x) =1,
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Exemples :
+oo dt c dt +o00 dt
1) f oo 1+t2 = f_mm f(_‘ HT, on prend C=O
0 c
f dt — i .I' dt m
1+62 w1462 2
—co
+oo x
x—>+ f
0 0
+o0
j dt B
1+¢2
-
0 dt c dt -, (0 dt _
2) f—wt(t—l) = f_mt(t—l) ! fC t(t-1) on prend C—'2
c 0
f == f = 1 (12+l |x_1|>—zz
t(t 1 1) B x_l’mw t(t - 1) x—> oo (t i 1) x_‘f;ﬂw n n =1in
—co
0 X N -
j dt 4 f dt _ i fdt dt _ (1"'(‘2 +l| X |>_ .
t(t—1) B xl_r)r(l) tt—1) - xl_r)l(l) t (t—1) = xli% n-.__,3) n iy
c ) =2

divergente alors f

[) ==

t(t—1)

Remarque :

1) la nature de l'intégrale de f sur ]a,b[ ne dépend pas de choix de réel c .

2) Attention : [ f(£)dt # lim, o [ f(O)dt

Exemple : [* tdt = B tz]x = 0 mais [ tdt
Propriétés :
Soient f,g: [a,b[ — R et aeR. On a

[ f(t)dt convergente

b
1) Si{‘z

[~ g(®)dt convergente

2) Sif: f(t)dt divergente (ou fab g(t)dt divergente) Alors

3) i f; f(®)dt divergente
fab g(t)dt divergente

est divergente

fab (f () + g(t))dt convergente
S
f: af (t)dt convergente

fab (f(t) + g(t))dt divergente
fab af (t)dt divergente

Alors on ne peut rien conclure.
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Exemple :

SOlent f+ dt f+w dt

— sont divergentes

f‘l‘wdt

) + fm L imy o lnx(x + 1) = + 0 alors f+ & +f — dlvergente

f+00dt f+m dt

L — =lim, ;o In2 + ln— = Ini{2) alors f

+oodt f+00
1 t+1

1 el convergente

Intégrale de Riemann

+oodt 1dt +oodt
f1 e fo ta ;fo ta

On a f+wdt _ 1d—t+f+wd—t

—Jo ta 1 ta
1d . 1d
0 Tt = lim, o |, —t = llr‘%[ In|x|]] = +c0
Pour a = 1:
+oodt wd
—_— _——= = co
U= lim 5 = Jim il = +
e (Lat _ i (19— i L e L
Poura<1'f0ta_,lcl_r,%xta_,lcl_r)r(ln—a[l s —

+wdt_l_ Lbd & Lo
_j; t_a_xl—r>r0101—a[x ~H==

Poura>1: [ /S =lim[ T =lm—[1—-x"%] =+

x—0 "X t* x—-01-a

J“’"dt_l_ 1 -« 1] = 1
1 t“_xl—I}OlOl—CZx T 1-a

- +ood J . !
Conclusion : fl wt—i convergente si « > 1 ; divergente sia < 1

d 5 . .
, = convergente si @ < 1 ; divergente si a > 1

+oodt

— est divergente

Integrale de Bertrand :

Alors fa

f“” dt ]}
tinf () &

F(x) = fa o ﬁ( 5 par changement de variable u = Init)
Pour B =1, F(x) = In(In(x)) — Inifin(a)), lirgoF(x) =+
Pour § # 1, F(x) = ﬁ [Inie)!~*#]" = ﬁ [Iniie)~# — Iniifia) ! ~# ]

+oosif <1
lim F(x) = { Iniif)*~#
x— 0o T ——

1-p

est convergente si p > 1, divergentesi g <1

Sip>1

lﬂ()
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3. Convergence des intégrales des fonctions positives :
Soient f, g :[a, b[ » R, (f, g= 0) localement intégrables
Théoreme : cristére de comparaison
Si f(t) < g(t)sur|a,b[ alors on a

ff g(t)dt convergente alors fab f(t)dt convergente

fab f(t)dt divergente alors fab g(t)dt divergente

Exemples
‘oo _
1) [,
0 . —t2 —t Tt g s -1 —x) — -1
nasur[l,+of:e™ <efetf edt=lim_ (e —e ) =e
f1+we_tdt convergente alors f;ooe‘tzdt est convergente

+asin (1)
2) fl Slnt2 dt

in 2
t 1
sm()<
t2 T t?

Onapourtell,+o,

o sin?(t)

3) f;oatlz dt intégrale de Riemann convergente (a > 1) alors f1+ dt convergent

Théoréme : critére d’'équivalence

f@®

Silim,_, o= ™

= 1 on dit que les deux fonctions f et g sont équivalente

Alors les intégrales f: f(®)dt et fab g(t)dt sont de méme nature

Exemples :

t+1 t+1
1) fl t(t2+1) I f( )

t(t2+1)

IO — Jim L1

On a llmx_>+oo t2 - x—+oot(t+1)

t2 =1 alors f et g(t) =ti2 sont équivalentes au voisinage
de (+ o)

On sait que flmtizdt de Riemann convergente (a > 1)

+oo  t+1
Alors t(tz-i—l) est convergente

2) fz (t) dt on lim,_,o —— = 1, alors fz dt et fz —dt sont de méme nature

()

fo?%dt de Riemann divergente (a = 1) alors fOE Sl_nl(t) dt est divergente

Remarque : Pour chercher I'équivalence des fonctions on peut utiliser les développements

limités.
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Exemples :

1.
= Infifl —t %)
1) [

.. ’ 1
On a au voisinage de zéro : In(1 — t?) = —t? — -

4 1.6 6
Sttt =2t +0(t%)

Ini{il — t2) 1 1
——L=—-1—-c-t!—=tt+o(*
t2 2 3 +0D

1,
= Infig—t? P
Alors foz %dt est convergente comme somme des integrales convergentes

2) fol dt

et—cos(t)

On a au voisinage de zéro : et = 1+t + O(t)et cos(t) = 1+ 0(t)

et = cos(t) =t + 0(t) Cest-a-dire e® — cos(t)~t
dt

et—cos(t)

fol dt—t est divergente alors fol est divergente

Théoréme : critére de Cauchy

Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b[

fab f(t)dt est convergente si et seulement si

fx “ror < e)

Ve > 0,3c € [a,b[:<x>Oetx’>c:>

Théoréeme : critére d’Abel
Soient f et g deux fonctions localemnt intégrables sur [a, b[

_ f monotone et lim,_,, f(t) =0 b
Si alors fa f(t)g(t)dt est convergente

IM > 0tel que Vx € [a,bl: |fabg(t)dt| <M
Exemples

1) f1+ oosinift) dt

t

Ona f(t) = % décroissante sur [1,+ o] et lim,_,, o f(t) =0
Et le sin(t)dt| = |cos(1) — cosifx)| < |cos(1) + cosifx)| < 2
2) |f;"sin(t)dt| < 2 ; alors d'aprés Abdel lntégrable f;"“*-% gt est convergente

4. Convergence absolue et semi convergence :
Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b][ .

Définitions :

- On dit que f; f(®)dt est absolument convergente si et seulment si fflf(t)ldt est

convergente
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- On dit que fab f(t)dt est semi convergente si fab f(t)dt est convergente et fablf(t)ldt
n'est pas convergente
Théoréme : ffl f(t)|dt convergente alors fab f(t)dt convergente

Exemple :

+ oo t
J‘ cos§ )dt
1 t
Ona

cos (t)
t2

cos (t)
t2

1 +o01 . +o
| <=, J; " dt est convergente (Riemann) et [,

| dt est absolument convergente

co

alors f;w :z(t) dt est convergente

Intégrales de référence :

En plus des intégrales de Riemann et de Bertrand, nous avons aussi :

Intégrale de Gauss : f0+°° e~t"dt est convergente et vaut ‘/75

Intégrale de Dirichlet : f0+°° Si“fa) dt est convergente t vaut -

Intégrale de Fresnel : f0+°° sinit?)dt et f0+°° cosift?)dt sont convergente et valent %




