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Chapitre IV
Séries
Suite arithmétique et suite géométrique
1) SivneN: u,,; =u, +a (aeR), la suite (u,),y est dite arithmétique de raison a.
La somme de sesn + 1 premiers termes est

. n+1
Sna =Zuk= > (uo + uy)
k=0

2) SivneN: u, 4 = qu, (g e R*) (u,, = q"uy), la suite (u,),y est dite géométrique de

raison q. La somme de sesn + 1 premiers termes est

1_qn+1

S = Lle=0 Ui = Uo 1-q¢ siqg#1
(n+ Duypsig=1
Séries numériques
Séries a termes positifs
L'expression ug + u; + -+ u, + -+ = Y, U, €St appelée une série numérique de terme général
u,. On note cette série par ¥ u, ou ¥, u, .
La suite (S,)n=00U S, = XF_u, = ug + u; + - + u,, est appelée suite des sommes partielles de
la série ¥ u,.
La série numérique Y /%, u, est convergente si suite (S,),=o converge, (lim,_ ;. S, = [ (I finie)
Sinon elle est divergente.
Condition nécessaire de la convergence des séries
Si Y12, u,, est convergente alors lim,,_, o, 1, = 0
Si lim, ;o u, # 0 alors Y1, u, est divergente.
Criteres de convergence des séries a termes positifs
Critére de comparaison
Si ¥ 1% u, et X% v, sont deux séries numériques a termes positifs telles que vYneN:u, < v,
Alors :
i) Si la série },,, v, converge alors Y, u, converge
i) Si la série ¥, u,, diverge alors ¥, v, diverge
Critéere d'équivalence
Soient Y% u, et 1%, v, deux séries numériques a termes positifs telles que u, ~v, pour n

tend vers l'infini, alors les deux séries sont de méme nature.

-
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Critere de d’Alembert

Si dans une série a termes positifs Y/, u,, la limite lim,,_, o (“Z“) =1

n

Alors
i) La série converge pour | < 1
i) La série diverge pour [ > 1
iii) Si l = 1, on peut rien conclure.
Critere de Cauchy
Si dans une série a termes positifs Y 1<, u, la limite lim,_ . (u,)"" =1
Alors
i) La série converge pour [ <1
i) La série diverge pour [ > 1
iii) Si [ =1, on peut rien conclure.
Série a termes de signes quelconques
Pour d’une série numérique Y% u, soit convergente il faut et il suffit que la suite de ses

sommes partielles (S, ),,c,+ soit une suite de Cauchy. Autrement dit :
m+p
Ve > 0,aN e ,ym,Vp=>1|m > N = Z u,| <e

n=m+1

e Une série est dite absolument convergente si la série formée des valeurs absolues de ses

termes est convergente.

e Une série est dite semi-convergente si elle converge sans étre absolument convergente.
Toute série absolument convergente est convergente. La réciproque est fausse.
Théoréme d’Abel :

Supposons que u,, = v,w, oU (v,),ex €t (w, ), Vérifient les conditions suivantes :

1) (v,),en est décroissante et lim,,_,; v, =0

2) S,est bornée ( S, = wy + wy + -+ w,,_1) ou bien X% w, est convergente
Alors ¥t u, est convergente.

Suites et séries de fonctions
Suites de fonctions
On appelle suite de fonctions sur I toute application

f:N - F(,R) (FU,R) de toutes les fonctions définies sur I)
n - f(n)
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On note la suite par (f,)nen
Convergence simple (ponctuelle) d’une suite de fonctions
Une suite de fonctions (f,,),..n est dite simplement convergente sur I vers une fonction f si
vael, lim f,(x) = f(x)
f est appelée limite simple de la suite (f,),cn
Convergence uniforme d’une suite de fonctions
Une suite de fonctions (f,),.ny converge uniformément vers la fonction f sur I si
im suplfu(¥) = f()] =0
Théoréme de Cauchy pour la convergence uniforme :

Une suite de fonctions (f;,),.ny converge uniformément sur I si et seulement si
Ve>0,3IN, € NivVp,g e N:(p>q=N.=||f, — f]| = S}ip|fp(x) — (0] <&
XE.

Condition suffisante de la convergence uniforme :
Pour qu’une suite de fonctions (f,),n Soit uniformément convergente sur I vers une fonction f,
il suffit qu'il existe une suite numérique (u,)n telle que :

lIf,(x) — f(x)| <u,vn € NNVx €let lim u, =0

n—-+oo

. 1 1 cu cS
La convergence uniforme entraine la convergence simple : f,, > fsurI= f, - f surl

La réciprogie est, en général, fausse.

Propriétés des suites de focntions uniformément convergentes
Continuiteé
Théoréme de Seidel:
Soit (f;,),une suite de fonctions définie d’un intervalle I de R dans R. Soit a € I, si

i) Pour tout entier n, la fonction f,, est continue en a,

i) La suite de fontions (f;),, converge uniformément sur I vers une fonction f,

Alors f est continue en a.

Théoréme de Dini
Soit (f,)n une suite de fonctions qui converge simplement sur [a, b] de R vers une fonction f
continue sur [a,b]. Si (f,), est monotone sur [a, b], alors elle converge uniformément vers f

sur [a, b].
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Intégration

Théoreme

Soit (f,),, une suite de fonctions telle que, pour tout entier n : la fonction f, est intégrable sur
[a, b].

Si (f,)n converge uniformément vers f sur [a, b], alors la fonction f est intégrable sur [a, b]. De

plus
b b b
Jim [ fieode= [ lim f@dx= [ fiodx

Dérivation

Soit (f,), une suite de fonctions telle que, pour tout entier n : la fonction f, est continument
dérivable sur I (f, est de classe C! sur I) et converge simplement vers une fonction f sur I. si la
suite de fonciton (f,),, converge uniformément vers une fonction g sur I. alors, la fonction f est

continument dérivable sur I et ' (x) = g(x) Vx € I,

(Jim £.0) = lim f;Go) va el
Séries de fonctions
Si (f,). est une suite de fonctions définie sur I c R, alors la série Y. f,(x) est dite série de
fonctions
Converge simple
La série Y f,(x) est dite simplement convergente sur I, si la suite (S,)n (S,(x) =
Y=o fi (x)) converge simplement vers une foction S sur .
Remarques
i) Etudier la convergence simple sur I, d'une série de fonctions revient a fixer x € I et
étudier la série numérique Y. f, (x)
i) Si la série de fonctions Y. f,(x) converge simplement vers une somme S sur un
domaine D alors,
a) L'ensemble D est appelé le domaine de convegence de la série de fonction Y. f, (x)
b) La fonction limite S est appelée la somme de la série ¥, £, (x)
Convergence absolue
Y fn(x) est dite absolument convergente surl si la série de terme général |f, (x)| converge

simplement sur I.
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Convergence normale
Y f.(x) est dite normalement convergente sur I, si la série numérique de terme général ||f, ||
(ou |If, ]l = sup,erlfo (x)]) est convergente.
Condition suffisante de la convegence normale
Théoréme de Weierstrass
¥ f.(x) une série de fonction définie sur I. S'il existe une série numérique convergente (u,),
tel que

()] <u,,Vvne N vx el
Alors la série de fonction Y. f, (x) est normalement convergence sur 1.
Convergence uniforme
La série Y f,(x) est dite uniformément convergente vers la fonction S sur I, si sa suite des
sommes partielles (S,,),, converge uniformément vers la fonction S sur 1.
i.e la suite numérique de terme général sup,.¢;|X7_, fi (x) — S(x)| Converge vers 0.
Remarque : une série de fonction Y f,(x) simplement converge sur I vers une fonction S,
converge uniformément sur I si et seulement si, la suite (R,), de reste d'ordre n (R,(x) =
Yie 11/ (x)) converge uniformément vers 0.
Remarque :
Si (f,), ne converge pas uniformément vers 0 sur I, alors la série de fonctions Y. f,(x) ne
converge pas uniformément sur I.
Théoréme (cristére de Cauchy) :

La série de fonctions Y. f, (x) converge uniformément sur I si et seulement si
Ve>0,3N, e N:Vp,q EN:| p>q>N,Vx €l=> |Sp(x) —Sq(x)| F z filx)| <e
Cette relation est équivalente a la proposition

Ve>0,3N, € N:Vp,q €N: p>q>N£=>sup|Sp(x)—Sq(x)|=sup 2 fi)] <e
x€l x€l

k=q+1
Théoréme d’Abel pour la convergence uniforme
Soit la série Y. f,, (x) g (x) vérifiant :
) IM > 0:vneN,|fo + i+ -+ f,ll <M (Les sommes partielles de la série ¥ f, (x)

sont bornées.

i) La série ¥|lgn+1 — gl est convergente (ou bien la suite (g, (x)),, est monotone)
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iii) La suite de fonctions (g, (x)),, converge uniformément vers 0 sur I
Alors, la série ¥ f;, (x) g, (x) est uniformément convergente sur I.
Lien entre les différents types de convergences

On a le shéma suivant

La convergence normale = La convergence uniforme
U U
La convergence absolue = La convergence simple

Continuité des séries de fonctions
Théoréme de Seidel : Soit la série Y f,,(x) uniformément convergente sur I et a € I
Si vn € N : la fonction f, continue en a (resp. sur I), alors la somme S(x) = Y%, f,(x) de la

série est continue en « (resp. sur I). i.e :
400 +o00 +00
lim S(x) = lim Z ADE 2 limf, (x) = z I OEJC)
N e n=0 n=0 & n=0

Remarque : Si la somme S de la série Y £, (x) est discontinue en un point x, de I, alors la série
¥ f.(x) n'est pas uniformément convergente sur I.

Intégration :

Théoréme : Soit la série Y £, (x) uniformément convergente vers S(x) sur [a, b]. Si pour tout

entier n, la fonction f, est intégrable sur [a, b] . Alors la somme S de la série est intégrable sur

[a,b] eton a
b b 4o oo b
!soo = J;fn(ﬂd =;an(x)
Dérivation

Soit Y f,(x) de somme S(x) telle que pour tout entier n, la fonction f, est continument
dérivable sur [q, b] ; Si

i) dx, € [a,b] tel que Y, f, (xy) converge

i) X f. (x) converge uniformément sur [a, b]
Alors la série Y f,,(x) converge uniformément sur [a, b]. De plus la fonction S est dérivable sur

[a,b] et on a

5'@) = (Zw fn(x)) - ZOO ()
n=0 n=0




Cours de Maths 3 L2 physique Université A. Mira — Bejaia
Séries

Séries entieres

On appelle série entiere de variable réelle (rep. de variable complexe) toute série de fonction de
la forme Y, a,,x" (resp. Y, a,z") ou (a,), est une suite de nombre complexes.

La suite (a,,), est appelée la suite des coefficients de la série entiere.

Remarque : toute série entiere converge pour z = 0

Domaine de convergence : On désigne par D I'ensemble des nombres complexes z pour

lesquels la série Y a,z" est convergente, on note f(z) la somme de cette série , soit :

o0

VzeD,f(z) = z a,z"

n=0

L'ensemble D est appelé domaine de convergenc de la série ¥ a,z". D n'est pas vide car il
contient toujours 0.
Convergence d'une série entiere
Proposition d’Abel : S'il existe x, € R* tel que la suite (a, x}}), soit bornée. Alors, Vx € R tel
que |x| < |xo|, la série numérique ¥ a,x™ converge absolument.
Rayon de convergence d'une série entiére :
Le nombre réel positif R = sup{r € R, tel que la suite (a,r™"), estbornée} est le rayon de
convergence de la série Y, a,x™

o S'il existe deux réels strictement positifs m et M tel que : vn € N,m < |a,| < M, alors le

rayon de convergence de la série entiere Y, a,x™ vaut 1.

e Soit une série entiere Y a,x" de rayon de convergence R :

i) Y. a,x™est absolument convergente pour tout x, (|x| < R)

i) Si R est fini, les séries Y a,x™ et ¥ |a,x™| sont divergentes pour tout x tel que |x| > R

o La série },a,x™ est normalement convergente sur tout intervalle [-r,7] ( r<R)

e Les séries entieres Y na,x" ! et Z%x“l ont le méme rayon de convergence de

Ya,x".
Technique de calcul de rayon de convergence :

Théoréme d’'Hadamard : soit la série entiére Y a, x™.

1
= anrsR=7

An+1

Si lim,, 1

n

. n 1
Silim, .o +/|la,| =1 alors R = n

<
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Remarque :

An+1

i) Dans le cas ou les deux limites lim,,_, o

et lim, .. +/|a,| n'existent pas, le

rayon de convergence est alors donné par :

R =% ol = lim,_ 4o “fla,| Sil#0
Etsil=0,0naR =+wetsil=+4+0onaR=0
i) soit la série entiére Y a,x" de rayon de convergence R. alors son domaine de
convergence est I'un des quatre intervalles : ]-R, +R[, [-R, +R[,]-R,+R], [- R, +R]

Opérations sur les séries entieres
Soient Y a,x™ et Y b,x™ deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R et R’.

) Si R # R’, le rayon de convergence R" de la série Y.(a,, + b,)x™ est R = min{R,R'}

i)  SiR =R, lerayon de convergence R"” de la série ¥(a, + b,)x" est R* >R
Continuité des séries entietes
La fonction somme S d'une série entiere Y a,x™ de rayon de convergence R non nul est
continue sur |- R, +R|
Continuité d’'Abel: Si la série numérique Y a,R™ converge, alors la série entiere Y a,x™" est
uniformément convergente sur [O,R] et sa somme est continue sur ce segment. En particulier
lim,_p- X1 % apx™ = XnZo ayR
Intégration
Soit ¥ a,,x™ une série entiere dont la somme est S et le rayon de convergence est R. Alors pour

tout intervalle [a, b] inclus dans |- R,+R[ on a

b +oo b
fS(x)dx = Z a, f x"dx
a n=0 a
De plus fonction S est continue sur |- R,+R| et ses primitives sont de la forme :

t—>k+z t”“oukeR

Dérivation :

La fonction S est de classe C* sur |- R, +R][. De plus, on a :

+ oo

S'(x) = Z na,x" !

n=0

La somme f(x) = %4% a,x™ est indéfiniment dérivable (f € ¢ (]-R, +R|)) :

.
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o = 3 L2
Vx € |-R,+R|, f(x) = x™
n=0 :

Série de Taylor :

Soit f une fonction réelle a variable réelle. S'il existe une suite réelle (a,), telle que

400

flx) = z a, x",Vx € |-r,+r[,r >0

n=0
Alors on peut développer f en série entiete au voisinage de 0.
Cette situation peut étre généralisée pour une fonction définie au voisinage d’un point x,

+o00
f(x) = Ean (x—xg)",Vx € |xg —1,x9 +7[,r >0

n=0
Pour gu’une fonction f soit développable en série entiére au voisinage d'un point x, € R, il est

nécessaire qu'elle soit de classe C* dans un voisinage ]x, — €, x, + €[ de x,. Dans ce cas on a :

b S
Fo =y T
n=0

Soit f:]—r,+r[ - R une application de classe C* dans une voisinage de 0. On suppose qu’il

;. ()
existe M >0 tel que vneN,vx € ]-r,+7[ |f™(x)| < M. Alors la série Z,J;SO%x" est

!

simplement convergente sur ]—r, +r[ et one a
+o00
)
o= L i v e )or, 411

n=0

Séries de Fourier :
Définitions et généralités
On dit que f est périodique de période p si elle vérifie

Vx € D(domaine de défintionde f),x + p € D: f(x + p) = f(x)
On appelle série trigonométrique une série de fonctions Y £, (x) dont le terme général est de la
forme f,(x) = a, cos(nx) + b, sin(nx) avec x € R et ce vn € N, a,, et b,, sont des complexes
Si les deux séries Y a,, et ¥, b,, sont absolument convegentes alors la série trigonométrique
¥(a, cos(nx) + b, sin(nx)) est normalement convergente sur R
Remarque : toute série trigonométrique Y.(a, cos(nx) + b, sin(nx)) peut se réécrire sous la

forme complexe :
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inx i a, —ib, a, +ib,
c,e™ aveccy=ayetVvneN:¢c, =———etc_, = ————

nez

Evaluation des coefficients d’'une série trigonométrique
Soit Y(a, cos(nx) + b, sin(nx)) une série trigonométrique unifoemément convergente sur

|- 7, +x[. Notons
+0o0

Sx) = Z(an cos(nx) + b, sin(nx)),vx € R
n=0

Alors a, = zi f_tf S(x)dx et

Vs
1 +r 1 +
a =— f S(x)cosifnx)dx et b, = - j S(x)sinifnx)dx ,vn € N*
[ -1

Soit Y,czc,e™ une série trigonométrique écrite sous forme complexe qui converge

uniformément sur |-, +r[. Notons pour tout x réel

+oo

S(x) = Z c,e’™

n=—oo

Alors Vn € N
1 (" )
C, = ﬁ—[—n’ S(x)e ™ dx

Définition de la série de Fourier : soit f une fonction 2z-périodique. Sa série de Fourier

notée par F(x) est la série trigonométrique .(a, cos(nx) + b, sin(nx)) ou
1 +m 1 +m 1 +r
ay =— f(x)dx,a, = —f f(x)cosinx)dx et b, = —f f (x)sinifnx)dx ,vn € N*
2m )_, T)_, T)_,
Si ces intégrales sont définies, les coefficients a,, et b, sont dits les coefficients de Fourier de f.
Remarques :
i) Puisque f est 2r-périodique, on peut changer l'intervalle en [a, a + 27],a € R
i) Si f est paire, b,, = 0
iii) Si f est impaire a, = 0
Définition : soit f une fonction réelle a valeurs réelles, continue par morceau et 2r-périodique
sur R.

Fat)+f ()

On appelle régularisée de f la fonction £ définie par f(x) = .

En tout points de continuité x,, la fonction £ coincide avec la fonction f (f(xy) = f(xo))
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Théoréme de Lejeune-Dirichlet:
Soitf une fonction réelle a valeurs réelles et de classe ¢! par morceau, 2m-périodique. Alors la

sérier de Fourier de f converge simplement sur sur R vers la régularisée f de f. i.e :

+o0
Vx € R, Z(an cos(nx) + b, sin(nx)) = f(x)
n=0

Ou encore

+00
Vx € R, z c,e™ = f(x)

n=—oo

En particulier, en tout point x ou f est continue, la somme de sa série de Fourier est f(x)
Soit I'ensemble F = {f: R —» C 2r — périodique et dont le carré est intégrable sur |-, +7|}

On définie sur F le produit scalaire

1 T & P
() =5- | FegGIEr

Ou g(x) désigne le nombre complexe conjugué de g(x).

On note par ||f|| (norme de f) , le nombre réel positif tel que ||f]| = m

Proposition : I'ensemble (infini) des fonctions {x — e, n € z} forme une base orthonormée
(infines) de F muni du produit scalaire.

Interprération géométrique des séries de Fourier

Soit f € F. Alors la série de Fourier n'est rien d’autre que sa décomposition suivant la base
orthoormée {x —>e™ ne z}. Cette interprétation permet de retienir I'expression des
coefficients de Fourier de f.

Projection orthogonale :

Soit f € F. Pour tout nombre complexe n, ses coefficients de Fourier ¢, de la projection

orthogonale de f sur e™*, i.e :
1 +m
() = (frey = [ FOoe e ax

Inégalité de Bessel
Théoreme : soit la fonction f € D ((I'ensemble des fonctions continues par morceaux et 2rw-

périodique). Alors
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N 1 +r
vien, Y lal <IfIF = | IfP dx

2
n=—N
Egalité de Parseval

Théoreme : pour toute fonction f € D, on

+oo0
117 = ) el

n=—oo

Si f est valeurs réelles, on a

+2n +co0

1 1
IFI? = 4.0 = 5= | 1 oFdx = laol? #7004 ol
0 n




