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Introduction générale

Le présent polycopié de cours d’analyse de données est destiné aux étudiants de Master 2-
Economie Quantitative. 1l vise a présenter les fondements théoriques et pratiques des méthodes
descriptives danalyse de données. Ces méthodes permettent de résumer, représenter
graphiquement, réduire les dimensions, regrouper et visualiser I'information pertinente contenue
dans de grands ensembles de données multidimensionnelles. Pour une meilleure assimilation du
cours, les étudiants doivent avoir des connaissances, plus au moins approfondies, en statistique, en
algebre, et en informatique.

Ce polycopié de cours comporte 4 chapitres. Le premier est consacré aux rappels de
mathématiques et d’analyse bidimensionnelle. Le deuxiéme chapitre présente les fondements
théoriques de I’analyse factorielle générale. Les aspects théoriques de la méthode ACP et son
application en utilisant le logiciel SPSS sont présentés dans le chapitre 3. Cependant, I’analyse
factorielle des correspondances, 1’analyse factorielle des correspondances multiples, ainsi que des
exemples d’application sur XI-stat seront présentées dans les chapitres 4.

Chapitre 1. Quelques rappels de mathématiques et d’analyse bidimensionnelle

1.1. Produit scalaire dans un plan (deux dimensions)

Soit le vecteur U = AB, alors la norme de U, notée || |, est la longueur de [AB]

Remarque 1. 1. si le vecteur U a pour coordonnées(x, y), alors || U]| = /x2 + y2
1.2. Distance entre deux points dans un plan (deux dimensions)

Soient A(x,4,y,) et B(xg, yg) deux points dans un plan

YB B

YA +—A
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La distance entre A et B, notée || AB||, est donnée par la formule suivante :

I4B]| = V(x5 = xa)? + 0 — )
Propriété 1

v || U|| € IR*

v ||U]|=0=0U=0
Propriété 2

Soient U et V deux vecteurs :

Le produit scalaire (U, V) = U V=|| U|||| V||Cos(U,V ) € IR

<l

=[| U|lll V]| cos(a)
Exemple

Soient U et V deux vecteurs, tel que :

(@7 = §7=|| 3| 7| cos@ 7= || 7| 7| cos(a)



Dr. Bouznit M. Polycopié du cours d’analyse de données

oil | | = VAT 3% = 5 et || V|| = /87 + (—2)2 = V&8

(U,V) uv

Talvl ~ Mol

calculer Cos(a) ? Cos(a) =

Par ailleurs (U, V) = UV = (£)(5)=(4)(8)+(3)(-2)=26

donc ;

Cos(a) = —==0,63 = a = Cos~1(0,63)=50,9"

\/_
Propriété 3

- —

v Si U (;Z) etV ("") alors UV = (;:) (;Z):x“x” + Vo
Propriété 4 :

Siv 1L V alors UV =0

Exemple

Soient d(3), E(fs), et @ = 90°= g

Par ailleurs ;

4

i b :~5:(
(a,b) =a 3

)<_68) =6) (4D +B)(-8)=124-24=0

Donc, d@ et b sont orthogonaux (@ L b)
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Exemple

a=90"

Xp
—8

Sy
Il
~

Calculer x;, ?
d L balorsdab=0 = (})(*)=0 =4x, + (3)(-8)=0=>x,=6
Propriétés

Soient U, V et W trois vecteurs et (a, b) € R?

v U(aV +bW) =alV +bUW
v (aU+bV)W=aUW +bVW
v UV=vU

v 00| 0|

v GV=0=>0 LV

v 0U =0

1.3. Calcul matriciel
1.3.1. Les valeurs propres d’une matrice
Soient A,y Une matrice carrée et 1 € R. On dit que A valeur propre de A, ;) si et seulement si :
| Ap.py — A1,|=0, tel que I, : La matrice identité
Remarque 1.2.

Le nombre des valeurs propres de la matrice A, est égal ap
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Exemple
Soit A(z,z)=(§ (1)) calculer les valeurs propres de A 5 ?

Solution
| Az — ALy| = 0= |(§ 2) —,1((1) 2)|:o

|(2§/1 12/1)|=o ................... (1)

)=2-1)(1-2)—=3(0)=0

B 2-1=0
=2 -)(1 ’1)_0:{1—A=0
d’ou, les valeurs propres de A,y sontd; =2et, 1, =1

Remarque 1.3.
Les somme des valeurs propres d’une matrice Ay, est égale a la somme des pivots. Donc, on

écrit :

/11' = traceA (».p)

M-

j=1

Exemple

Soit la matrice A:(Z 0

3 1
Z)Lj=2+1=3
j=1

),alor5/11=Zet, A =1

ettraceAp )y =2+1=3

1.3.2. Vecteurs propres d’une matrice

Si A € R* est la valeur propre de la matrice A, ,), alors il existe un vecteur propre non nul U tel

que : AU = AU. Donc, on dit que U est un vecteur propre de A, .
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Exemple

Soit Az o) = (_04 _22)

On montre que 4 est une valeur propre de A, » et on cherche le vecteur propre qui en associe.
Solution

A = 4 est une valeur propre de A si et seulement si | A2y — 412| =0

| Az — 41| = | (_04 _22) —4 ((1) 2)| = |(:i :;) |: 8 - 8= 0. donc A = 4 est une valeur

propre de A

e Calcul du vecteur propre associé a 4 = 4
SoitU = (Z;) vecteur propre de A associé a A = 4. Donc, AU = AU = (AU — V) = 0,

=>(A— ADU =0,
=15, D)4 D=0

= (T D=0

{_4u1 - ZuZ =0 {uZ = —2u1
_4u1 — ZuZ =0 U, € R*

Donc, U = (Z;) = ( u ) =u,(2)olu R

—-2Uq

Uq

Cela veut dire, tous les vecteurs non nuls sous forme (—zu1

) avec u; € R* sont des vecteurs
propres de la matrice A associé a A = 4. D’ou, pour u; = 1, le vecteur propre associé a A = 4 est

égalea ().
Remarque 7: Si A = 0, alors le vecteur propres qui en associe n’existe pas
Vecteur propre unitaire

Soit U le vecteur propre de matrice A, associé a la valeur propre A. On dit que U est vecteur

propre unitaire si et seulementsi : || U|| = 1
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Autrement dit, soit U = ZI; ;alors || Ul =1 = ’]?=1uj2 -1

u.p
Remarque 1.4.

Si || U|| # 1, alors le vecteur propre U peut étre rendu unitaire en divisant les coordonnées w; par

|| U||. On écrit :
w101 ——
Uvnitaire = uz/“ | et ” Uvnitaire ”:\/Zj=1uj /” U” =1
/| 0]

1.4. Analyse bidimensionnelle

Dans cette section, nous allons rappeler les principaux indicateurs de mesures qui permettent de
décrire la relation entre deux variables. En effet, la nature des variables étudiées (qualitatives

nominales, qualitatives ordinales, ou quantitatives)
1.4.1. Relation entre deux variables quantitatives

Soient deux variables quantitatives, X et Y, observées sur n individus, alors, nous avons deux

copules d’observations (x;, y; ) telque i = 1, ...n.

Donc, X etY peuvent étre récrites comme suit :

X1 Y1
X2 Y2
X=] .- |letY=]| .

Xn Yn

En effet, la représentation graphique de différents couples (x;, y; ) forme un nuage de points qui
permet de visualiser la nature de relation, et éventuellement la nature de tendance, entre les deux
variables X et Y. Plusieurs formes de liaisons, corrélations, peuvent étre identifiées (voir la Figure

1, X en abscisse et Y en ordonnée) :
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1. Absence de liaison 2. relation linaire 3. Forte relation linaire
104 104 104
i — [ ] - L ]
S 8- L] 8- [ ]
- ® ® [ ] - [ ] =1 ®
6 5 [ 6 L]
- = [ ] — ®
41 @ ) e 4 - [ ] 4 [ ]
3 i ° - .
2 2 [5) 24 @
- @ [ ] L ] - ® - ®
0 L ) R L L = R 0 r1rrrrrirnri 0 | I S O s A L L
0 2 4 6 8 10 0 2 4 ] 2 10 1] 2 4 ] 2 10
4. Relation non linéaire-non-monotone 5. Relation non linaire croissante
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Figure 1. Représentations graphiques des formes de relations entre deux variables

guantitatives
1.4.2. Coefficient de corrélation linaire de Bravais-Pearson, noté ry y

La relation linéaire entre deux variables quantitative X et Y s’identifie a travers le calcul du

coefficient de corrélation de Bravais-Pearson (ryy ).

Cov(X,¥) 750G — D= T)

Ox Oy Ox Oy

Txy =

Tels que :

: nombre d’observations

>

X : La moyenne arithmétique de X

~l

: La moyenne arithmétique de Y

oy et oy . écarts-types de X et Y respectivement

o = (ARG - R0 0y = [FEL, 00— P
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Remarque 1.5.

—1<rgy<+1
rxy = 1 : Forte corrélation positive entre X et Y
ryy = —1: Forte corrélation negative entre X et Y

rxy=0 :absence de corrélation entre X et Y

NN NN

Absence de corrélation linaire linéaire ne signifie pas nécessairement [’indépendance

entre XetY

Ci-apres, des représentations graphiques illustrant la relation entre deux variables quantitatives et

les coefficients de corrélation de Bravais-Pearson qui en découlent.

. s, = 0.882
.
a..° tg * 0-951 g,
Rl r +0.778
0.. -
o3 e
-:: at o
. | - s = 0.882
.....
& * ' .o
=
74 = 0.913 * =R
rg * 0.956
7c = 0.899 2 .
rp = 0.915 O
s :0.626 %
o
. r=Vx
'.:.. o " ra+ 0.981
g
L
A e

Figure 2. Coefficients de corrélations et corrélation entre deux variables quantitatives?

Dans le cas de la présence d’observations extrémes, le coefficient de corrélation de Bravais-
Pearson n’est pas un indice assez fiable pour identifier la nature de relation linéaire entre deux
variables quantitatives (i.e. ry y n’est pas robuste, il est tres sensible aux données aberrantes). Pour
plus de detail, la Figure 3, extrait du livre de (Saborta, 2011), montre que les quatre relations
mentionnées ci-dessous sont relatives a des couples de variables qui ont les mémes moyennes, les

mémes variances, et le méme coefficient de corrélation

1 Ces graphiques sont extraits du livre Saborta G. (2011). Probabilités, analyse de données et statistiques. Editions
TECHNIP.
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ryy = 0,82
Figure 3. Sensibilité du coefficient de corrélation linéaire?
Exercice
Déterminer les valeurs propres de la matrice A
35 0 O
A:< 0 52 0 )
0 0 69
Les valeurs propres de A
35—-1 0 0

0 52-1 0 =0
0 0 6,9 — 1

|A(3,3) _/113| = 0 :

= (B35-)(52-1)(69-1)=0
Donc, les valeurs propresde Asont: A, =6,9; A, =5,2; 4, =3,5

Les vecteurs propres

Soit U1:<Z§> vecteur propre de A corréspodnat a 1,=6,9

Uus

Nous avons :

Zidem.

10
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3,5—6,9 0 0
(Azz) = AMl3) Uy = 03 = ( 0 52-69 0 )(5;) - (g)

0 0 6,9 — 6,9/ \Us 0
_3,4‘u1 =0
= { 1,7u2 = 0
0u3 = 0
Ui=0
= { Uz=0
u; € R

Dol U1:<Z;> = (3) = U, (8)
Us Us 1

U, = (8) est le vecteur propre de A associé a 1;=6,9
1

U, est-il unitaire ?

| Uy = Vua? + up? + uz?= V02 + 02 + 12 =1 = U, est un vecteur propre normé (unitaire)

Nous proceédons de la méme maniére pour le cas des deux valeurs propres A, et A5

b= ()= ()

11
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Chapitre 2. Analyse factorielle générale (AFG)

Soit X,y Une matrice relative a un tableau de données telles que : n et p désignent le nombre

d’individus et des variables respectivement.

Donc ;

X11 X172 - X1j - X1p
X21 Xpp -+ X2j - X2p

Xomy =1 11y

/—_\

2.1. Analyse dans RP

Dans R, la matrice de données X, ,,y peut étre considérée comme un nuage de n points ( les n

individus) dans un espace vectoriel de p dimensions (p variables) (i.e. analyse dans RF).

RP

X2 A

X1

Xp . . Nuage de points .

Figure 4. Nuage de points-individus

On cherche (A;) qui soit plus proche de I’ensemble des points au sens des moindres carrées (i.e.

A; est la droite d’ajustement du nuage des individus).
ﬁi - la projection orthogonale de Wi sur (A;) = rendre minimale Q = Y7, M;H?

12
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[0H;] < [OM;]
| 0|l < || oM
Selon le théoréme de Pythagore, OM? = OH? + M;H}
Donc, pour I’ensemble des individus (n): YX1=, OM? = ¥, OH? + ¥, M;H?
* L OM; étant fixe (dépend des données réelles), alors :
Min ¥, M;H? = Max ¥, OH?

Par ailleurs ; Wi est la projection de WL- surUﬁ1 (71) est le vecteur directeur de (4,), 71) est
unitaire), alors OH; = OM,U; = x;U; = Z’]‘?:lxijuj , (chaque individu (i) est représenté par un

vecteur Xi = (xil; XiD) an .xij, e ,xip))

X11x15  x1j Yip /U1 v
Pour les n individus : Y7, OH;=XU,=| "2 ¥22:: ;2P ) | = Lj= %) | = F,

x R R, u
ni Xpj NP 1p

On cherche & maximiser Y™, OH?

> 12 - -
", O0H? = || Fi|| =F{F,=(XU,)'(XU,) = U{X'XU;. Donc, il suffit de trouver le vecteur

U, qui maximise la quantité U;X'XU;, c’est a dire :

Max Q = U/X'XU,
S/IC (1)
UlU, =1

Pour optimiser le systeme (1), nous ferons appel a la méthode de multiplicateur de Lagrange
(L(U1, 24)).

S/C
U],_Ul =1 .................................(3)

dL(Uy, A1) dL(Uy, A1)
- O = O >
dau, dau,

= ZXIXUl - leUl =0

du,
AT BN )
13
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A partir des équations (4) et (5), U; est le vecteur propre de la matrice X'X associé a la valeur
propre A, (X'X contient p valeurs propres puisque est une matrice de plein rang). En pré-
multipliant (4) par U; on aura :

U{X,XUl = AlU{Ul = U{X’XUl = Al .......... (6)

Par ailleurs, nous cherchons & maximiser U; X'XU,, ceci est vérifié quand la valeur propre 1, est
maximale. Par conséquent, U, est le vecteur propre de la matrice (X'X) associé a la plus grande

valeur propre (U;U; = 1, U, est vecteur propre unitaire- normé a 1)
Remarque 2.1.

Le vecteur propre normé a 1 de la matrice X'X, associé a la plus grande valeur propre 1, est le

vecteur directeur de la droite d’ajustement (4,), appelée également le premier axe principale.

Nous cherchons a nouveau le deuxieme vecteur directeur U, de la droite (4,) , deuxiéme axe

principale, tel que (71) 1 U_Z’)

RP

(42) A2

X1

Xo . . Nuage de points .

Figure 5. Nuage de points

14
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Autrement dit, nous cherchons le sous espace vectoriel a deux dimensions(ﬁ{,@) qui soit le plus
proche du nuage des individus. C’est-a-dire, nous cherchons U, unitaire (ULU, = 1) et U, L U,
(UzU, = 0)

La projection orthogonale de M; sur (A,) :

OH] = OM, U; =x;U, (avec X; = (X1, Xiz, -+ Xijy -+ Xipp) €St l& vecteur-individus dans RP)

n
i=1
Par ailleurs ;
F3F, = 31, OH[* =(XU,)'(XU,) = U;X'XU,

Donc,

JMax Q=Y",0H*=U,X'XU,

S/C
U2’U2 —1 e (SI)
k UéU1 =0

On utilise la fonction de Lagrange pour optimiser le systéeme d’équation (SI) :

LUz, A3, 1) = U3 X' XU, — A,(U3U; — 1) — U3 Uy

dL(U,, A5,
{M = 0 = ZXIXUZ —_ ZAZUZ —_— l’l'Ul = 0 arn es was wEs wes (7)
du,
\ UsU; =0

Montrons queu =07

En pré-multipliant 1’équation (7) par U;, on aura :

UJ(6)e 2UIX' XU, — 2A,ULU, — pULU, = 0
0-0-u=0=>pu=0

d’ou ; (6)e 2X'XU, — 22,U, = 0

ﬁX,XUZ =/12U2 ......... (8)

15
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En pré-multipliant (8) par U;, on aura :

UéX,XUZ = /12UéU2 = UéX,XUZ == AZ

Donc, U, est le vecteur propre de la matrice X'X associé a la valeur propre A,. La quantité

U;X'XU, est optimale lorsque A, est la deuxieme plus grande valeur propre de la matrice (X'X) .

Propriétés

La matrice (X'X) possede U; vecteurs propres orthonormés associes aux valeurs propres A;
rangees par ordre décroissant.

le vecteur propre U, normé de la matrice (X'X), associé a la deuxiéme valeur propre A,
est le vecteur directeur porté par le deuxiéme droite d’ajustement (A,) (i.e. U, deuxiéme
axe principal)

Le sous espace vectoriel, a deux dimensions qui ajuste au mieux le nuage des individus au
sens des moindres carrées, est généré par deux vecteurs propres Ujetfde la matrice
(X'X) correspondants a la plus grande, la 1", valeur propre A, et & la deuxiéme valeur
propre A, respectivement.

De fagon générale, le sous espace de faible dimensions se détermine par :

U, X'XU, =21, telquea=1...p

U, vecteur propre de la matrice X'X associé a la valeur propre 1, (les valeurs propres sont
rangées par un ordre décroissant). = U, le vecteur directeur, axe principal a, porté par la

droite d’ajustement «.

Remarque 2.2.

Trois criteres sont souvent utilisés pour choisir le nombre de dimensions du sous espace :

La part de ['inertie : On retient un nombre K de dimensions dont la part de ['inertie est
maximale

La régle de Kaiser : nous retenons que les valeurs propre qui ont une valeur supérieure a
— A , .
leurs moyennes (1 = Zzzlf) (pour une ACP normeée, nous retenons les axes factoriels

associent aux valeurs propres supérieures a 1)
La regle du coude : les valeurs propres sont rangées par ordre décroissant. Donc, on
retient les valeurs propres qui se trouvent avant le coude du graphique des valeurs propres

en fonction de leurs indices j.

16
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2.2. Analyse dans R"

L’analyse dans R™ consiste a analyser la corrélation entre (p) variables. Pour ce faire, les (p)
variables seront représentées graphiquement dans un espace vectoriel de (n) dimensions (n

individus).

Figure 6. Nuage de points-variables

Remarque 2.3.

v Dans la pratique, le nuage de points ne peut étre représenté graphiquement que dans un
plan (Sous espace vectoriel a deux dimensions). Le passage d’un espace vectoriel de n
dimensions & un sous espace vectoriel & deux dimensions se fait en minimisant la perte
d’information au sens des moindres carrées.

v La démarche que nous avions utilisée dans le cas d’analyse dans RP sera appliquée a

nouveau dans le cas d’analyse dans R"

INA

La projection orthogonale de [OM;] sur la droite d’ajustement (A}) est [OH;] ; alors || OM,||
Xzl

Soit V, le vecteur directeur de la droite d’ajustement ( A} ) = Vv, =

V1
(V1, Vay e, V) (Z?)z nv? =1 (V; est unitaire- normé)
3

Par ailleurs, OH; = (X7)'V; telle que X/ est la coordonnée de la variable j dans R™

(Xj)’ — (x1j:x2j' ,xn])
17
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v On note par G, les coordonnées de toutes les variables (p variables) sur (A7), alors :
OH,
OH,

Gl = XIV1: :
Exemple : OH; : coordonnée de la premiére variable (X1 ) sur (A})

Par ailleurs ; selon le théoreme de Pythagore, X)7_, OM} = X7_, OH? + ¥7_, M;H;?

7 - - 2
7=, OM} étant fixe, alors Max}”_; OH}? = Min¥¥_, M;H;

()
| OH,

! — : —\'P 2
Enoutre, G;'G, = (OHy, OH,, ...., OH,) Owl_ P OHF ... (1)
OHp
et GllGl = (X’V:l)’(X,V:l) == V:{XX’V:l .............. (2)

de (1) et (2), nous déduisons que Y7_, OH} = V{XX'V; = Q

Donc,

Max Q = V{XX'V,
S/C
ViV, =1

LVy) = ViXX'Vy —puy(ViVy — 1)

dL(V;) ,
= 0= 2 XXV =2y =0
XX’V1 = .‘11V1 e wen e (3)
= S/C

De (3) et (4), V; est le vecteur propre de la matrice XX’ associé a la valeur propre
En pré-multipliant (3) par V, on obtient :
V:{XXIV]_ = ‘U.]_V]_,V]_ = V]_,XX’V1 == [11

S/C
V]_,V]_ = 1

18
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D’ou ; Max Q=V;XX'V; = u, est maximale

Donc, V; est le vecteur propre de la matrice XX’ associé a la plus grande valeur propre u,(i.e. la

premiére valeur propre p,)

Transition de R? vers R"

Dans R? :

X'XUy =2,U, ... (1)

Dans R":

XX'Vg = pgVy ....2)

On multiplie a gauche (2) par X', on obtient : (X'X)X'Vy = ugVp...(3)

De (3), X'V, est vecteur propre de la matrice (X'X) associé a la valeur propre ug
De(2) et (3),U,=X'V, etA, =u, poura =1,..... p

U, est-il unitaire ?

| Uall=VUaU = VXV (X'Vy) = ViXX'Ve=Jtta=\/2 pOUra =1,....p
Pour que U, soit unitaire alors : U,= \/%_Xva ...(4)

De (4), on déduit: U, = J%XV(I:\/%_“G“ = G, = +/A,U, donne les coordonnées de la

composante principale «a
Remarque 2.4.

La diagonalisation de la X'X est suffisante pour déterminer les coordonnées des facteurs

principaux, ainsi que celles des composantes principales.
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Chapitre 3. Analyse en composantes principales (ACP)

e Laméthode ACP a été congue par Karl Pearson en 1931, elle est intégrée dans les sciences de
mathématique et statistique par Harold Hotelling en 1933
e Le développement des méthodes et moyens de calculs, ainsi que les logiciels informatiques

a impulsé I’utilisation de la méthode 1’ACP.
Remarque 3.1.

o Laméthode ACP s ‘applique sur des données quantitatives
e  On distingue deux types d’ACP : ACP-normée et ACP normée.
3.1. Caractéristiques relatives aux tableaux de données quantitatives multidimensionnelles
a. ldentification des variables et individus
Soit le tableau des données numériques X, ,y de n individus (en lignes) et p variables (en
colonnes) :
X11 X12 - - xlj e xlp
X21 X329 ..xzj . Xop
X = . ...
() | Xi1 Xiz 7" Xij " Xip
\xnl . "xnj"xnp/
Ou x;; est la valeur prise par la variable j sur Iindividu i. De ce fait, ’identification matricielle des
variables et des individus se fait de la maniere suivante :

xlj
; . X2j
Variables : X7 = :
xn]-
Individus : i = (x;1 xi2 ....... Xip)

b. Matrice des poids

Le calcul des caractéristiques de 1’échantillon est étroitement lié au poids de chaque individu.
Notons par p; le poids correspondant a I’individu (i), alors : la matrice des poids (D) est une
matrice diagonale de taille n, elle est définie comme suit :

P;0..0
0P,..0

Damy=1 . . .
0 0P,

N
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Sous I’hypothése selon laquelle tous les individus ont le méme poids 1/n ( les données sont tirées

avec des probabilités égales = 1/n), la matrice des poids sera récrite comme suit :

1/n1(/) 0 10 0

n:i: oo N o . . .y

D=<(:) Lo :):llnouln:(9?::9)estlamatrlceldentlte
0 0 "1/n n 001

c. Centre de gravité (point moyen)
Le centre de gravité, noté g, du nuage de points est le vecteur des moyennes arithmétiques des

P variables du tableau de données.

1

- _ . 1
9'=(X, X5, .. Xp)=>g =X'DIoul = <> est le vecteur le R" comportant que de 1

1

Propriétés

v" Lorsque les individus qui ont le méme poids, le centre de gravité (g') est donné par la formule

suivante :
10
X11 x27 Xi1 Xn1 Zl..g i
I ving [ X21 x50 X2 i Xn2 \ [ 0 miit . 7 —1lyn
g =XDI=|" "¢ SRR | I =>X]_nZL=1xl]
Xn1 - Xnj Xnp 00 Py 1

v Soit Xy =X —1g’ le tableau centré associé a X, ), alors :
o Xp) =Xmp) —19' =Xmp) —X'DI = —1I'D)X
e La matrice de variance-covariance (V)

V =X'DX—gg'=R'DR; avec: X'DX = LI, p;ii’ = XL, - i’

o =X : ;
V' SOit Xy py = x‘; ; L avec sy;:I’écart type de la variable X7, alors :
X

. X'(n,p) = XD, /s €st le tableau des données centrées et reduites associé a X, ) (avec

D;,s la matrice diagonale ou la diagonale principale contient les inverses des écarts

1/s1 /0 0
. 1 .
types des p variables), donc : Dy s = < ? 2 ? )

0 o -:1/'51-
e La matrice des coefficients de corrélation linéaire entre les p variables est la suivante :

C = D, ,sVDy ;s = X'DX (D est la matrice des poids)

1/n 0 0
1/n::
PourP=1/n=>D=<(:) /:n::(:)>
0 0 "1/n
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d. L’espace des individus

La présentation graphique des n individus se fait dans un espace vectoriel (F) a p dimensions (i.e.
chaque individu est représenté par p coordonnées), ce qui donne la forme d’un nuage de points
avec g’ son centre de gravité. Par conséquent, la distance euclidienne entre deux individus (i, i")

de cet espace vectoriel est donnée par la formule quadratique suivante :
d?(i,i") = (i —i")'(i — i") est le produit scalaire usuel, donc :

d?(i,i") = 5.’=1(xij - xirj)2 est la formule de la distance euclidienne classique entre deux points

individus.

Cette formule permet de calculer la distance euclidienne classique. De ce fait, deux individus sont

proches si leurs p coordonneées ont des valeurs numériques presque égales.
e. Espace des variables (p variables)-analyse dans R™

Dans un espace des variables de n diminuons (R™), chaque variables est décrite par un vecteur

de n données numériques.
Soit Cos 6; x, I’angle entre deux variables centrées (X7, X%, alors :

(X1 xky _ (XI'RR) _ ¥, xlwk _ Cov(XJ,Xk)

k Siekl =~ =50 =5 =0 % - = _
%I[|% o x — =
FOREEL 3o e \/Z?:l( x{)ZJZ?q( k)2 SxiSxk

Avec 1 ) gy le coefficient de corrélation entre les deux variables centrées X/, et X*

f. Inertie

L’inertie totale d’un nuage de points se définit comme étant la moyenne pondérée des carrées des

distances des points au centre de gravité

n 2
=) pili— g’ M- g9) = Y pilli - glP
i=1 i=1

Par ailleurs, I; = Trace MV = Trace VM (i.e. I’inertie totale est égale a le trace la matrice (MV

ou VM). C’est pour cela qu’on distingue deux cas :
e SiM=1I = I=3_V(X)
e SiM=D,,2= Trace (MV) = Trace (D,,,2V)=Trace (Dy/sVDy/5) = trace (C) =p
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3.2. Principe de la méthode ACP

La méthode ACP consiste a ajuster le nuage des n individus, observés sur p variables
quantitatives, par un sous espace orthonormé de faible dimensions (généralement on choisit un
sous espace a deux dimensions) toute en minimisant la perte d’information (i.e. le sous espace
retenu permet visualiser la projection la plus fidéle possible des proximités entre les n individus
observés sur les p variables). Pour ce faire, nous tragons une droite d’ajustement qui passe par le
centre de gravité, elle n’est pas astreinte qu’il passe par 1’origine comme le cas de ’analyse
factorielle générale, et qu’elle soit plus proche de 1’ensemble des points. Dans la Figure 7 ci-
dessous,(A1) et la droite d’ajustement du nuage des individus (i.e. A1 est le premier axe du sous

espace) .

Figure 7. Nuage des points dans R?

La Figure 8 montre la projection orthogonale de deux individus (i,i") sur (A1), et h;, et b
représentent les valeurs de projection de deux points-individus (i,i").

La distance réelle ‘ L, .7
\EI (f-.? ) : 1

(A1)

’ La distance entre (i,i") sur (A1)

Figure 8. Distance projetée entre deux individus
Donc : d3,(i,i") < d(i,i"),V (i,i")
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La méthode ACP consiste a maximiser la distance projetée Z;‘i,zldﬁl(i, i") = pour que le sous

espace de faible dimensions ajuste aux mieux le nuage des points-individus

En outre la formule classique qui permet de calculer la distance est toujours vérifiée. C’est-a-dire :

t

=

' 2
1 dgl (l’ l) == 271'1:1 ZT;’=1 (hl — hi,)
=nYiihf =23 38 hhy + 0¥ KD

_ n 2 _ n .y , n 2
= [n2i=1 hi = 2% hi Xy byt X hi]

Sous I’hypothése que deux individus (Z,i") sont trés voisins, alors les valeurs des variables sont

égales ou presque égales. Donc, pour les n individus nous avons :
LR =30 R et nchi=Yh_ —hy=h
=1 = Lij'=11y'=1 =1, "M = Lir=1, W =

Tel que Z?=1%hi = Z;l,:l%hi/: h est la moyenne de projection (i. e. A correspond a la projection
du centre de gravité g sur (A1))

N \ . ., 1 1
D’ou, Zzi'=1 di, (lJ l ) =nYi hf —2n? Z?=1Ehi Z?zlzhi’ Xl
n n
= nZhi2 —anf_l.f_l-l-nz hiz
i=1 i'=1

=2n(X, hf — nh?)
=2n Y, (h — h)®
=2nY (b — 9)?

I

Li=

Lk (00) = 203, d5i G g)

. .. , , 2
Donc ; Max{zzilzl dz1(i,i")} oMax{2n 3, d%, (i, 9)} ©Max{I™, (i — g)°}
Le centre de gravité étant fixe, la premiere droite d’ajustement (A1) du sous espace vectoriel sera
tracée en maximisant la somme carrées des distances au centre de gravité. Pour ce faire, le centre
de gravité de nuage de points sera pris comme origine de l’espace vectoriel et ce via la

transformation des données en les rendant centrées par rapport a leurs moyennes respectives,

comme suit :
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4 — ! , 5r . ..
Xnp) =Xmpy—9 . Donc, le tableau des données s’écrit comme  suit
x11-X1 x1,-X *1j=Xj x1p=Xp
e _ x21_.)?1 x22—.)?2 : xZ]'_'X]' : X2p—Xp
(np) — : xij-Xj s
xn1—X1 Xn]'—)?]' Xnp—Xp

(1)

/ i

Figure 9. Changement d'origine

Par conséquent, le sous espace qui ajuste au mieux le nuage de points sera identifié en utilisant

I’analyse factorielle générale (AFG) du tableau des données centrées X (np)-

D’ou;

n n n
D @D =) dXgh)+ ) dXih)
i=1 i=1 i=1

>n . d?(g,i) Etantfixe, alors Min{3™, d?(i, h;)} = Max{>", d*(g,h)}

Donc, le sous espace & deux dimensions sera identifié comme il a ét¢ démontré dans 1’analyse

factorielle générale (voir Chap. 2).

Remarque 3.2.

Selon les transformations faites sur les variables initiales, nous distinguons deux types d’ACP, il

s agit d’ACP non-normée et ACP normee
3.2.1. ACP non-normée (ACP simple)

ACP non-normée s’applique sur la matrice des données centrées pré-multipliées par une matrice

des poids (les données ne sont pas pondérées, donc on prend la matrice D, 7 ) = le tableau des

données Z s’écrit comme suit :
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1/yn O 0 x1-X1 x15-%; xj=4; x1p—Xp
5 0o 1/Vynii 0 1-X1 x2-X; )
Z=DymX=| © : : S
0 0 "1/Vn : : A .3
Xp1—X1 : Xnj—Xj np~4p
1/vn 0 0 X11 %1p X Xy
7= 0o 1/ynii 0 Yukp 1 Koy iy
0 0 1/Vn Do BEECAEN
Tny Xnj TP

114 . 1 S 1 A
Tel que les eléments de la matrice Z: z;; = N (xij — X;)= =X

Donc, la matrice & diagonaliser prend la forme suivante : A = Z'Z = )?’D)?:%)?’)? =V (Vla

matrice des variances-covariances).

V(X1)  Cov(X2.X1) : . Cov(Xp,X1)
Dou; V=iX/g =@ ven vay i
n CO'U(Xl,Xp) . ) : V(Xp)

Trace (V)=V(X1) + V(X3) + V(X,)
a. Analyse dans RP

Détermination des axes principaux et des facteurs principaux du sous espace
AXes principaux

1'er axe principale

. . . 160 ' 1
La matrice des variances-covariances ( V=;X’X =77 ) sera soumise a l’analyse en

composantes principales, ce qui permettra de déterminer les axes principaux du sous espace. On

va résoudre le systeme (1) pour déterminer le premier axe principal.

Max {U{(% )?’)?)Ul} { Max {U}7zUy} 0
(=1

S/ UlU;—1=0 S/c UjU, —1=0

OU U est le vecteur directeur porté par la droite d’ajustement (A1) (|| || = 1)

Nous avons, (%)?’)?) U= U; = z'zU,=2,U, alors :

v U, est vecteur propre de la matrice z'z associé a la plus grande valeur propre A;.

v" U; est vecteur porté par la droite (A1)= U, est appelé premier axe principale
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2me axe principale

On va solutionner le systéme (I1) pour déterminer le 2'*™ axe principal (comme il a été démontré

dans I’analyse factorielle générale -voir chap.2)

Max {U;GR'2)U,} Max {UL7 2U,}
S/ _
/., —1=0 =1°/c Uzl =1 =0 (1)
U2 1 Ul U2U1 = 0

Ou U,est le vecteur directeur porté par la droite d’ajustement (A2) (tel que U, 1 U;)
(Z'ZU,=2, UZ:(%)?’)?) U,=2,U, & VU,=2,U, alors :

v U, est vecteur propre de la matrice z'z associé a la deuxiéme valeur propre A,.

v’ U, est vecteur porté par la droite (A2)= U, est le deuxiéme axe principal
Facteurs principaux

Les coordonnées des facteurs principaux s’écrivent :

j= 1"11“11

2 U1 /
X11 % 1j
1L {12 - j Ug2 1xlju1]
~ X . . J
21 X22

X o X2j
F1 = XU1 = = : A :
i A 'x :
Tn1 - Epj TP Uy Zp o
p j=

|
Zl’_ Ry Uy
j=171J%2]
R R Uzy / :
%11 £12 *1j Rap | AT |

1¢" facteur principal

X321 Ro2 . X

21¢me facteur principal

G
Il
>
()
N
I
>l3<)
Pog
= =
S
N
=
/-—
™M

Donc, la formule générale qui permet de calculer les coordonnées des facteurs principaux s’écrit :

LIPS
Zj:lxljua]
P
T Xijugj

E, = XU,= . a'®me facteur principal (¢ = 1, ....p) (U, le vecteur propre de la matrice IV
Z?:l XnjUaj

associé a la valeur propre 1,)
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b. Analyse dans R™

Le nuage des points-variables est un espace vectoriel a n dimensions (les variables sont
représentées en fonction des individus). Comme il a été exposé ci-dessus, I’analyse dans R™
consiste a projeter le nuage des points-variables sur un sous espace de faible dimensions tout en

conservant le mieux possible les angles, les corrélations, entre les variables.
Donc, I’analyse matrice X des données multidimensionnelles = 1’analyse factorielle du tableau

o 1/yn:: O X21 Xp; X2 Xy Z21 Z22 D Z2j i zZyp

(') 0 1/\/H . Qij:/\:

an

des données Z=

zij 1

X11 % X %
1/\/5 0 0 X11 X1 J Alp <le212 zyj le)

Co Zni Znp
A~ . s Znt . nj
Xn1 - *nj

v' La distance d’une variable par rapport a I’origine des axes :
. _ N 1 ~ 1 -
d*(0,j) = i=1(zij — Zj)z = ?=1Zij2 = Var(j) = n =1 Xy = ZZ?=1(xij - X;)

= d(0,j) = +/Var(j)

G2

\

d(0,j) =+/Var(j)
(0] GI

v' Ladistance entre deux variables (j,j") s’écrit comme suit :

n n
d*(j,j") = Z(Zij —2,)% = Z:Zij2 + Zzijlz —2
i=1 i=1 '

n
Zij Zijl
i=1

n
i=1

1

Sachant que z_ij = 7

%ij; alors d?(j,j") = Var(j) +Var(j") — 2Cov(j,j)

D’ou:
e d(,j) 1 si Cov(j,j") <0
e d(j,j) l,si Cov(j,j') >0
e d?(j,j)) = Var(j) + Var(j"), si Cov(j,j") =0
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Remarque 3.3.
Dans I’analyse dans R", les distances entre deux variables se calculent par rapport a 1’origine
Composantes principale s

Nous avons: Gg = Z'Vy tel que Vp est vecteur propre unitaire de la matrice ZZ' associé a la

valeur propre uy

Comme la matrice Z'Z a déja été diagonalisée dans I’analyse RP, alors les coordonnées des

composante principale a sont écrites comme suit :

1

Go = 2'Vy = =220, = J%Z’Fa = /AU, telquea=1,....p

3.2.2. ACP normée

L’ACP normée s’applique dans le cas d’un tableau de données rectangulaire avec des données
quantitatives exprimées dans différentes unités de mesure. Dans ce cas, toutes les variables seront
transformeées pour les rendre centrées et réduites pour qu’elles soient indépendantes des unités de
mesure (i.e. supprimer I’effet unité de mesure). Pour ce faire, chaque variable de la matrice X,
sera transformée en retranchant sa moyenne et en divisant par son écart type. Par conséquent, les
distances calculées ne dépendent plus des unités de mesure, ce qui veut dire toutes les variables

ont la méme importance quelle que soit sa dispersion. Les termes de la matrice X, ,) s’écrivent

comme suit :

_ i X s _ . ; 1 z )2
X = % avec X; la moyenne de la variable X/, s; = ;\/Z?=1(xij — X;)? et I’écart type de la
]

variable X/.

Donc, la matrice des données centrées et réduites s’écrit:

x11-X1  X12-X2
S1 52 o x1p—Xp S
x21-X1  x22-X3 Ky=Xp o T sy Xz L Fyy
7 51 52 : oS 1 : X21 X22 - X
(np) ~ : : : S =\
*n1=X1  *nz2=Xz ' Xnp~Xp *n1 Xn2 ' Fnp

s1 52 Sp

Xnpy: Matrice des données centrées et réduites
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Donc, les échelles seront corrigées ce qui conduit a définir une nouvelle matrice R qui est le

résultat du produit de la métrique D, .4, (la matrice des poids), et la matrice des données centrées

et réduites X, ).

. o im0 \[FaFe i iEyr iEp A ;
R=D X = S Lo N : Y :
1/\/5 (n,p) 0 0 l/ﬁ . . IR L 1. e o1
Xni Xn2 Xnj Xnp Tn1 TxXnp
/R11. .. Rip
R=| .Rij.
|\Rn1- . . . . -Rnp

- . . xij—X;
Donc ; le terme général de la matrice R s’écrit : R;; = (;’—\/ﬁ’)
j

a. Analyse dans RP

La distance entre deux individus (i,i") s’écrit comme suit :

14 2
(xij - xi,j)

d§1 (l, l’) = T
]

i=1

Dans I’analyse RP, c’est le tableau des données transformées R qui sera soumis a 1’analyse
factorielle générale (AFG). Par conséquent, la matrice & diagonaliser est la matrice des

corrélations .

1 . . 1 . 4 1 . . 1 .
Y it Vo TR Lo T&uX2) r(X0X))  r(xy,Xp)
. M % - . . : :if - . r(X2,X1) 1 . . . -
vn'Y : : vno T = : : i 1 i :
10 PR : : i : i :
o o |\ e o |\ T Kp X T (Xp X2) !

Trace (C) =p

= =1
(xij—Xj)(xl.j,—Xj)

SjSjr

;s . 1 - 1 - 1 ~ o~ 1
Le terme général de la matrice C : ¢j;, = 2?=1ﬁxij \/—inj,:;Z{;Ixij Xiji=— |
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cov(x/) xJ' )

/1 —— r(X7, X7") (coefficient de corrélation linéaire entre
J2Jr

deux variables (j,j"))
AXxes principaux et facteurs principaux
Nous avons :

Max {U;R'RU.
{ WIRRUS R'RU,=A, U,

/e Uiy —1=0

D’ou U, vecteur propre de R'R associé a la valeur propre A, (i.e U, est le premier axe principal

porté par la premiere droite d’ajustement (A1)

Les coordonnées des facteurs principaux a s’écrivent :

- - Ugy
ot N : .
oo X 1.
F,=RU, telquea=1,..p=F,= RN EE ugj |<| Z?zluaj\/—ﬁxij |
S
Tini ' Tinp . :
Ugy

/ (xi i-X )\
k 71”“] s]\/— )

F, = 0 (car les données sont centrés par rapport a leurs moyennes)
Var(F,) = A,
b. Analyse dans R"

Dans R", la distance entre deux variables (j,j") se calcule par rapport a I’origine du nuage des

points-variables.

n
d? U,JjH = Z(Rij l]/) Z Rl] + Z Rl]l - Z RU/
i=1 é

(l])?

Sj\/i

dZOJ’)—Z( 1 )2+Z(X”’_ - 22 % x',v_;")

Sj

Comme R;j ,alors :
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_ymn (xij—)?j)z_l_ n (xij’—)?jr)z_zzn (xij =X j) (e yyr =X jo)
=10 ns? =1 ns =1 nsjsj

2 2 ..
S S Cov(j,jn)

— Jj n >/

B i=1s_2-l_2i=1s_2_2 SiS;

Jj jr 72!

=1+1-2r(,j") = d*@,j") =2[1-r(, ]
Remarque 3.4.

e 1(j, ] ): le coefficient de corrélation linéaire = —1 < r(j, ') <+1,

e Sir(j,j)=-1= d%(,j') = +4 = les deux variables (j,j') sont fortement opposées
(sont trés éloignées)

e Sir(,j') =+1=d?(j,j") = 0 = les deux variables (j, j") sont fortement corrélées.

e Sir(j,j') =0= d?(j,j") = 2 = les deux variables (j, j') sont orthogonales par rapport
al’origine (j L j'")

e V(jj) alors:0<d?(,j") <4

e 7(,J') =Cos(j")

En outre, la distance entre une variable a I’origine s’écrit comme suit :

n n n (x X)z n SZ
| 2 R s
£G,0=) (1y=0)"' =) Ry=) = =) 5=t
i=1 i=1 i=1 ) i=1 ]

Donc ; le nuage des points variables se présente dans un cercle de corrélation de rayon égale 1 et

centré a I’origine (voir la figure 10).

F2

AN
[=}
N
a
o
5}
o
N
o
o
o
N
o
o
5}
o
N
a
=

Figure 10. Exemple du cercle de corrélation
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Composantes principales

Comme la matrice C a été diagonalisée dans I’analyse

R™, les coordonnées des composantes principales se calculent comme suit :

)

Yaj laveca =1...p

\gap-

R'F, =

QCE

I
§|
QQ

I
-

Tels que :

e U, le vecteur propre a de la matrice C associé a la valeur propre 4,

e F,le facteur principal a (coordonnées de la protection des points-individus)

—_\m xij—)?j Fgui , . Ry . . R
* Jaj l=1< S ) (m) la coordonnée d’un point-variable j sur I’axe «

3.3. Application de la méthode « Analyse en Composantes Principales —ACP » sur le logiciel
SPSS

Premiére étape : Créer une base de données SPSS (tableau rectangulaire Individus x Variables)
1. Organisation des données sur Excel
2. Importation des données Excel vers SPSS

v Ouvrir le logiciel SPSS
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i} sanstte1 (Ensemble,de_données0] - PASW Staistis Eciteur e dnn

Afichage— D thetingtireet——Graphes—tifitares—Fometre ”

SR8 D~ BhIll
| |

Barre des

Menus

‘Viswb\e O variables sur0

Affichage des 12 Affichage des
données

[n variables

\ 2
\i
X
2\
\

Al

[ [P ey rrm——g—" ) R

[T

v A partir des menus, sélectionnez :

Fichier _Ouvrir_ données

] 50 s Cle_stonbes01 - PASW Statncs st e mses 1 i - |

Flchler Ediion Afichage Données Transformer Analyse Marketing direct  Graphes  Ulilitalres  Fendtre  Alde
: B2 i Yo ® e
Ouvrir v | M bonnses 2 HH
Ouvriria pase s donndes v | 5 oymtans

EB Lira tes donndes toxte oo e v e | v [ o e e e

CtrlvFa B Sript
Cirles T

CrleP

Données récemment utilisées 3
Eichiers récemment utilis és 3
Quitter
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— e - e =)

-
Fichier Ediion Afichage Données Transformer Analyse Marketingdirect Graphes Uliitaires Fenélre  Aide
[ B i9%
T ITLY B A% %

= e o s leoleclelecls leolslollcl o

[ Sans titrel [Ensemble_de_données0] - PASW Statistics Editeur de données

1. Ouvrir le fichier \
Excel dans lequel se
trouve la base de

[ Ouvrir les données

Chercher dans : [ M Desklop

ergy policy 1 said
man capital and EC New article L. thése Jijel d z d bI

g man capital and economic growth_version finale_09 11.20@ACM application.xls On nees (Ou Ou e
man capital_enrgy consump_final version acp_application. <

uveau dossier . . .
" >onses examen L3_EQ.06.11.2020 CI'C sur Ie fIChIer

\Excel) j

7 Nom du fichier:  [acp_application.xisx |

= 0Tire les largeurs de chaine en fonclion des valeurs observées

2. Sélectionner /

Excel comme type
r‘||| firhinr I —

“Affichage des données

[Donnges |Le processeur PASW Statistics estprét | | [ [ | |

(Lowne )
Fichiers de type |Excem<\s‘*xlsx,*xlsm) 'J W
(eamter ]
(Cise ]

[ e Oy i T T —_—— - T s |

Eicnier Eoilon AMichage Donnéss _Tramsformer _anaies Markeing direci  Grapnes _iiNaires Fenéira  Aide
EE® M c ~ Bl 8 FE B Lo W e
|

var | var | var | war | war || war | _war | _var | ~ar || _var | var | war || wvar || war | _wvar | _var | war

[Visibis - 6 variabins sur &

1
2

3

a

s

6 [l Cuvrir Ia source de données Excel

7

[l e . xisx

)

10

2 Faullls de calcul |Feuilt (at:L25]

= Plage : |

13 Largeur maximale pour les calonnes chaine : 32767
14

15 F [ Annuter || swe ]

16

17

18

19
20

Cliquer sur OK

[Le processeur PASW Statistics estprét | [ [ | [ |

B “Sans titre2 [Ensemble_de_données1] - PASW Statistics Editeur de donnéss
Fichier Edition Affichage Données Transformer Analyse Marketing direct

HE @ o -« =l 28

Grapt Utilitaires Aide

1: ANNEE [1872 |visible - 12 variables sur 12
ANNEE | VP I AGR I cmi I TRA I LoG I EDU I ACS I ACO I DEF I DET I DIV

1 1879 18.0 5 Kl 6.7 5 21 2.0 . 26.4 415
2 1880 14.1 .8 1 15.3 1.9 a7 5 . 29.8 3.3
3 1890 136 7 7 6.6 6 71 7 338 34,4
a 1900 14,3 1.7 1.7 6.9 1.2 74 8 37,7 26,2
s 190 10.3 15 4 EE] 6 a5 a . 30,4 272
6 134 14 5 8.1 7 8.6 18 . 38.5 25.3
7 135 1.1 5 2.0 6 2.0 3.4 36.8 235
8 12,9 14 3 9.4 6 93 43 411 19.4
9 123 E Kl 11,9 2.4 3,7, 1.7 19 42,4 231
10 1923 7.6 1.2 3z 5.1 3 5.6 18 10.0 29.0 35.0
1926, 105 El a a5 1.8 6.6 2.1 10.1 19.0 41.6
12 1929 10,0 6 6 9.0 1.0 &1 3.2 RAE] 28,0 25.8
Base de données 13 1932, 10,6 a 3 8.9 3.0 10,0 6.4 134 27,4 19.2
14 1935 8.8 26 14 7.8 14 124 6.2 1.3 29.3 18.5
ez 15 1938 101 1.1 12 5.9 14 a5 6.0 5.8 0.7 18.2
Excel a été iG 1947 15,6 1.6 10.0 1.4 7.6 8.8 4.8 3.4 32.2 4.6
7 1950 11,2 13 16,6 12,4 16,8 81 4.9 34 20,7 4.2
|m o rtée avec 18 1953 12,9 15 7.0 7.9 12,1 8.1 5.3 3.8 36,1 5.2
p 1956, 10.9 5.3 9.7 7.6 2.6 a4 8.5 46 20,2 6.2
B 1959, 131 a4 7.3 5.7, 9.8 12,5 8.0 5.0 26.7 7.5

succes vers SPSS 21 1962 128 a7 7.5 6.6 6.8 187 9.7 5.3

22 1966 124 43 84 a1 6.0 195 10,6/ 4.7 19.8 36

/ 23 1968 1.4 6.0 9.5 5.9 5.0 211 10,7 a2 20,0 a4 —

i3]

[Le procasssur pASw Stauaties eatprdt | [ [ | [ |
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Deuxieme étape : Application de ’ACP sur SPSS : Cas des données relatives a la structure

fonctionnelle des dépenses de I’Etat francgais entre 1972-1971 (les données sont exprimees en

%).

Définition des variables :

PVP : Pouvoirs publics. AGR : Agriculture. CMI : Commerce et Industrie. TRA : Transport.

LOG : Logement et Aménagement du Territoire. EDU : Education et Culture. ACS : Action

Sociale. ACO : Anciens Combattants. DEF : Défense. DET : Dette. DIV : Divers.

Il est a noter que les logiciels d’analyse de donnees prennent en considération par défaut

les tableaux de données centrées et réduites.
A partir de la barre des menus, sélectionnez :

Analyse_ Réduction des dimensions ----- Analyse factorielle

Cliquer sur

[ =Sans titre2 [Ensemble_de_données1] - PASW Statistics Editeur de données - - An a |yS€
Fichier Edition  Afichage Données Transformer Analyse Marketing direct Graphes Ut
SHE — w [F e factorielle
= atistiques descriptiv
1: ANNEE 872 | tapeawx e | S blesenr
ANNEE PVP ACS Div
1 1872 18.0 2.0 . 264 415 e
2 1380 141 5 . 298 313
3 1890 136 4 . 338 344
4 1900 123 con 8 . 37 26.2
5 1903 103 R 9 . 384 27.2
6 1306 134 . 18 . 38.5 253
7 1909 135 e 34 . 368 235
8 1912 12,9 = 4.3 - 4.1 19.4
9 1920 123 e 1.7 1.9 424 231
10 1923 76 18 100 29.0 35,0
" 1926 10,5 = 21 10,1 19.0 416
12 1929 10,0 e 3.2 118 28.0 258
13 1932 106 pr 64 134 274 19.2
14 1935 8.8 Su 6.2 13 293 18,5
15 1938 10.1 = 6.0 59 407 18.2
16 1947 156 d An: ites 438 34 322 46
17 1950 1.2 49 34 207 42
18 1953 12,9 53 39 36.1 52
19 1956 109 85 46 282 6.2
20 1959 131 8.0 5.0 267 75
21 1962 128 9.7 53 .
22 1965 124 10,6 47 19.8 35
23 1968 114 10.7 4.2 200 44 ol
K] ¥

Affichage des données || Affichage des variables

Analvse factorielle

Drocesseur PASW Stalisfics. est orét
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~

, .
, . Insérer les Une boite de
[H] “Sans titre2 [Ensemble_de_données1] - PASW Statistics Editeur de donnéeq —— =
Fichier Edition Afichage Données Transformer Analyse  Mark] Vaﬁab'es qulon dialogue s'ouvre
A le cherche a analyser | ‘ o
=S 1872 Y e - 12 variables sur 12
ANNEE | e | AR | EDU | foes™N—r . - T DIV
1 1872 18.0 5 dans cette case 2.1 2.0 . 26,4 415
2 1880 14,1 B - Ex ] 37 B . 2038 313
3 1890 13,6 7 7 5}/\ 5 7 . 338 34
4 1900 14.3 17 (g aveye fzdm"e/u \ = =) ¢ . a7 26,2
5 1903 10.3 15 | - \, _ [ o . 384 27.2
6 1906 134 14 N Variapie 18 385 253
| el — (e |
7 1909 135 11 ANNE (Gatzsion) 34 368 235
8 1912 12,9 14 g:;’; 43 . 1 194
9 1920 123 3 3 E @ 17 19 424 231
10 1923 7.6 12 || |#ra [ Facteurs.._ | 13 10.0 290 35.0
11 1926 10.5 3 & L06 (L gptons_| || 21 10.1 19,0 416
12 1929 10,0 6 § EDU 32 118 28,0 268
13 1932 106 8 % e Variable de filtrage 64 134 2774 192
= e e T | Y | — 2 s 203 s
15 1938 10.1 11 || |#oer = 50 5.9 407 18.2
16 1947 15.6 16 48 34 322 46
7 1950 1.2 13 49 34 207 42
18 1953 12.9 15 o ro z o 53 39 361 52
19 1956 10.9 53 97 6 96 94 85 46 282 62
20 1959 13.1 44 73 57 9.8 12.5 8.0 5.0 267 75
21 1962 12.8 47 75 66 68 15.7 97 53 .
2 1965 124 43 84 9.1 60 19.5 106 47 198 35
2 1968 14 60 95 59 50 211 107 42 200 44 =
T |
Amctag e domiss | s e e
[ Le processeur PASW Statistics estprét | | | [ |
N\ Cliquer sur Descriptive
. N
Variables a
[ "Sans titre2 [Ensemble_de_données1] - PASW S analyser / Py
Fichier Edition Afichage Données  Tran: ilitaires ~ Fenétre  Aide /
o (quantitatives) &
SHE O o 2 3 g
[1- anmeE [1872 A / |visible : 12 variables sur 12
ANNEE | PP N _ATRAN_ | LOG [ EDU | acs [ | aco | DEF I DET [ DIV
1 1872 18,0 5 K 5 2.1 2.0 . 26,4 415
2 1880 14.1 8 K 153 1.9 37 5 . 2938 313
3 1890 13.6 ki 7 68 5 74 ki . 338 344
4 1900 14,3 7] IR avtyee rctoreie. R \ ] ¥ 8 3T 26,2
5 1903 10.3 15 | - N y—| o 384 272
5 1906 Variable o) 385 253
7 1909 ANNEE ﬁ ) - (Gaacton..) 34 368 235
AGR 1
(2 43 . 411 19.4
Individus 5 e |#m 17 19 w2 21
3 & Lo ((Fadews | 18 10.0 290 35,0
( ) 3 & EDU (L gptions_| || 21 10,1 19,0 116
annees g & acs =i 32 1.8 28.0 258
5] T93. Variable de filtrage : 64 134 274 19.2
% 1935 62 113 293 18,5
15 1938 50 59 40,7 18.2
16 1947 48 34 322 46
T 1950 S o T T . 54 w07 o
18 1953 o ro T T 53 39 361 52
19 1956 , 97 76 96 94 85 46 282 62
20 1959 131 44 73 57 9.8 12,5 8,0 50 267 75
21 1962 12,8 47 75 66 68 15,7 97 53 .
2 1965 124 43 84 9.1 5.0 19.5 106 47 19.8 35
2 1968 14 6.0 95 59 50 211 107 42 200 44 =
[ |

ichesedos dorie R

Le processeur PASW Statistics estprét |
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*Sans titre2 [Ensemble_de.
Edition  Affichage Données Transformer Analyse Marketing direct Graphes  Utilitaires  Fenétre  Aide

SHE M« ~ Bl & B A0% )

1 anmEe 1872 visible : 12 variables sur 12

| Annee | PVP [ AGR I cMi I TRA I LOG I EDU [ ACS I ACO I DEF I DET I DIV
1 1872 18,0 5 A 6,7 5 2,1 2,0 . 264 15
2 1880 14,1 8 A 15,3 19 37 5 . 298 313
3 1890 136 7 7 6.3 K 7.1 7 . 333 344
4 1900 14,3 17 1.7 69 1,2 74 8 . 377 26,2
(=]
s 1903 103 18 18 Amlyy&”g Analyse factorielle : Caractéristiques  (SESH = = B @z
5 1906 134 14 } | . 385 253
7 1909 368 235
& ANNE E . B
B 1o12 g el : 1. 19.4
9 1920 [/ Structure initiale 19 424 231
/ 100 290 35.0
. . rMatrice de corrélation [ 10,1 19,0 416
Cocher les statistiques & Coeficents I merse L 280 258
[+l Seuils de signification [ Reconstituée 134 274 19.2
. . . = 2 ‘ 4

qui sont mentionnées | W Cosermmam ) anwmage 13 EE 15
5l 1) [ Indice KMO et test de sphéricité de Bartlett I 59 407 18,2
dans la boite de dialogue  [=s 16 1, Y] 22 a8
1.2 13 16, (Lpnnuter J[_ce ] 34 207 12
12,9 15 i —_— 3.9 36.1 52
. . . i 53 9.7 76 96 9.4 85 46 282 6.2
Puis Cllquer sur PourSUIte/13,1 44 73 57 98 12,5 8,0 50 26,7 75
2,8 47 7.5 66 6.8 15,7 9,7 5,3 . .
124 43 8.4 91 6,0 19,5 10,6 47 198 35

114 6.0 9.5 50 211 42 20,0 44 =

_Aﬂichnge des données

[ [Le brocesseur Pasw Statistics estorét [ [ [ [ [ |

*San: [Ensemble_de.

Fichier Edition Affichage Données Transformer Analyse Marketing direct  Graphes  Ufilitaires  Fenétre  Aide

HE2 M o~ B M m@@‘%‘

1 anmee 1872 [visile : 12 variables sur 12

| Annee | PVP [ AGR I cmi I TRA I LOG I EDU I ACS I ACO [ DEF I

1 1872 18.0 5 1 67 5 2.1 20 264

2 1880 141 8 K 153 19 37 5 2938

3 1890 13.6 7 7 68 G 7 7 338

1 1900 14,3 17 17 69 12 74 a7

5 1903 103 15 fﬁ Analyse factorielle . L2 g‘ 1 384 Cllq uer sur

6 1908 134 14 .

7 1909 135 11 :

: oo e o 1| [# wee Extraction

3 1920 12,3 3 |

10 1923 76 12 3|

11 1928 10.5 3 i 116

12 1929 10.0 6 i 238

13 1932 106 8 1 192

N 1935 88 26 1 BRI ER | 293 18,5

15 1938 101 11 i | 107 18.2

16 1947 15,6 16 104 alou | 322 46

7 1950 12 13 18] ok [ coer | [emmanser) [ smnuer J(_ age | 207 42

18 1953 12,9 15 7, - 36,1 52

19 1956 10,9 53 o7 Ta 282 6.2

20 1959 125 267 75

21 1962 15.7

2 1965 195

3 1968 211

38



Dr. Bouznit M. Polycopié du cours d’analyse de données

*Sans titre2 [Ensemble_de. ur
Fichier Ediion Afichage Données T Analyse  Marketing direct Graphes  Utilitaires  Fenétre  Aide
O B T
SHEe M « ~ Bz 3 HO® %
[1: AnnEE [1872 |visible : 12 variables sur 12
| amnee | pvp | AGR | cMi ] TRA ] LOG ] EDU I ACS I ACO I DEF [ DET [ DIV
1 1872 18.0 5 K 67 5 21 20 264 415 ]
2 1880 IR 8 K 15,3 19 37 5 . 298 313
, , 7 7| {BR Analyse fackorielie : Extracionil =) % 338 et
. a -
1. Insérer la méthode : 17 17 - 77 %2
4 ] s pal - | . 384 272
HP] 14 M 1 385 253
Composante PrlnCIpaIes 1 ; Micher 5 e
. 3 ® Watice de corrélation [# Structure factorielle sans rotation 8 g
14 1 ﬂ Matrice de cov: [« Di: des valeurs propres . M1 194
3 19 124 231
10 1923 Extraire 10,0 290 350
i 1926 © Basé sur la yatelr propre. 19.0 41.6
12 1929 7 propres supsrieures - | 28,0 258
13 1932 Tlombre fixe de facteurs 24 19,2
4 1935 W Fadeurs aedraire
15 1938 . .
0 1047 3. Ecrire 2 (i.e.
& 1950 Maximum des itérations pour converger
® 1953 deux facteurs)
19 1956,
20 darg -
( 66 8 15,7 9.7 53 . .
H . 91 6. 195 106 a7 198 35
2. Cliquer sur: 59 50 211 10.7 42 200 44

-Matrice de corrélation

-Structure factorielle sans rotation
-Diagramme des valeurs propres
- Nombre fixe de facteurs

E *%ans titre2 [Ensemble_de_donnéesl] - PASW Statistics Editeur de données

Fichier Ediion Afichage Données Transformer Analyse Marketing direct Graphes Ulilitaires  Fenétre  Aide

SHe M « » HiA M 40 % 8

[1- Anmiee [1872 |visible : 12 variables sur 12

ANNEE | e | AR | cMI I TRA I LOG [ EDU | acs [ aco | DEF I DET [ DIV
1 1872 18,0 5 1 67 5 21 20 115
2 1880 14,1 E 1 15,3 1.9 37 5 3.3
3 1830 136 7 7 68 5 7.1 7 344
1 1900 143 17 17 69 12 74 8 262
B 1903 10.3 15 {| B Analyse factorielle . . =) 272
3 1906 134 14 Vo | 263
7 1909 13.5 11 FEELED 235
8 1912 12.9 14 # Az TEE 194

- B y AGR 8

9 1920 12.3 3 e 231
10 1923 16 12 3, Qf};m
1 1926 10,5 3 l Lz .
12 1929 10,0 6 f gi‘g L @ CI'quer sur
13 1932 106 8 I - .
[ 1935 85 26 bl By Vaabis de fige Rotation
15 1938 10,1 11 1|
16 1947 15,6 16 104 ol
v 1950 1.2 13 164 0K Coller || Réinmatiser || Annuler Aide.
18 1953 12,9 15 7,
19 1956 10,9 53 97 il EG EXy BE 16 282 TT
20 1959 13,1 44 7.3 57 98 12,5 8.0 5.0 267 75
21 1962 12.8 47 75 66 68 15.7 97 53 )
2 1965 124 43 G4 91 60 195 106 27 198 35
23 1968 14 5.0 95 59 50 211 10,7 12 20,0 4.4
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B s e et e Frmde] P S v de s ™ ™ N 5|

Fichier Edition Affichage Données Transformer Analyse Marketing direct Graphes  Utilitaires  Fenétre  Aide

He @M - ~ B0 & Bl {00 %

[1: ANNEE [1872 |visible : 12 variasles sur 12
| awnee | PVP I AGR I Ml I TRA I LOG [ EDU I ACS I ACO I DEF I DET [ DIV
1 1872 18,0 B A 6.7 5 21 2,0 . 264 5
2 1880 141 E Kl 153 19 37 5 ) 298 313
3 1890 136 7 7 6.8 6 71 7 . 338 M4
1 1900 143 17 17 69 12 74 a7 22
s 1903 103 15 { BB Anaiys{ R Arslyse factorele: Rotation 384 272
6 1906, 134 14 385 253
7 1909, 135 11 T %68 235
8 1912 129 14 n © Quartimax . 411 19.4
g 1920 W vanmax © Equamax 19 424 231
© oblimin directe © Promax 10,0 29.0 350
H . A (D L [ 101 19,0 16
1. Cliquer sur : b e P
. ficher

-Vari-max . mane(s)fadurlelletsj 13‘31 ;;2 1:?
_StrUCtu rea pres rOtatlo n Waximum des itérations pour converger zi :g; 12?
-Carte(s) factorielle(s) n 07 12
39 36,1 52
486 282 62
70 7955, 5.0 26,7 7.5

21 1962 53 )
) 1965 a7 198 35
23 1968 14 6.0 42 44

- 2. Cliquer sur

Affichage des données

: Poursuivre

|Le processeur PASW Statistics estprét | | | | | |

S i ot 3 AR PR S B 3 e ™ ™ ™ =57 030

Fichier Ediion Afichage Données Transformer Analyse Marketing direct Graphes Utlitaires  Fendtre  Aide

He @M — ~ B 1

1: ANNEE [1872 |visible : 12 variables sur 12
ANNEE | PVP I AGR I oM I TRA I LoG | EDU I ACS | ACO I DEF I DET I DIV

1 1872 18,0 5 1 6.7 5 21 2.0
2 1880 141 8 1 15,3 19 37 5

1890 136 7 T 6.8 3 71

1900 14.3 17 1.7 6.9 1.2 74

1903 103 1.5 [ Analyse factorielle - -
6 1906, 134 14 | v

1 ariables
7 1908 135 11 {| (7 mme= e
3 1912 129 14 | % nor
9 1920 12,3 3 & cm
10 1923 76 12 3 E < TRA
1 1926 105 3 1 & Loc
12 1929 10,0 6 1 g x
13 1932 10,6 8 |
14 1935 88 1’. Variable de filtrage
15 1938 10,1 R 1l R
6 1947 15,6 X 10/ Cllquer sur
7 1950 112 E 16 ]
i Facteurs
19 46
20 5.0
21 53 -
22 47 19.8
23 42 200 44
I¥F]

| Amehage dos donnsos | Aficrzgedes anadls|

[ Le processeur PASW Statistics estprét | | | | | |

ANNEE | PVP [ AGR I oMl ] TRA [ LOG I EDU ] ACS I ACO [ DEF I DET ] DIV

1 1872 18.0 5 1 67 5 21 20 ) 264 415
2 1880 141 8 A 153 19 37 5 ) 208 313
3 1890 136 7 7 6.8 & 7. 7 ) 338 34
4 1900 14,3 17 17 6.9 12 74 8 . Ei 262
5 1903 10,3 15 { R Analyze factorielle [ ) 384 272
3 1906 134 14 - . 385 253
= 1908 135 1 [} Analyse factorielle ; Facteurs == ) %8 25

& ANNEE =
8 1912 129 14 ! Enregistrer dans des variables - 41 194
9 1920 123 3 I — . 19 424 231
i 10,0 290 35,0
acteurs.
= 101 19,0 418
1. Cocherles (i e 18 20 2538
. @ Anderson-Rubin ‘! g B

134 274 19.2
cases ‘Afficher |a matrice des coefficients factorisls 1.3 293 18.5
(ot [ s B e b
T8 97 34 322 48
17 1950 12 13 16, " 34 207 42
18 1953 12,9 15 2 \ 39 36,1 52
19 1956 10,9 53 a7 76 96 94 8.5 46 282 6.2
20 1959 131 44 73 57 95 125 8.0 50 267 75
21 1962 128 47 75 & T\ o7 53 )
2 1965 124 43 84 : 106 47 198 35

23 1968 14 6.0 9.5 2. Cllquer sur 0.7 42 200 44 o

1 o

[ER—pre—— Poursuivre

‘ Le processeur PASW Statistics estprét | | | | | |
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B s el e BT W St e e st P ™ ™ 55

Fichier Edition Afichage Données Transformer Analyse Marketing direct Graphes Ufilitaires Fenétre  Aide

O, LY
_ = s B 0% %
[1: anNEE |Visible : 12 variables sur 12
| annee acR | BN I ™A | e | E DEF | DET | DIV
1 5 A 6.7 5 21 20 264 15
B & 1 153 19 37 5 ) 298 33
3 7 7 68 & 71 7 . 338 44
4 1900 143 17 17 63 12 14 8 ) a7 2.2
5 1903 103 15 (1B Analyse factorille . . [==) . 384 72
3 1906 134 14 . B85 253
7 1909 135 11 368 235
& ANNEE
8 1912 129 14 411 194
9 1920 123 3
10 1973 6 12 3
1" 1926 105 3
[ 1929 100 &
13 1932 106 E
Cliquer sur

[ [Le processeur PASW Statistics estprét | | [ [ [ |

[E] "sans titre2 [Ensemble_de_données1] - PASW Statistics Editeur de données

Fichier Edition Afichage Données Transformer Analyse Warketing direct Graphes Utiltairas Fenédtre  Aide

ShRe M - ~ BbL R 20 ® 8

[1: annEE [1872 [visibie : 12 vaniasies sur 12
ANNEE | e | AR | cMI [ TRA I LOG I EDU [ acs | a0 | DEF I DET I oV
1 1872 18,0 5 A 6.7 5 21 20 . 264 415
2 1880 141 8 A 15.3 19 37 5 . 298 313
3 1890 136 7 7 6.8 5 71 33.8 34
4 1900 143 17 17 6.9 12 74 3T 26.2
L 1903 103 18 | B8 Analyd B0 Analyse factoriele : Options == 384 a2
6 1906 134 14 | 385 253
7 1909 135 11 Valeurs manquante 36.8 235
, . {| (& m ) ; .
1912 12,9 14 | © Exclure toute obsenation incompléte i 411 194
9 1920 123 3 | © Exclure seulement les composantes non valides 19 424 231
1 Remplacer par la mayenne 10,0 29.0 35,0
1. Cocher ces Format ges e 2 e
. ~ Clagsement des variables par taillg

deUX Opthl’\S [] Supprimer les faibles coefficients . 131;1 ;;"; 1‘:
| Valeur absolue inférieure 3: | 19 59 07 182
16 1847 15,6 16 10, | 34 322 45
17 1950 112 13 16, I ivre | Annuter |[ aide | I 34 207 42
18 1953 12,9 15 7 = — 39 36,1 52
19 1956 109 53 9.7 76 96 9.4 85 456 28.2 6.2
20 1959 131 44 73 5.7 9.8 12.5 8.0 50 26.7 75
21 1962 128 47 75 6.6 8 15,7 9.7 53 . .
22 1965 124 43 8.4 9.1 6) 195 10,6 47 19.8 35

23 1968 14 6.0 95 59 0 211 107 42 20,0 44 =

I+

2. Cliquer sur

Achap dosdonées g sareies

[Le processeur PASW Statistics estprét | | | | | |

Poursuivre
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Fichier Ediion Afichage Données Transformer Analyse Marketing direct Graphes Utilitaires  Fenétre  Aide

AN M e~ P f HE BoE 10

1: ANNEE 1872 Visible : 12 variables sur 12
ANNEE PYP AGR cm TRA LOG EDU ACS ACO DEF DET DIV

1 1872 18,0 5 A 5.7 5 21 20 . 264 415 -

2 1880 141 8 K 163 19 37 5 ) 298 313

3 1890 136 7 . 5.3 & 7. 7 . 3338 34

1 1300 143 17 11 69 12 74 8 ) a7 2.2

5 1903 103 15 1 A Analyse factorielle . 384 272

6 1906 134 14 ] Ve . 385 2.3

ariables ©

7 1309 135 11 e e ) 3638 235

8 1912 12,9 14 ] # nor . 411 194

3 1920 123 3 ] & e 19 124 231

10 1923 7.6 12 3] £ TRA 10,0 290 350

11 1926 10,5 3 } & L6 10,1 19,0 416

12 1929 10,0 G ] gfgl; 1.8 280 25,8

13 1932 10,6 E ] 134 274 19.2

[ 1935 85 26 1) LEELRIILEE. 13 293 185

15 1938 10,1 11 1] 59 107 18.2

16 1947 156 16 10} 34 322 16

17 1950 1.2 13 16 ok |[_ coller |[Reinitiaiser| [ Annuier |[ e | 34 207 42

18 1953 12,9 15 7, 39 36,1 5.2

19 1956 10.9 53 97 76 96 54 55 16 282 62

20 1959 131 44 73 57 98 125 8.0 50 267 75

17 75 66 68 157 97 53 ) )

X . 3 84 91 6.0 195 106 47 198 35
Cllquer sur OK pour obtenir 0 9.5 59 5.0 211 10,7 42 20,0 14 =

[¥]

les résultats de I’ACP

—

Le processeur PASW Statistics est prét

J

Principaux Résultats de I’ACP normée

Quant a I’applicabilité de la méthode ACP, le résultat du test de spécificité de Bartlett est consigné

dans le tableau ci-dessous, ceci permet d’accepter I’hypothése Hi qui stipule au moins I'une des

corrélations entre les variables est significativement différente de zéro. Donc, les variables

incluses dans I’analyse sont trés bien corrélées, et par conséquent les données sont factorisables.

Indice KMO et test de Bartlett

Indice de Kaiser-Meyer-Olkin pour la mesure de la qualité

d'échantillonnage. 233

Test de sphéricité de Bartlett Khi-deux approx. 274,153
ddl 55
Signification ,000
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Variance totale expliquée

Valeurs propres initiales Sommes extraites du carré des chargements
Composante Total % de la variance | % cumulé Total % de la variance % cumulé
1 4,946 44,961 44,961 4,946 44,961 44,961
2 2,055 18,679 63,640 2,055 18,679 63,640
3 1,289 11,716 75,356
4 1,017 9,241 84,597
5 ,710 6,450 91,047
6 ,557 5,067 96,114
7 ,204 1,852 97,966
8 ,125 1,139 99,105
9 ,062 ,566 99,671
10 ,035 ,318 99,989
11 ,001 ,011 100,000

Méthode d'extraction : Analyse en composantes principales.

A partir du tableau variance totale expliquée :

v La premiére composante principale explique 44,96% de I’inertie totale

La deuxiéme composante principale explique 18,67% de I’inertie totale

La deuxiéme composante principale explique 11,71% de I’inertie totale

Le sous espace a deux dimensions, le premier plan factoriel, explique 63,64% de I’inertie
totale

ASRNEN

Premierement, le choix du nombre d’axes factoriels qui permet d’expliquer le maximum
d’information contenue dans le tableau de données est d’importance capital pour I’analyse soit
plus pertinente. Comme il a été mentionné, I’utilisation du test du coude, scree test, ce qui signifie
que le nombre d’axes a retenir serait égal au nombre de valeurs propres qui Se trouvent avant le
premier point d’inflexion du graphique des valeurs propres. Pour notre exemple, le nombre d’axe
est égal a 3. Cependant, avec 2 axes, le premier plan factoriel explique le maximum d’inertie

totale, par conséquent, I’analyse se base sur le sous espace avec les deux premiéres dimensions.

Analyse dans R"
Dans ce qui, nous nous focalisons sur les principales conclusions.

La représentation graphique du nuage des points-variables dans le premier plan factoriel, fait
ressortir :

v' Toutes les variables sont trés bien représentées (car elle se rapproche du cercle de
correélation)

v"Une corrélation positive entre : (LOG, CMI, AGR, EDU et ACS), (PVP et TRA), (DEF,
DET et DIV)
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v" Une opposition entre (LOG, CMI, AGR, EDU, ACS) et (DEF, DIV, DET)
v Une opposition entre (PVP et TRA) et ACO

Tracé des composantes

1,0
PVP
© Ira
o
0,54 LOG
o Ml
DEF =
™ o
- Div
= o AGR
w P
=1 U.U -3
o et OACU
E o
(=]
O DET
o
0,5+
ACO
o
1,0
T T T T
4.0 05 0.0 0.5 1,0

Composante 1

Analyse dans RP

La représentation graphique des individus, années, en fonction des variables donne ce qu’on
appelle le nuage des individus. Le premier plan factoriel monte que les années sont échelonnées
selon ’ordre chronologique, et il fait ressortir plusieurs clases d’années. Quatre classes d’années

peuvent étre distinguées :

v Classe 1 : 1872, 1880, 1890, 1900, 1903, 1906, 1909, 1912, 1920 (années caractérisées par
une forte dense de la défense et les dettes publiques)
v' Classe 2: 1923 1926 1929 1932 1935 1938 (années juste aprés la premiere guerre

mondiale, elles sont marquées par les dépenses liées aux anciens combattants)

v Classe 3 : 1947 1950 1953 (années d’aprés deuxiéme guerre mondiale, elles sont marquées
par les dépenses destinées aux logements pour financer les programmes publics de
reconstruction et au développement du commerce et industrie)

v Classe 4 : 1956 1959 1962 1965 1968 1971 (années de la relance économique, les tentes
glorieuses caractérisées par de forte croissance économique ou les dépenses publiques

gtaient réservées au développement humain)

En faisant le lien avec le nuage des variables,
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REGR factor score 2 for analysis 1

2,00000
QU g5
1880 o
o
1,00000 -
1872 o
0 0 19091912
1920 (o]
1900 O
18ap 1906 1956 1965
? 0 01 971
410032 ALED
00000 +a03 1959—5—
1962 1968
o
1938
o
-1,00000 020
o 1932
1935
o
1926
O 1923
-2,00000 ©
I L] I I
-2,00000 -1,00000 ,00000 1,00000 2,00000

REGR factor score 1 for analysis 1
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EXERCICES

Exercice 1

On consideére le tableau de données suivant :

Individus /Variables X1 Xy
1 -0,5 0

2 0 1

3 -1 2

4 1 -2

3) 0,5 -1

1) Calculer le centre de gravité du nuage de points, que remarquez-vous ?

2) Représenter graphiquement les 5 individus.
3) Calculer la matrice Variance-covariance V = %X’X .

4) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice V, et déduire la valeur de
I’inertie totale.

5) calculer les coordonnées de la premiére composante principale (le premier axe factoriel).
Solution

1. Calcul du centre de gravité

-05 0
0 1

La matrice des données X = —11 _22
05 1

T )?1 _ (0
Donc, le centre de gravité Xg_()?z) = (0)
Remarque : les variables sont centrées par rapport a leurs moyennes

2. Représentation graphique

3. Calcul de la matrice variance/covariance (V)

0,5 0
050 -1 1 0,5) o1 _(0,5 —0,9)

0 1 2 -2 1 1 -2 | \-0,9 2
05 1

V:% X’Xz% (
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a. Calcul des valeurs propres de V

05—-1 —09]_

-0,9 2—21 =0

| Vo — AL| =0=

= (05-1)(2-21)—-(-09)(-09)=0
= (0,5-2)(2—-1)—(0,81)=0
= 12—-2514+0,19=0....... (1)
Solution de I’équation (1)
A=b? — 4ac = (=2,5)% — 4(1)(0,19) = 5,46 >0
D’ou, il existe eux racine

—b++vAa  25+233

1, =
1 2a 2

2,41

—b—+vA 25-233
2a 2

Ay = = 0,08

Dés lors, la valeur de I’inertie totale I, = A; + 1, = 2,41+ 0,08 = 2,49
b. Les vecteurs propres de V correspondants aux valeurs propres A,et A,

o Casi =241

Soit UF(Z;) vecteur propre de V correspondant a Ay = 2,41, alors : (Vi 2y — A413) Uy = (g)
—-1,91 —0,9\ (u,\ _ (0
= ( —0,9 —0,41) ()=
{—1,91u1 —09u, =0
—9u; — 0,41u, =0

R {ul =-047u, =0
u, € R

— Ulz(_0‘47u2)

Uz

0,47

= U;=uy (7Y
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Pouru, =1; U; = (_0i47) est un vecteur propre de la matrice V correspondant a la valeur propre

A =241

U, est-il unitaire ?

| U] = Vs + w2 = V-0472 +12 = 122 # 1

Donc, pour rendre U; unitaire (normé) on divise ses coordonnées par || U1| , comme ainsi :

Ul,unitaire

() (22)

e (CasA, =0,08

Soit UZ:(Zé) vecteur propre de V correspondant & A, = 0,08, alors : (V(z,2) — A215) U, = (7)
2

= (%% 1=

{0,42u; —0,9u} =0.....(1)
—0,9u} +1,92u) =0 .....(2)

De (1) = 0,42u; = 0,9u,
= u;=2,14u;,  .......... 3)

En remplacant (3) dans (2) on obtient : —1,92u; + 1,92u; =0,V uj € R
s vy _ful _ (214u5 _ (2,14
Dou; Uz_(u;) - ( up 2) _uz( 1 )
Pour uj, = 1, alors U, = (**) est un vecteur propre de V correspondant & A, = 0,08

U, est-il unitaire ?

| Uz = V2142 + 12 = /5,579 = 2,361 =1

U =U —(214/2,361) _ (0,90
2,unitaire —Y2,normé — 1/2,361 — \o,42
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5. Calcul des coordonnées du premier axe factoriel (F1)

F1= XUl,unitaire =

Exercice 2

-05 0
0 1
-1 2

1 -2

05 1

0,21
/ 0,90

/

N~

0,90 k—z,zz

-1,11

On étudie les consommations annuelles en 2017, exprimées en DA, de 6 produits

alimentaires (les variables), les individus étant 8 catégories socioprofessionnelles (CSP). Les

données sont des moyennes par CSP ( Tableau n°1):

Tableau n°1 : Données initiales

Individus |PAO PAA POT LEC RAI PLP
AGRI 167 1 41 8 6 6
SAAG 162 2 40 12 4 15
PRIN 119 6 39 5 13 41
CSUP 87 11 27 3 18 39
CMOY 103 5 32 4 11 30
EMPL 111 4 34 6 10 28
OUVR 130 3 43 7 7 16
INAC 138 7 53 8 12 20
NB :

Individus Variables

AGRI : Exploitants agricoles
SAAG: Salariés agricoles

PRIN : Professions indépendantes
CSUP : Cadres supérieurs
CMOY': Cadres moyens

EMPL: Employés

OUVR : Ouvriers

INAC : Inactifs

PAO : Pain ordinaire
PAA : Autre pain
POT: Pommes de terre
LEC: Légumes secs
RAI: Raisin de tables
PLP: Plats préparés
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On a réalisé une analyse en composantes principales (ACP) sur le tableau n°1, les résultats

obtenus sont les présentés ci-dessous :

Matrice de corrélation (Pearson (n)) :

Variables PAO PAA POT LEC RAI PLP
PAO 1 -0,774 0,656 0,889 -0,833 -0,856
PAA -0,774 1 -0,333 -0,673 0,959 0,771
POT 0,656 -0,333 1 0,603 -0,410 -0,554
LEC 0,889 -0,673 0,603 1 -0,824 -0,751
RAI -0,833 0,959 -0,410 -0,824 1 0,834
PLP -0,856 0,771 -0,554 -0,751 0,834 1

Les valeurs en gras sont différentes de 0 a un niveau de signification alpha=0,05

Valeurs propres :

F1 P2 F3 F4 F5 F6

Valeur propre 4,630 0,804 0,266 0,202 0,092 0,005
Variabilité (%) 77,170 13,398 4,441 3,368 1,532 0,091
% cumulé 77,170 90,568 95,009 98,377 99,909 100,000
Corrélations entre les variables et les facteurs :

F1 F2 F3 F4 F5 F6
PAO 0,956 0,103 0,089 -0,072 0,251 -0,017
PAA  -0,873 0,406 0,166 -0,205 -0,045 -0,040
POT 0,649 0,722 -0,176 0,159 -0,042 -0,001
LEC 0,906 0,115 0,396 -0,007 -0,095 0,025
RAI -0,939 0,305 -0,005 -0,113 0,102 0,053
PLP -0,913 0,032 0,207 0,342 0,077 -0,009
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Variables (axes F1 et F2 : 90,57 %)

0.75

0.5

0.25

® PAA
RAI

LEC

05
075
R -1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75
F1(77,17 %)
Contributions des variables (%) :
F1 F2 F3 F4 F5 F6
PAO 19,724 1,310 2,942 2,561 68,451 5,012
PAA 16,458 20,498 10,378 20,736 2,171 29,758
POT 9,083 64,862 11,650 12,475 1,908 0,022
LEC 17,710 1,632 58,986 0,026 9,777 11,869
RAI 19,030 11,567 0,009 6,296 11,246 51,852
PLP 17,995 0,130 16,036 57,906 6,447 1,487
Contributions des observations (%)
F1 F2 F3 F4 F5 F6
AGRI 18,745 3,626 11,774 16,613 35,257 1,473
SAAG 22,483 2,533 56,989 0,002 1,792 2,516
PRIN 5,689 2,304 1,105 43,311 30,281 1,953
CSUP 41,836 0,000 6,712 32,902 0,122 1,136
CMOY 5,417 11,210 7,737 1,354 2,700 6,583
EMPL 0,862 8,483 0,079 4,280 7,625 63,573
OUVR 3,762 0,051 14,902 0,730 19,599 19,405
INAC 1,206 71,792 0,702 0,807 2,623 3,361
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Observations (axes F1 et F2 : 90,57 %)
3
INAC
5 $
®
o !
P PmN
= 0 up + ¥ + :lN t
~ OUVR SAG
[T H
cmoy - EPL ACRI
1 +
2
-4 -3 2 -1 0 1 2 3
F1(77,17 %)
Biplot (axes F1 et F2 : 90,57 %)
6
a4
< 2 NAC
p RAI oT
R O . . . 7 S
I ° . : ¥ e . 5
st csup ° A OUVR °
~ cMOY EMPL AGRI SAAG
w D 1
-4
6
-10 -8 -6 -4 2 0 2 4 6 8
F1(77,17 %)
Questions:

1. Pourquoi a-t-on choisi de réaliser une A.C.P

2. Commenter la matrice de corrélations

3. Donner la valeur de I’inertie du nuage de points et son interprétation statistique.

4. Rappeler les regles usuelles de sélection des axes en ACP. Combien d’axes proposez-Vous
d’interpréter ?

5. Interpréter les 2 premieres composantes principales (cercle de corrélation, plan des

individus, plan des individus-variables)

Solution

1. On choisit I’ACP car le tableau de données de type Individus x Variables (toutes les variables
sont quantitatives)

2. Matrice de corrélation
v Forte corrélation négative entre (PAA et PAO) ; (RAI et PAO) ; (PLP et PAO) ; (RAI et

LEC)
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v' Forte corrélation positive entre (PAO et LEC) ; (PAA et RAI), (PAA et PLP) ; (RAI et
PLP)
3. L’inertie du nuage de points (inertie totale)
L =2+, + A3+ 2, + A5+ 15 = 5,999
I; Représente 1’information totale (la variance totale)
4. Les regles usuelles pour sélectionner les principaux axes factorielles (les composantes
principales) :
v Le test du coude (critere du Kaiser) : on retient les axes correspondants a des
valeurs propres supérieures ou égales a 1.
v Dans cet exercice, il existe une seule valeur > 1, d’ou la composante principale a
retenir est celle correspondant a la valeur propre A, = 4,63) (c’est-a-dire la

premiére composante principale F1)

F1 explique 77% de I’inertie totale ()Iﬂ = % = 0,77)
t )

5. Interprétation des résultats ( premier plan factoriel F1xF2)
Le premier plan factoriel explique 90,56% de l’inertie totale avec F1 (77%) et F2
(13,39%).
L’interprétation es axes factoriel se fait séquentiellement pour chaque axe et chaque nuage
de points en regardant les contributions de 1’axe en question.

v Axel (Fl):
Analyse dans R"

Les variables qui contribuent le plus a la formation de F1 (les corrélations entre les
variables et F1 sont proche de 1) sont: LEC, PAO, PAA, RAI, et PLC.

D’ou, I’axe F1 permet d’opposer les individus qui consomment du pain ordinaire (PAO) et
légumes secs (LEC) a ceux qui consomment Autre pain (PAA) raisin (RAI) et plats preparés

(PLP) = F1 représente les aliments ordinaires a bon marché et les aliments chers.
Analyse dans R?
Les individus qui contribuent le plus a la formation du premier axe F1 sont les suivants :

CSUP, SAPG et AGRI
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F1 permet d’opposer les habitudes alimentaires des cadres supérieures (CSUP) et les exploitants

agricoles(AGRI) et les salariés du secteur agricole (SAA)

Conclusion

L’axe FI résume I’opposition existante entre les catégories socioprofessionnelles en maticre

d’alimentation (opposition entre les catégories professionnelles qui consomment des produits de

base et celles qui consomment des produits de luxe)

Exercice 3

Une étude sur des fournisseurs de matériel informatique a conduit a apprécier le service, la

qualité et le prix de quatre fournisseurs. Pour cela un expert a noté ces entreprises avec des notes

allant de -3 a 3. Les résultats sont consignés ci-dessous :

Entp. Service Qualité Prix
El -2 3 -1
E2 -1 1 0
E3 2 -1 -1
E4 1 -3 2

1. Calculer le vecteur moyen des individus. Qu’en conclure?

. . f 1 .
2. Calculer la matrice Variance-Covariance V = ;X’X . Interpreter

On veut faire une ACP non normée;

3. Sur quelle matrice faut-il travailler? Vérifier qu’elle admet une valeur propre nulle. Qu’est-ce

que cela implique?

4. On donne A1 = 7,625. En déduire A2

5. Calculer les pourcentages d’inertie. Quelle dimension retenez-vous?

6. Soient les vecteurs propres Ul et U2 :

Ul U2

-0,503 -0,643
0,808 -0,114
-0,305 0,757
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Calculer les composantes principales F1 et F2.
7. Représenter les individus et les variables dans le plan principal (F1, F2). Interpréter

8. Calculer la corrélation entre les variables initiales et les composantes principales.
Solution
1. Le vecteur moyen des individus (le centre de gravité )?g)

0
= Service
Xg:< Quallté) = <0>
Prix 0

Les donneées sont centrées par rapport a leurs moyennes
2. Lamatrice Var/Cov (V)

) (2121 :i 13_01 25 -3 05
VEiX'X=2( 3 1-1-3)| 7 |5l -3 5 -2
-10-12/\ 7 3, 05 -2 15

Interprétation
Les valeurs qui se trouvent sur la premiere diagonale de la matrice V sont des variances
V(X1) = V(Service) =5/2
V(X2) = V(qualité) =5
V(X3) = V(prix) = 3/2

Les valeurs qui se trouvent au-dessous (au-dessus) la premiere diagonale sont des covariance :

Cov(X1,X2) = Cov(X2,X1) = -3
Cov(X1,X3) = Cov(X3,X1) =1/2
Cov(X2,X3) = Cov(X3,X2) = =2
Conclusion

Il existe une relation positive entre X1 et X3 et une relation négative entre X1etX2 ; X2 et X3

3. On doit travailler sur la matrice Var/Cov (V) car est une ACP non normée.

v Vérification que la matrice VV admet une valeur propre nulle

Soit A une valeur propre de de V, alors : | V(3 3y — Al3| =0

25 -3 0,5 5 —6 1
Pour,1=0:>|v(3,3)—013|=(—3 5 —2>=1/2<—6 10 —4)

05 -2 1,5 1 —4 3
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5 -6 1
= | V(3'3)| :1/2 _6 10 _4‘
1 -4 3

= Vol =172[5]155 - |25+ o1l =0

N RO P
D’ou A = 0 est une valeur propre de de V =le plan factoriel (F1xF2) explique 100% de I’inertie

totale (information totale).

4. Nous avons A,= 7,625, on cherche la valeur de A,
La variance totale= I’information totale= I’inertie totale
=V(XD+V(X2)+V(X3)=X3i 1 A =4 + A, + 13
=2,5+5+1,5=7,625+1, 40 =1, =9 — 7,625

= AZ = 1,375

5. Les pourcentages d’inerties
N > Fl—o Iy =222 =2 = 84749

t

1 — F2 = Iy =22 = 25 = 15279
t

A3 > F3— Iy =2 =2=0%
t

Remarque I; : I’inertie totale

Les dimensions retenues (les facteurs principaux retenus) sont F1 et F2

—0,503 —0,643
6. Soient U; = ( 0,808 > etu, = (—0,114> deux vecteurs propres correspondants a A, et
—0,305 0,757

A, respectivement.

Calcul des coordonnées des composantes principales F1 et F2 :

230\ o (377
F1=XU, = 0808 |=[ ™

2 -1-1 )\ “%30c ~1,509

1-32 ’ —3,538
230 oews (025

F2 =XU, = —-0,114 | = !

2 —-1-1 0757 —1,928
1-32 ’ 1,214
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Calcul coordonnées des variables

—0,503 —0,503
Gl =1U, = \/7,625< 0,808 ) = < 0,808 )

—-0,305 —-0,305
—0,643 —0,755
G2 = \[2,U, = /1,375 <—0,114> = <—0, 134)
0,757 0,889
7. Représentation graphique
Interprétation

Sur F1:

On peut distinguer deux groupes d’entreprises : le premier groupe (E1 et E2) et le
deuxiéme groupe (E3 et E4)

Les entreprises du premier groupe fournissent des produits de qualité
Les entreprises du deuxieme groupe offrent un bon service aux clients.
Exercice 4

Ci-dessous les résultats d’une analyse en composantes principales (ACP) d’un tableau

représentant six types de productions agronomiques pendant huit années consécutives.

X1(Riz) X2(Patates) | X3(Agrumes) | X4(Bananes) | X5(Melons) | X6(Tomates)

2001 210 95 80 60 32 92
2002 207 88 98 64 33 98
2003 150 82 109 72 31 106
2004 123 85 119 79 28 112
2005 92 96 144 72 60 123
2006 68 104 169 71 66 133
2007 93 105 152 59 54 164
2008 95 119 165 75 70 98
Moyennes 129,8 95,5 129,5 69,0 46,8 115 .8
Ecart types | 54,3 14,0 32,8 7,2 17,5 23,9
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Matrice de corrélation (Pearson

() :
Variables X1(Riz) X2(Patates) X3(Agrumes) X4(Bananes) X5(Melons) X6(Tomates)
X1(Riz) 1 -0,543 -0,947 -0,435 -0,781 -0,655
X2(Patates) -0,543 1 0,726 -0,063 0,869 0,248
X3(Agrumes) -0,947 0,726 1 0,331 0,903 0,588
X4(Bananes) -0,435 -0,063 0,331 1 0,127 -0,247
X5(Melons) -0,781 0,869 0,903 0,127 1 0,405
X6(Tomates) -0,655 0,248 0,588 -0,247 0,405 1
Les valeurs en gras sont différentes de 0 a un niveau de signification alpha=0,05
Test de sphéricité de Bartlett :
Khi2 (Valeur observée) 44,103
Khi2 (Valeur critique) 24,996
DDL 15
p-value 0,000
alpha 0,05

F1 F2 F3 F4 F5 F6
Valeur propre 3,772 1,251 0,871 0,081 0,021 0,004
Variabilité (%) 62,866 20,857 14,521 1,350 0,344 0,061
% cumulé 62,866 83,724 98,244 99,594 99,939 100,000
Composantes principales
Observation | F1 F2 F3 F4 F5 F6
2001 -2,576 -1,023 -1,054 -0,089 -0,222 -0,025
2002 -2,309 -0,466 -0,405 0,202 0,284 0,052
2003 -1,599 0,713 0,696 0,134 0,006 -0,096
2004 -0,948 1,567 1,089 -0,426 -0,018 0,042
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2005 1,118 0,384 0,302 0,461 -0,172 0,090
2006 2,342 0,074 0,223 0,233 0,050 -0,081
2007 1,733 -2,182 0,901 -0,277 0,024 0,014
2008 2,239 0,933 -1,753 -0,238 0,048 0,003
Coefficients de corrélation entre variables et composantes principales :

F1 F2 F3 F4 F5 F6
X1(Riz) -0,937 -0,188 -0,281 0,006 0,089 0,031
X2(Patates) 0,784 -0,195 -0,559 -0,185 -0,015 0,008
X3(Agrumes) 0,988 0,098 0,046 0,014 0,110 -0,023
X4(Bananes) 0,235 0,962 0,125 -0,058 0,006 0,026
X5(Melons) 0,932 -0,046 -0,296 0,200 -0,021 0,024
X6(Tomates) 0,616 -0,491 0,612 -0,058 0,007 0,029
Contributions des variables
(%) :

F1 F2 F3 F4 F5 F6

X1(Riz) 23,252 2,828 9,032 0,051 37,934 26,903
X2 (Patates) 16,304 3,048 35,873 42,044 1,134 1,598
X3(Agrumes) 25,864 0,763 0,239 0,234 58,432 14,469
X4(Bananes) 1,461 73,924 1,804 4,116 0,159 18,536
X5(Melons) 23,044 0,167 10,063 49,394 2,092 15,239
X6(Tomates) 10,075 19,270 42,989 4,161 0,250 23,255
Questions :

1) Analyser la matrice de corrélation

2) Quelle est le pourcentage de I’inertie du premier plan factoriel ?

3) Quels sont les individus et les variables qui contribuent le plus a la construction du 1°" axe

factoriel ?, donner une signification a cet axe

4) Quelle est la variable qui contribue le plus & la construction du 2™ axe factoriel ? donner

une signification a cet axe.
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5) Représenter les individus et les variables sur le 1*" axe factoriel ? les années 2003 et 2006
sont-elles bien représentées ?
6) Donner une présentation graphique des années sur le primer plan factoriel (F1 et F2) ?,

interpréter la ?

60



Dr. Bouznit M. Polycopié du cours d’analyse de données

Chapitre 4: Analyse factorielle des correspondances, et Analyse factorielle des
correspondances multiples.

4.1. Analyse factorielle des correspondances (AFC)

4.1.1. Généralités

v' L’AFC est une méthode qui s’applique aux tableaux de contingence (dites aussi tableaux
de dépendances, ou tableaux croises).

v Un tableau de contingence montre la répartition d’un échantillon, ou une population, selon
deux variables qualitatives.

v' L’AFC est une méthode descriptive d’analyse de données, développée par Benzécri en
1965, qui permet d’étudier les relations entre deux variables qualitatives via la
comparaison des profils-lignes et profils-colonnes.

v’ Soient deux variables qualitatives X et Y avec k et p modalités respectivement. Les deux
variables sont observées sur un échantillon de n individus. Le tableau de contingence

(tableau croise) prend la forme suivante :

Tableau 4.1. Tableau de contingence

X/Y V1 Yo oo | e yj Vp Total
X1 nqq Ny | ceeeen nlj ...... Tllp nq.
xz n21 n22 ......... nZJ ....... n2p nz
Xi Ni1 ngj Nip n;
Xk Ng1 N j Nkp ng.

Total ni Ny | eeeens n; n, n
Tels que :

n;; - Effectif commun a la ligne i et la colonne j (la répartition des effectifs communs est

appelée distribution conjointe)

n; = {-‘zlnij: Effectif marginal de la i*®™ ligne (ditribtion marginale -ligne)

n; = Y& n; : Effectif marginal de la j*™ colonne (distribution marginale-colonne)

n=3Ln = Z?zl n; Effectif total
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Profils-lignes :

On entend par profil ligne, les fréquences empiriques des modalités de la variable Y, il
s’obtient en divisant I’effectif de chaque modalité par le total de ligne correspondant. Ci-dessous

le tableau des profils lignes (noté PL).

PL; = (n;j/n;) i profil ligne

Tableau 4.2. Profils-lignes

X/Y Y1 Yo oo | e i Vp Total
X1 Tlll/nl_ nlz/nl_ ...... nlj/nl_ ...... nlp/nll 1
Xy n21/n2_ Noy | ceeveennn nzj/nz_ ....... nzp/nzl 1
X; N /M, ng;/n, nyp/ni |1
X Mger /M. Nyej /M, Nyep /M. | 1

Profils- ny/n no/n | ... n;/N ny/n |1
moyens
n;j Lt . -
PL; = (n—:) * 100 : i"*™ profil ligne
Tableau 4. 3. Profils-lignes en pourcentages
X/Y Y1 Vo oo | e yj Yo Total
n n Ny n
x1 (#)100 (%)100 ...... (n_l_])loo ...... (%)100 100
1. 1. 1 1.
n n n n
X, 213100 | (=2%100 | - 213100 | oo 1214100 100
CH100 | G2 ) G
X; "1y100 "y100 Zipy100 | 100
D) G D
_ _ _
X “k1y100 —%)100 “21y100 | 100
G D) G

Profils-Colonnes

On entend par profil-colonne, les fréquences empiriques des modalites de la variable X, il

dessous le tableau des profils-colonnes (noté PC).

PC; = (nyj/n;) : j*™ profil colonne

s’obtient en divisant 1’effectif de chaque modalité¢ par le total de colonne correspondant.

Ci-
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Tableau 4.4. Profils-Colonnes

X/Y V1 Yo oo | e yj Vp Profils
moyens
X1 nll/n_l nlz/n.z ...... 111]/71] ...... nlp/n.p nl./n
Xy n21/n.1 nzz/n.z ......... lej/nj ....... nzp/nlp nzl/n
X; VAL ni;/n; Nip/Ny | N /N
Xk Ny /M1 nkj/n.j nkp/n.p Ny /n
Total |1 1 | ... 1 1 1
Tableau 4.5. Profils-Colonnes en pourcentages
X/Y Y1 Yo o | e Vi Vp Profils
moyens
n
xl (E) 100 ------------ i 100
nq n
n
X2 ﬁ 100 | | e | e
G
— n; iy
X (_11) 100 "7\ 100
.
Xk (%) 100 (=100
nq n
Total 100 100 | ...... 100 100 100

Remarque 4.1.
e Le test de Khi-deux est utilisé pour tester l'indépendance entre X et Y

n; nj

Donc, deux variables X et Y sont indépendants = V (i,j),% =

Cela signifie que [’égalité des profils-lignes et profils colonnes est une condition nécessaire et
suffisante pour que les deux variables X et Y soient indépendantes.

4.2. Fondements théoriques de la méthode AFC
L’application de I’AFC se fait en plusieurs étapes :

e Transformation sur le tableau des données de contingence pour obtenir le tableau des
profils-lignes, ou le tableau des profils-colonnes.
e Présentation graphique du nuage des profils-lignes et le nuage des profils-colonnes.
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e Etudier la dépendance, voir I’indépendance, entre les deux variables X et Y se fait a travers
I’utilisation de la méthode ACP sur le tableau des données des profils-lignes, ou bien sur les
le tableau des profils-colonnes.

a. Formulation matricielle du tableau des profils-lignes & tableau des profils-colonnes

Soit N le tableau de contingence de k lignes et p colonnes

N1 Nqp Nyj Nip

N N21 Na2 : Nz2j :Nyyp
=| " : hy E

N1 Tkj kp

On définit une matrice diagonale des totaux marginaux lignes (D;;), et une matrice

diagonale des totaux marginaux colonnes (D;.)

ni. 0 0 ni 0 0
0 M2.:: 0 0 M2:: 0
Dy=\|: et Dee=|:
0 0 -n 0 0 np

La formulation matricielle du tableau des profils-lignes s’écrit :

Donc,

1/ny 0 0 Ny1q Nyp Nij NMip

B 0 1/n2.ii 0 N21 Npy : N2j Ny

T, =Dg'N=| @ 7 T
0 0 1/nyg Y n

Nt Nij ke

La formulation matricielle du tableau des profils-colonnes s’écrit :

1/ng 0 0 N1 Ny2 nij Nip

_ 0 1/ny:: o N21 Naz : N2j M2

Tye = DidN={ © 0% S
0 0 "1/ng > U

Ng1 kj kp

b. Le nuage des profils-lignes

Il est a noter que les profils-lignes seront représentés dans R (i.e. le nuage profils-lignes

comporte p points). Selon la nature de relation entre X et Y, on distingue deux cas :

e Si les deux variables X et Y sont indépendantes, alors les profils-lignes sont égaux et les p
points profils-lignes sont identiques, ce qui donne un seul point)

e Si les deux variables X et Y sont dépendantes, alors nous ferons appel a la méthode ACP
pour étudier cette déependance. De ce fait, les modalités de la variable X sont considérees
comme des individus. Chaque individu est affecté d’un poids f; = %‘ pour faire apparaitre
son importance dans 1’échantillon. En outre, 1’application de I’ACP nécessite la définition
d’une métrique qui permet de mesurer la distance entre deux profils-lignes.
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c. Etude de la dépendance entre X et Y

I’application de 1’ ACP sur le tableau des profils-lignes en considérant les modalités de la variables

X les individus, ce qui donne un nuage des profils-lignes de p points, chaque individu affecté un

poids f; = %‘ et son centre de gravité g s’obtient en utilisant la formule suivante :

Ip1 = | - | =l - \| sont les profils-moyens

n f'p
Le nuage de p points profils-lignes est représenté dans un sous espace vectoriel de (p-1)
dimensions.

c. Définition d’une métrique de Khi-deux
La définition d’une métrique qui permet de calculer la distance entre deux profils-lignes est
cruciale pour I’application de I’ACP. Pour ce faire, la métrique de Khi-deux est utilisée dans

ce genre d’analyse. Cette métrique est définie comme suit :

Soient PL; et PL;, deux profils-lignes, alors la distance entre eux s’obtient :

ngi ni
d3,(PLy, PLy) = 3P, = (- - =5)= (PL; — PLy)'M(PL; — PLyr) = (PLy, PLy')y
J oM. il
1/n_1 0
0 1/”.2::

M est la métrique, matrice diagonale, M = nD =n| § §

n/ny 0 0
0 n/nz . 0
0 o :: O
0 0 0
0 0 n/my

D’ou la matrice a diagonaliser s’écrit :
L’application de 1I’ACP sur le tableau des profils-lignes nous amene a diagonaliser la matrice
des variances covariances (V) multipliée a droite par la métrique M.
Nous avons :
e Lamétrique de Khi-deux : M = nD7 ! ,
o Le tableau des donneées profils-lignes : T;,, = Di*N
e Le tableau des données centrées : T,,;= D 'N — g9y

. . . 1 -
e Lamatrice des variances-covariances : V = ;N’DtllN — Ip19pi

Donc ; la matrice a diagonaliser prendra s’écrit :
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VM = N'Dg*NDi' — ngpigpDict
Remarque 4.2.

gp1 - le centre de gravité du nuage des profils-lignes (i.e. profils moyens) est un vecteur propre de
VM associé a la valeur propre 0 et 1. = Diagonalsier VM <Diagonaliser S = N'D;;*ND;;!

d. Composantes principales
Les cordonnées des profils-lignes sur les axes principaux sont données par :
Fiq =n(N'Dg*ND;Y)'DitU, = nS'Dit (pour Ay # L,a=1,..p—1)
Les composantes principales G; , sont centrées au centre de gravité et leurs variances egales

al,.
Remarque 4.2

La méme démarche sera suivie pour le cas du nuage profils-colonnes. L application de I’ACP
sur le tableau des profils —colonnes nous améne a diagonaliser la matrice des variances
covariances (V) multipliée a droite par la métrique M.
Nous avons :

e Lamétrique de Khi-deux : M =nD;! ,

 Le tableau des données profils-lignes : T,,. = Di.'N
Donc ; la matrice a diagonaliser prendra la forme matricielle suivante :
VM = NDt‘ClN’Dt‘l1 - ngpcgz’,th‘ll

Comme g, le centre de gravité du nuage des profils-colonnes (profils moyens) est un vecteur
propre de VM associé a la valeur propre 0 et 1. = Diagonalsier VM < Diagonaliser R =
ND;AN'D;?

Les composantes principales de profils-colonnes s’écrivent :
— -1 -1
Gj,a - nDtc N’Dtl Va

Comme la matrice R a été diagonalisée, alors nous utilisons la formule de transition pour calculer
les coordonnées des composantes principales :

Gjq = ND!N'Pa’Va = \/%Z{'Ll%c;i.a (pour A, # La=1,..p— 1)
Exemple d’application de ’AFC: (cet exemple est tiré du help xI-stat. 1l est disponible sur le site
https://help.xlIstat.com/fr/6380-correspondence-analysis-ca-contingency-table. Visité le
15/06/2023)
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Les données du tableau de contingence sont issues d’une enquéte aupres d’un échantillon de 1375

personnes en leurs interrogeant sur leurs avis a propos un film regardé ainsi que leurs tranches

d’ages.

Tableau 4.6. Données de I’enquéte sur le film regardé ainsi que les tranches d’Age

XY MAUVAIS MOYEN

2169 49

2534 | 45 14 22 229

L 170 65 12 29 276

I 159 57 12 28 256

55-64 A 26 6 18 172

S/ 106 21 5 23 155
40 7 1 14 62
814 270 98 175 1357

Source : https://help.xlIstat.com/fr/6380-correspondence-analysis-ca-contingency-table

Donc, a travers 1’application de 1’analyse des correspondances du tableau ci-dessus, nous tentons
d’étudier d’éventuelles relations entre les deux variables étudiées, (elles sont mentionnées en
lignes et en colonnes), ainsi que les similitudes qui peuvent exister entre les modalités de chaque

variable. Les résultats de I’ZFC en utilisant le logiciel XL-stat sont présentés ci-dessous :

e Test d'indépendance entre les lignes et les colonnes :
L’AFC ne peut étre appliquée que dans le cas ou les lignes et colonnes sont dépendantes.
C’est la raison pour laquelle qu’on a fait appel au test de khi-deux. Les resultats du test

sont cosignés dans le tableau ci-dessous :

Test d'indépendance entre les lignes et les colonnes :

Khiz (ValeL 148,268
Khiz (Vale. 28,869

DDL 18
p-value < 0,0001
alpha 0,05

Comme la probabilite de rejeter Ho a tort est inférieure a 1%, allers on accepte H1, ce qui
veut dire il existe un lien entre les lignes et les colonnes du tableau de contingence.

Valeurs propres et pourcentages d'inertie :

F1 F2 F3
Valeur proj 0,095 0,012 0,003
Inertie (%) 86,640 10,674 2,685
% cumulé 86,640 97,315 100,000

Résultats relatifs aux Profils-lignes
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Profils (lignes) :

MAUVA TRES
IS MOYEN BON BON Somme
16-24 0,333 0,237 0,232 0,198 1
25-34 0,646 0,197 0,061 0,096 1
35-44 0,616 0,236 0,043 0,105 1
45-54 0,621 0,223 0,047 0,109 1
55-64 0,709 0,151 0,035 0,105 1
65-74 0,684 0,135 0,032 0,148 1
75+ 0,645 0,113 0,016 0,226 1
Moyenne 0,608 0,184 0,067 0,141 1
Graphique symétrique
(axes Flet F2:97.31 %)
0.4
75+
03
TRES BON
0.2 °
= 65-74
> °
S 0
) 55-64
a MAUVAI® .16'24
0 [ ]
° ’BON
348
01 & ]
0.2 i .!\/IOYEN
-0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

F1 (86.64 %)

® Colonnes e Lignes

Le graphique symétrique montre que la distance entre les groupes d’ages (les profils-lignes) 25-34

ans , 35-54 ans et 45-54 ans est trés faible, ils sont presque superposés. Cela signifie que ces

groupes sont presque similaires (profils lignes similaires) .
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Graphique asymétrique des lignes
(axes Fl et F2: 97.31 %)
25
TRES BON
2
15
1
9
~ 05 75+
S WAwvARE e 16-24
2 o ’\‘7 ‘\.
o 35-54 BON
,05 +
-1
15
MOYEN
22 L
-1 0.5 0 0.5 1 15 25 35
F1 (86.64 %)
e Colonnes e Lignes

Sur le graphique asymétrique des lignes, les colonnes sont représentées dans I'espace des lignes

(coordonnées standards pour les colonnes et coordonnées principales pour les lignes). Le

graphique montre que la premiére dimension permet d’opposer la modalité « Bon » a « Mauvais ».

La tranche d’Age 16-24 ans se trouve a coté la modalité « Bon », ce qui signifie les clients plus

jeunes ont tendance a répondre par « Bon », contrairement aux classes d’age 55-64 ans, 65- 74 ans

et 75 ans et plus qui répondent souvent par « Mauvais »

4.3. Analyse factorielle des correspondances multiples (AFCM)

e La méthode AFCM une est analyse factorielles d’analyse de données qualitatives

multidimensionnelles, elle est une extension de la méthode ACF au cas ou le nombre de

variables est égal a trois et plus.

e L’AFCM est la méthode d’analyse de données la plus utilisee pour analyser les données

collectées dans le cadre des enquétes socioéconomiques ou le questionnaire comporte des

questions a choix multiples

e Chaque individu est decrit par p variables qualitatives

e L[’AFCM s’applique sur des tableaux des tableaux disjonctifs complets.
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4.3.1. Principes de PAFCM

Dans une enquéte, les n individus enquétés sont décrits par des modalités de p variables
qualitatives (i.e. chaque variable X comporte un nombre m,de modalités, et chaque modalité est
désignée par un code choisi de facon arbitraire). En effet, chaque variable est une question a
choix multiples. Par conséquent, les données brutes de I’enquéte seront présentées dans un tableau
rectangulaire de n lignes (pour les individus) et p colonnes (pour les modalités de p variables). A
titre d’exemple, la variable catégorie professionnelle a quatre modalités, alors que chaque individu

est décrit par une seule modalité. Elle sera codée comme suit :

exécutant: 1
maitrise: 2
cadre: 3

cadre supérieur : 4

Variable X*: cétégrie scioprofessionnlle

Donc, le tableau des données contient que des codes numériques: Exemple, le tableau X ci-
dessous montre 6 individus décrits par trois variables qualitatives (la premiére posséde 2
modalités, la deuxiéeme deux modalités, et la troisieme trois modalités). X est le tableau de

données brutes (données de I’enquéte codifiées)

N R R NN

RN RPN
NN WW RN

L1 i
A partir du tableau brut X, on peut définir un tableau disjonctif contenant que des codes binaires
(0 et 1) ((i.e. chaque modalité d’une variable X* est désignée par une seule colonne). Pour ce
faire, on va créer 2 colonnes par la variable X! (m; = 2), 2 colonnes pour la variable X? (m, =
2), et 3 colonnes pour la variable X3 (m; = 3) . Donc, le tableau disjonctif complet Z se

présente avec 5 lignes (n=5) et 7 colonnes (¢ = m; + m, + m3 = 7):

Tableau disjonctif complet

Zn,q = (X1|X2|X3) =

_ O R Rk oo
O R R OO Fm
mRPr ooor

cor Rk o

O R OO KR K
_ O Ok R o
oo oo o
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Tels qu

€.

n : nombre d’individus
q=my+my+--m,= »P_,ms : le nombre total des modalités de p variables (les
p questions dans un questionnaire)

Le tableau contientsoit Z;; = 1ou Z;; =0

Propriétés

Z; = j.’=1Zl-j = p : La somme de chaque ligne = p =3 (nombre de variables, ou nombre
de questions)
Zj=Yi1Z;j: La somme de chaque colonne donne I’effectif marginal des individus
décrits par une modalité de la variable X
Exemple, I’effectif marginal de la premi¢re modalit¢ de la premicre variable 3 (i.e. 3
individu sont décrits par la modalité en question)
YjesZj=mn = 6. la somme de chaque sous tableau correspondant aux modalités de la
variables X* est égale au nombre total des individus

s1X)-1Zi; = np = (6)(3)=18
i®™ ligne contient (m; —1) fois la valeur zéro (0) et une seule fois la valeur 1

correspondant a la modalité de la variable X*

D’ou, la forme générale du tableau disjonctif se présente comme suit :

Tableau 4. 7. Tableau disjonctif complet

IND/Var. | X} | X3 .. X, | X5 | .. Xoe | oo xXP . Xﬁlp Som;ne
L.

1 1 0 ... |0 0 1 1 . |0 p

2 0 1 0 1 0 1 0 P

...... P

i P

P

n P

Effec_tif Ng1 | Ny1 nya Mg nyp

marginal g

Z
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Tableau de BURT

A partir du tableau disjonctif complet, le tableau de contingence de BURT se construit comme

suit :
B = z'z

Ci-dessous un exemple concret du tableau du Burt construit a partir des données d’une
enquéte extraites du cite https://www.xlstat.com/fr/solutions/fonctionnalites/analyse-des-correspondances-
multiples-acm-ou-afcm. Il s’agit des réponses de 28 individus sur 4 questions a choix multiples. La
question 1 comporte deux réponses, la deuxiéme question 3 réponses et la troisieme question 5
réponses, tandis que la derniére posséde 2 réponses. Donc, le tableau de Burt croise 4 variables
qualitatives deux a deux, ce qui donne au total 16 sous tableaux de contingence.

Tableau 4.8. Exemple du tableau du Burt.

Satisfait-Non Satisfait-Oui | Réparé-NSP Réparé-Non Réparé-Oui | Accueil-1 Accueil-2 Accueil-3 Accueil-4  Accueil-5 | Q/Prix-Non  Q/Prix-Oui
1

Satisfait-Non 13
Satisfait-Oui
Réparé-NSP
Réparé-Non
Réparé-Oui
Accueil-1
Accueil-2
Accueil-3
Accueil-4
Accueil-5
Q/Prix-Non
Q/Prix-Oui

o
i

=
[N

-
LS E AR BN

i
S D wwslo o olo

=
o @k N wold s No N

[,
© olw o wkr vo o olao
o N[k w N e olo o o

P Al oo oo olowm
ocoloococoo|lrNo|Nd s
» wloo o s o|lwor|lkw
» oloo ~wo o|lwn vjw s
g Nv|lo~No ools ow|lo
wrlrsroocooolvek klwe
colwunrrolsr valo

=

Source :https://www.xlstat.com/fr/solutions/fonctionnalites/analyse-des-correspondances-multiples-acm-
ou-afcm

Le quatre sous tableaux de continence qui se trouvent dans la premiere diagonale (en
jaune) fournissent les effectifs des modalités des quatre variables avec elles-mémes (ce sont des
effectifs absolus unisériés). Cependant, les six sous tableaux de contingence qui se trouvent au-
dessus de la premiere diagonale sont identiques a ceux qui se trouvent au-dessous de la diagonale

principale.

On note par D la matrice diagonale contenant les effectifs de la diagonale de tableau de
Burt.

Table 4.9. Présentation de la matrice diagonale contenant les effectifs de la diagonale de tableau de Burt (D)
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L’AFCM est I’analyse des correspondances du tableau disjonctif complet. En effet, nous
procédons de la méme maniére que I’AFC. Nous calculons les profils-lignes, les profils colonnes,

ainsi que la métrique de Khi-deux (distance de khi-deux).

Muage des individus

Tahleau disjonetif complet J"’a (points lipnes)

01 01 01y

01 10 1 0y

7 1o 10 00 q] correspondances m—)  MNuage des modalites
B VT B R
1

T S L S VI A ipoints colonnes)
10 10 01 g

Analyse des

4.3.2. Coordonnées des points-lignes (individus) et points-colonnes (modalités)

Pour le cas du nombre de variables est supérieur a deux. Le calcul des cordonnées des individus et

des modalités sont données par les formules suivantes :

Analyse dans RP :

Les coordonnées points-lignes sur I’axe a: F, = DU, tel que U, le vecteur propre de la matrice

1 _ SN
(;Z’ZD 1) associé a la valeur propre 4,

Analyse dans R™ :
En utilisant la formule de transition, les coordonnées points-colonnes sur 1’axe a:

1
Go = ~7=2F,
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Exemple d’application de P’AFCM : (cet exemple est tiré du help xlI-stat. Il est disponible sur le
site https://help.xlstat.com/fr/6374-analyse-des-correspondances-multiples-acm-dans-excel)

Le tableau de données est construit sur la base d’'une enquéte réalisée par un concessionnaire
automobile auprés de 28 clients en leurs posant cing questions :

e Etes-vous globalement satisfait de votre visite au garage ? (Oui / Non)

e Considérez-vous que la réparation a bien été effectuée ? (Oui / Non / Ne sait pas)
e Comment jugez-vous la qualité de I'accueil ? (1 & 5)

e Lerapport qualité prix vous semble-t-il correct ? (Oui / Non)

e Reviendrez-vous dans ce garage pour une reparation ? (Oui / Non / Ne sait pas)

Aprés avoir soumis le tableau de données a ne analyse de correspondances multiples, les
principaux résultats sont présentés ci-dessous.

Valeurs propres :

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8
Valeur proj 0,611 0,321 0,278 0,260 0,215 0,165 0,090 0,058
Variabilité 30,561 16,060 13,918 13,009 10,761 8,261 4,515 2,914
% cumulé 30,561 46,622 60,540 73,549 84,311 92,572 97,086 100,000

Résultats pour les variables

Le tableau des contributions montre que les modalités Satisfait-Non, Satisfait-Oui, Réparé-NS,
accueil-4, Q/prix-Non, et Q/Prix- Oui contribuent beaucoup plus a la constitution de la premiere
dimension, tandis que Réparé-Non, Répare-Oui Acuei-2 et accueil-5 contribuent a la formation de

la dimension 2.

Contributions (Variables) :

F1 F2 F3 F4
Satisfait-Non 14,391 0,399 0,910 2,627
Satisfait-Oui 12,472 0,346 0,789 2,277
Réparé-NSP 11,352 2,688 14,273 0,001
Réparé-Non 8,554 31,798 0,585 0,129
Réparé-Oui 0,352 17,950 4,290 0,050
Accueil-1 8,132 0,498 20,013 11,206
Accueil-2 0,642 19,622 7,497 39,864
Accueil-3 1,805 8,240 29,377 3,629
Accueil-4 11,376 2,266 0,015 12,480
Accueil-5 2,590 12,164 21,087 24,794
Q/Prix-Non 10,119 1,439 0,416 1,051
Q/Prix-Oui 18,213 2,590 0,749 1,891
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Valeurs test (Variables) :

F1 F2 F3 F4
Satisfait-Ni -4,211 0,508 0,715 -1,174
Satisfait-O 4,211 -0,508 -0,715 1,174
Réparé-NS 3,161 1,115 2,392 -0,022
Réparé-No -2,622 3,665 -0,463 -0,210
Réparé-Ou -0,737 -3,812 -1,735 0,182
Accueil-1 -2,614 -0,469 -2,767 2,002
Accueil-2 -0,703 -2,818 1,622 -3,615
Accueil-3 -1,260 1,952 3,432 1,166
Accueil-4 3,164 -1,024 0,078 2,162
Accueil-5 1,412 2,219 -2,720 -2,851
Q/Prix-Nor -4,325 -1,182 0,592 0,909
Q/Prix-Oui 4,325 1,182 -0,592 -0,909
Reviendra- -0,751 0,842 0,100 0,264
Reviendra- -0,782 -1,117 -0,118 -0,561
Reviendra-! 2,161 0,359 0,021 0,407
Modalités (axes F1et F2 : 46,62 %)
2
Réparé-Non
15 ..\\
\\ \\\\ Accueil-5
1 . Tsg °
ACCL\J‘e\iI-3 \“\\ L
9 ~ SN
5 05 S LGRS
g' Satisfait-Ff\ED"herCra(“lsj. . _\--eeviendra-Ou
- o\ ’__.\—\
g R LT TN it oui
Ac@él;rjxﬂ}on_ N~ atisfait-Qui
o5 v ':R—._‘Crc'_\f‘n\ 1 Accueil-4
2 \ | \.
Rép\aré-flpui
1 N
\\. |I
4,5 Accueil-2
-1,5 -1 -0,5 0,5 1 15

[ R

——=a—— Modalités supp.

Résultats pour les observations :

Observations (axes F1 et F2 : 46,62 %)
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Les deux graphiques ci-dessus représentent respectivement la carte factorielle des modalités et la

carte factorielle des observations. Il est a noter que la graphique des modalités fait ressortir que les

clients ont tendance a revenir auprés du concessionnaire une fois qu’ils sont satisfaits du service

redu, du prix pratiqué, de I’accueil, et de la qualité du service lié a la réparation du véhicule prix.
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