Université Abderrahmane Mira Béjaia
Faculté de Technologie
Département de Technologie

Examen de Maths1
(Durée 1h30mn)

Exercice n"1.(5 pts)

1. Montrer par récurrence que :

. +1)(2n +1)
Ve N Y k= n(n
k=1 6

2. Montrer par contraposition que :

x Yy
224+x+17 yP2+y+1

(y#1 et z#y) =

Exercice n°2.(10 pts)
I. On définit sur Z la relation binaire R suivante :

Ve,y€Z, xRy<=3IkecZ:x=y—3k

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur Z.
2. Déterminer la classe d’équivalence de 0.

II. On considere 'application f définie par :
fTR—R
r— f(r) =22 —62+9
1. Caleuler £({1,5}), £(0,1]), FX({~1}) et f~1(0,0]).

2. f est-elle injective ? surjective 7 bijective ?

3. Donner les intervalles I et J pour lesquels la fonction f: I — J soit bijective.

Déterminer I'application réciproque f~! dans ce cas.

Exercice n"3.(5 pts)
1. Calculer les limites suivantes :

I |

1 —
b) lim L oS
z—0 e —1

2. Soient a € R et f la fonction définie par.

1+vV1+22 sixz<O0,
f(:r)z{

In(a 4 z?) sixz > 0.

Déterminer la valeur de a pour que f soit continue sur R
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Exercice n°1 .(5 pts)

1)(2 1
1) Montrons par récurrence que : Vn € N* : Z k% = nn+ )6( ntl)

+1)(2n+1)
Posons : P(n) : "ne N*: 3 k2 =
osons : P(n) n Z c

I(+DE+1) _6_

Pour n =1 : on a 12 = 1, d’autre part, 5

par suite P(0) est vraie.

Supposons que P(n) est vraie, pour n et montrons que P(n + 1) est vraie. On a

Pln 4+ 1) "ik2 n+1(n+62)(2n+3),,?
O+nla
Zkz Zk2 +(n+1)° (n+1)6(2n+1)+(n+1)2,
_ (n+1)(2n+1)+6(n+1)2 _ (n+D[n2n+1) +6(n + 1)]
(n+1)(2n? +67n+6) _ (n+1)(n+2)(2n+36)'

6 6
donc P(n + 1) est vraie.

Par suite, daprés le principe de la récurrence :
Vn € N* : P(n) est vraie.

. X )
2) Mont t t : 1 et = .
) Montrons par contraposition iue (zxy # ye T #Y) o ——T #+ E—

24+l yr4y+1 =y ou =)

Ca revient a montrer que :

on a
Y

2t+r+1 Pty+l

= 2y’ +ay+z =2y + 2y +Y,

— ay? -2’y +x—y=0,

= ay(y — =) — (y —x) =0,

= (zy —1)(y —2) =0,

— (zy=1) ou (z =y).
D’ou le résultat par le principe de contraposée :

y
1 et — .
[@y#let ey = G 7 Pryri

Exercice n"2 .(10 pts)
DVe,y€Z, tRy<= Ik e€Z:x=y—3k.

1) R est une relation d’équivalence, en effet ;
- Soit x € Z on a

x=x—3x0donc Ik =0 € Z tel que zRz.
R est donc réflexive.



- Soient Vx,y € Z, 2Ry =3k € Z:x =y — 3k,
= y=uz—3(—k),
—y=z-3K (K =-keZ).
donc yRzx, R est donc Symétrique.

*Ry r=y—-3k (keZ) ...(1)
- Soient Vx,y,z € Z tel que : { et =< et
yRx y=xz-3k (KeZ) ...(2

on remplace (2) dans (1), on obtient
r=z-3k+kK)=>2=2-3K" (K'=k+Fk €Z).
R est donc transitive.

Conclusion : R est une relation d’équivalence sur Z.

2) La classe de O :

0={r€Z /aRO}={r€Z:2=0-3k /kecZ}
={x€Z:x=3K [k eZ}
={..,—6,-3,0,+3,+46,49,...}.

I f:R—R
v f(r) =22 —62+9.

De f({1,5}) = {f(1), f(5)} = {4}.
o f([0,1)) =[f(1), F(0)] = [4,9].
{1 ={zeR /f(x) =1},
={zeR /2> —6x+9=—1},
= .
o 710, +00]) ={z € R /f(x) >0},
={z€eR /(z-3) >0} =R.

2)- f n’est pas injective, car d’aprés 1) f(1) = f(5) = 4 mais 1 # 5.
- f n’est pas surjective, car d’aprés 1) y = —1 n’admet aucun antécédent par 'application f.
- f n’est pas bijective, car elle n’est ni injective ni surjective.

3)Soity € J.
y=f(z)=y=(x—-3)%2=yc0,+oof.
=22 —6x4+9—y=0.
A =62 —4(9 — y)dy.
A > 0 pour y € [0, +0o0o[. 'équation y = f(x) admet 2 solutions z1, x2 :
n="5"=3-5<3
za =" =34 5> 3.
Il suffit de prendre :
I =]—00,3] oul = [3,+oc[etJ = [0,+o0[ pour que f: I — J soit bijective.
1[0, +o00[— [3,+oo[
y— [ (y) =3+ Y.
Ou bien
f7t:]0, +oo[— ] - 00,3]
y— [y) =3 -y

Exercice n°3 .(5 pts)

1)a) lim z(er — 1) = +oo x 0 FL
T——+00

On a



—1) = = — 1
R N L R
1 —
b) li cost _ O gy
z—0 eT —1 0 1 . 0
La regle de ’hopital = lim ST iy 2BE T 0.
z—0 e —1 z—0 et 1

5 i+ vi+a? siz <0,

) f@) = In(a + z%) si x> 0.
La valeur de a pour que f soit continue sur R?
[ est continue sur | — 00,0] car f(z) =1+ v1+ 22 (somme de deux fonctions continues).
f est continue sur [0, +-00[ car f(x) = In(a + 2?) (composée de deux fonctions continues).
Au point 07 f(0) =2
xlirg< flz) = $1i)ré1< 1+ vV1+22=2= f(0) donc f est continue & gauche de 0.

. . 2
mlir(r)l> f(z) = mli%l> In(a+2*) =Ina
f est continue & droite de 0 < Ina = 2 donc a = €.
Pour la valeur a = €2, f est continue sur R.



