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Examen de I’algébre 1  Parcours Ingénieur Durée :1h30
Remarque Les étapes nécessaires de la résolution seront prises en compte.

Exercice 1 (08 points)
Soient z; =3 —i etz, = —1+i deux nombres complexes.

1. Donner les formes trigonométriques des nombres complexes suivants:

Z
24 , 23 , Z1Z> et Z—Z-
1

2. En déduire les valeurs exactes de
11w

cos == et sin
12 12
3. Trouver les racines carrées de: z = —3 + 4i.
4. Résoudre dans C I’ensemble des nombres complexes 1’équation suivante:

2% — (3 + 4i)z + (=1 +5i) = 0.
Exercice 2 (05 points)
Soit R la relation binaire définie sur I’ensemble des entiers relatifs N comme suit:
Vx,yENxRy e IneN:y=nx

1. Montrer que R est une relation d’ordre sur N.
2. L’ordre est il total ?

Exercice 3 (07 points)
Soit I’application f: R — R, définie par : f(x) = x? — 4x — 5.

Calculer f(5), f(—1), f est-elle injective ?

Résoudre dans R I’équation 10 + f(x) = 0, f est-elle surjective ?
Déterminer I’image directe de [0 4], R par f.

Déterminer I’image réciproque de [—-5 7] par f.

Donner des intervalles ] et ], tels que I’application f: I — ], soit bijective, puis
déterminer "application réciproque 1.

N s )

Bonne chance
Pr. BOUKOUCHA



Corrigé de ’Examen de I’Algébre I

Exeféice 1. Solution. ( 8 EO I QTS)
1) Donnons la forme trigonométrique des complexes suivants:
La forme trigonométrique de z = /3 — .
On a: z; = /3 —1, donc |z| = (\/5)2 +(-1)2=va=2
Soit 01 € [0,2n[ Uargument de z,, donc on a:

Ty \/§

cosf; = :

lal 27 59 = "7 Lopr/k ez
. y1 -1 6
sinf; = — = —.

|21| 2

-7 -7 '
Alors, z; =2 | cos s + ¢sin ?) est la forme trigonométrique de z;.

&

La forme trigonométrique de z; = —1 + 1.
On a: zp=—1+1i, donc |z| = v/1+1=1+2.

Soit 65 € [0,27[ l’argument de z3, donc on a:
-1 2
2ol v2 . 27 3m

0y = — + 2kw/k € Z.
sin9 =ﬁ2—-=-—1—=£ =>2 4+ 7r/ GZ \
Tl V2 2

3 3
Alors, z = /2 ( cos —41 +%sin %) est la forme trigonométrique de zs.

cos by =

La forme trigonométrique de z;2;.
— — 3
On a: 21290 = [2 (cos ?ﬂ’ + isin %)] [\/5 (cos i} + ¢sin _4_7r>}

=2\/§(cos (%ﬂ+¥)+z‘sin <%7r+%7r)) 0;‘5

n T
=22 (cos — +isin— | estla forme trigonométriques de z;zs.

12 12
La forme trigonométrique de i
21
V2 | cos ?’1 + ¢sin 3_7r
29 4 4

Ona —=

7 (=) =y

=—=deosl—F =] +ism | —

9 cosi+isini i q‘ 3 ""
6 6

V2

1 315
= (cos 1—; + isin 1—;) est la forme trigonométriques de 2

21
13 11
2) En déduisons les valeurs exactes de cos 1—;, sin 1—;— ; \




21 =

11
On a: 1—27T est l’argument de Eg, on écrit d’abord 2 sous la forme algébrique.
z z

m_ (—1+i.> <\/§+1z> =—\/§—i+\/§1i—1

Ona
_s1- =1 \
= 1 \/— = \/_z est la forme algébrique de 2122\\
Par identification la forme algébrique et la forme trigonométrique de —, on obtient:
21
V2 1llr -1-+/3 llr  —1-+v3 —f—f
2T T T e d 12T oz
ou
v2 . Ur_ —-1+v3 L lm _ —1+43 f+f
2 12 4 M T T 2 4 \

3) Trouvons les racines carrées de: z = —3 +4i .

On pose § = a + ib une racine carrée de z, donc:

a?—br=-3... (1) |
?=-3+4i<>2b=4 ... (2) \O\C

a4 =5 ... (3)

De (1) + (3) on a: 242 =¢é otta =1 oua = —1, de l’équation (2) on aura:
4 4 4
Si a=1onobtient b=—==-=2 etSi a=—1onobtient b=—=— = -2 /\
2a 2 2a  — \
Donc, § =1+ 2i oud = —1 — 27 sont les racines carrées de —3 + 4i. \

4) Résolvons l’équation 2? — (3 + 4i) z + (=1 + 5i) = 0.
Le discriminant vaut A = (3 +4i)* —4 (1) (=1 + 5i) = 9—16+24i +4—20i = —3+
Ona: A= —3+4i=(1+2i)? (Card = 142 est une racine carrée de —3+4i). Alors,

—b—5 _ (3+4i)—(1+2i) “b+8_ B4 +(1+2) _, .

1+27 et 29 =
Donc, S = {1+14,2+ 3i} est l’ensem e solution de l’equation. - <\

20 2(1) B 20 2(1)

Exercice 2. smum'oﬁ.k;m\t) \@ \

1) Montrons que R est une relation d’ordre.
Réflexivité de R?: (Vz €N, zRz)?

Soitz €N. Ona:z=1z, donc,3k=1€N:z=1.z, dou, zRz.
Donc, Vz € N, zRz, alors la relation R est réflezive....... (2) N

Antisymétrie de R? (Vz,y €N, 2Ry et yRz = z =y)?



Soient z,y € N. On suppose xRy et yRz et on démontre z = y.

Ry JkeN:y=kz
Ona: = f
yRz K eN:z=Fky @
=>3k,k’eN:y=k(k’N
=3k, K e N:y = (kK') y.
Donc kk' = 1 ce qui implique que k = k' = 1 car k,k' € N et par suite x = y. Alors

Vz,y €N, zRyetyRz=>z=y. \ @
| o z

D’ot la relation R est antisymétrie........ )
Transitivité de R?  (Vz,y,z € N, zRy et yRz => zRz)?
Soient x,y,z € N. On suppose xRy et yRz et on démontre xRz.

R JdkeN:y=k
Ona: ‘ y=> d 517
yRz K eN:z=Fky

=3k, k' e N: 2 =K (kz) = (K'k) =

=3Ik =kKkeN:2=k'z donc,\lx@
Alors, Vz,y,z € N, xRy et yRz => zRz. D’ot la relation R est transitive........ (72)

De (3), (i7) et (iit), on a R est une relation d’ordre.

2) L’ordre R est-il total?

L’ordre R est total si et seulement si: Vz,y € N, zRy ou yRx 0. C
Prenons =2 et y =3, on a: \\

#k € N tel que 3 = k.2 donc 2 n'est pas en relation avec 3 et

Fk € N tel que 2 = k.3 donc 3 n'est pas en relation avec 2
Done, lordre R, n’est pas total, on dit que Uordre R est partz'd'\ —~
Exercice 3. Solution. ( 0 :)t PO/,I‘)ﬁ )
1) Calculons f(5), f(-1), f pst-glie injective ?
On a: £(5) = (5)" = 4(5) ~ 5 ILLIf(-1) = (1) - 4(-1) -5 0125
f n’est pas injective car: f(5) = f ( 1) mais 5 ;é\ §
2) Résoudre dans R l’équation 10 + f(z) = 0, f est-elle surjective ?

Ona:10+ f(z)=0<=22-42+5=0 (A=16—-4(1)(5)=-4<0)

= ®



Donc, ’équation 10 + f(z) = 0 n’admet pas de solutions réelles.”
Surjectivité de f ? VMyeRIAzeR:y= f(x))?
f n’est pas surjective car y = —10 (par ezemple) n’a pas d’ antecedent‘
8) Déterminons l’image directe de [0 4] par f.
(Utiliser le tableau de variation de lapplication f)

F(O 4)={f(x)/zcl0 4}={f(z)/zcl0 2}U{f(=)/ze2 4]}
=[f(2) fOJU[f(2) f(4)] car f croissante sur [0 2] et f croissante sur [2 4]
=[-9 -5|U[-9 -5]=[-9 -35].

fR)=[-9 +o00[. "

4) Déterminer l’image réciproque de [-5 7| par f.

Ona: f1(-5 7)=[-2_QUM 6] (car f(z)=—5= g2 =0, d’ou

z=0o0uz=4 \'\ &
et f(z)=T=>22-42-12=0=>2=—2 ouz =6).

(Utiliser le tableau de variation de l’application f ).

5) Donnons des intervalles I et J, tels que: f: I — J, soit bijective.
Les intervalles I et J, tels que lapplication f : I — J, soit bijective.
On prends I = [2,4+00] et J = [-9,+00[ . L’application f : [2,4+00] — [—9,+0o0],

est bijective. \
Déterminons ’application réciproque ' . \
Soit y € [—9,4+00[ , on calcule = en fonction dey. Ona:y=2>—4z—5 =

22 —4r—-5-y=0,
A=16—-4(-5—-y)=4y+36=4(y+9) >0, (cary € [-9,+00[). Donc,

x=4— 42(y+9)=(2_\/m)§“’ . 4+\/4(y+9 — 2+ vyFT) €

Alors, x = 2 + \/y + 9. Alors, Uapplication réciproque f~! est @

f7i[=9, 400 — (2,400

y—2+vy+9.




