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Exercice Nel :Intervertir 'ordre d’intégration dans les intégrales suivantes :

o [ sl e o [ ][ fxydy}dx 0 [ l/gﬂx,y)dx] i

4)/02 _/Omf(x,y)dx]dy /_1[/ xydy]dx

Exercice Ne2 : Calculer, par deux méthodes différentes, les intégrales suivantes :
1)// vydzdy, ou D = {(z,y)tel que —1 <z <1letz?<y<3}.
D

2)// zdxdy, ou D = {(x,y) tel que 0 <z < g et —x <y<sinx}.
D
3) / / ydxdy, ou D est délimité par les droitesy = x, y = —x et le graphe d’équation

y=+v4—122, —V/2<z<V2

Exercice Ne3 :
1) Calculer I'aire de la figure délimité par la parabole y? = 2z et la droite y = .

2)Calculer l'aire de la figure délimité par la courbe d’équation \/z + /y = 2 et la
droite définie par y + x = 4.

3) Calculer I'aire de la partie du cone x2+1?* = 2? découpée par le cylindre 22 +y?* = 2x.
4) Calculer laire de la surface sphérique 22 + y? + 2% = 1 découpée par le cylindre

d’équation x? + 2y? = 1.
Solution :

1)/12 U_z f(x,y)dy] dz = /_23 [/jf(%y)dfﬂ] dy.
o[\, swnaa= ][ sl ars |

9 [ :/_éfmy)dx = [/Omf(x,y)dy] .

/f f(m,y)dx] dy.

o[ | / T e dy = / 2 { / :mf(x,y)dy] dr.

) [ [ / mf(fv,y)dy] aa= [ 1 [ / i; f(m)dx] dy.




Solution exo2 :

Premiere intégrale.

Méthode 1 :

On pose / xydxdy = A.
D
3

1),4:/11 [/ﬁxydy}dx:/ll (x9_2x4> dz = 0.

résultat de I'intégrale entre croché

Méthode 2 :
Dans cette situation, le domaine d’intégration sus-cité n’est pas régulier.

3 1 1 v
1A = / [/ xydq:} dy +/ / xydr| dy =
1 -1 0 -y

1 Vi
Comme / xydr = 0, et / xydr =0, donc A = 0.
-1 N}

Deuxieme intégrale.

Méthode 1 :
On pose / xdxdy = B.
D

1)B = / ’ { / :z:dy} dz, Calculons I'intégrale entre croché.
0

—X

sinx
/ xdy = z(sinz + ).

x s

% 9 2 2 9 :1;31
B:/ (xsinx+x)dx:/ wsinxd:v—i—/ :de:—xcos.%+sinx+§]§.
0 0 0
3
T
B=—+1
24+
Méthode 2 :

Dans cette situation, le domaine d’intégration sus-cité n’est pas régulier car il est
.., . , . . ™
limité par trois graphes d’équations z = arcsiny, * = —y et z = —.

2
0 3 Ll rs
1)B = / [/ xdx | dy +/ / xdm] dy.
-z -y 0 arcsiny

2

0 T2 o2 YIa?  (arcsingy)?
= — —=|d — ——— | dy.
/_ﬂ{8 2} er/o {8 2 ] ’
2
1

1
/ (arcsin y)2dy.
2 Jo




Deux fois par partie :

1 2
/ (arcsiny)?dy = y(arcsiny)® + 24/1 — y2arcsiny — 2 |3 = % —2
0
3

T
C d B=—41.
e qu1 onne, 24 +

troisieme intégrale.

Methode 1 :

On pose : C' = // ydxdy
D

Dans cette situation, le domaine d’intégration sus-cité n’est pas régulier car il est
limité par trois graphes d’équations y = x, y = —x et y = /4 — 22, pour cela on
partage le domaine D en deux domaines réguliers Dy et Dy tel que :

Di={(z.y) tel que —v2<z<0et —z<y<Vi-a?}

//ydxdy—// ydxdy+// ydzdy
D1 D2
4—x2 Va—z?
C= / [/ ydy | dx —|—/ [/ ydy] dx,
0 T

C:/_ﬂ[ }dw+/0ﬁ[2—a:2}dx

V2
C':/ (2—x2)dx:%.
V3 3

Méthode 2

De méme, dans cette situation, le domaine d’intégration sus-cité n’est pas régulier car
il est limité par quatre graphes d’équations x = —y, x =y, * = —/4 — y? et

x = +/4 — y?, pour cela on

partage le domaine D en deux domaines réguliers Dy et Dy tel que :
Dlz{(:v,y)telque —y§x§yet0§y§\/§}

Dgz{(:c,y) tel que — /4 —1y2 <z <\/4—y?et \/§§y§2}

Par conséquent,

//ydxdy—//Dlyda:dy—l—//Ddea:dy
C= / {/ ydx} dy—l—/\/§ /_\/ZL__;ydx] dy.




V2 2
C = / [2y2} dy —I—/ [Qy\/él — yQ} dy.
0 V2
442 2
C= l +/ [2y\/4—y2} dy.
3 V2
2
Pour calculer / [Qy\/él — yﬂ dy, on pose y = 2sint.
V2

cette intégrale se ramene a la forme suivante :

/[Qy\/él y]dy—16/ (cost)?sint dt

E

= —16/ (cost)?d(cost)

v
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—16
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Ce qui fait, C' =
Solution Exo 3 :

Considérons la surface D définie comme suit :

1)D:{(x,y)telqueOSxSQethySVZm}.

mmm:/éwmzzjfﬁwpx

:/O(M—x)dx:¥x x—% 2

Aire(D) = §

2) l'aire de la figure D délimité par la courbe d’équation /z + /y = 2 et la
droite définie par y + x = 4.

D={(z,y) telque 0 <z <4det (2—x)!<y<4—x}.

41—z
Aire(D / / dxdy = / [ / dy] dx
0 (2— /)2

1
Aire(D // dxdy —/ (4v/x — 2x)dx 8x?:/_ 72 |5 = §6

3) laire de la surface (gauche) S du cone z? + y* = 2? découpée par le cylindre
2% + 1y = 2. (1)

NB : le cylindre en question coupe le conne en deux surfaces symétriques S; et Sy avec

Si = {(w,2) tel que = = fla,y) = /a7 + 7}



Sy = {(x,y,z) tel que z = g(z,y) = —/2? +y2} :
Aire (S7)=Aire (5)). il suffit de calculer, par exemple, Aire (S7).

L’équation z2 + y? = 2z signifie (z — 1)? + y? = 1 (I'équation de la base du cylindre).

il - | N Y (L)

Ou D la projection de 51 sur le plan (OXY).

En outre, D = disque de centre (1,0) de rayon 1.

of _ __x of _ _y
Or /a2y Oy 224 y?
D’ou :

Aire(5)) // V2dzdy.

= \/5// dzdy = v/2Aire(D) = 7v/2.
D
En fin, Aire(S) = 2Aire(S)) = 2v/27.
4) T'aire de la surface sphérique ? + y? + 2% = 2 découpée par le cylindre
2?+ 27 = 1. (2)

Dans cette situation, le cylindre de base 2% 4 2y? = 1 coupe la sphere 2% +y? + 2% = 1
en deux surfaces symétriques S et S, avec

S = {(fv,y,Z) tel que 2z = f(z,y) = /1 — 22 —yQ}-
Sy = {(:v,y,Z) tel que z = g(z,y) = —/1 — 2 —yQ}-

Aire (Sy)=Aire (Sy). il suffit de calculer, par exemple, Aire (S7).

Aire(5)) = //\/ 2 (g]yt) dxdy,

Ou D la projection de 51 sur le plan (OXY).

En outre, D = domaine fermé limité par l'ellipse d’équation 22 + 2y* = 1, autrement
dit : D = {(z,y) tel que z* 4+ 2y* < 1}.

of _ -« 9of _ -y
or  J1—z2—y2 Oy /T— 22 — 2
D’ou :

Aire(Sl) = //D A/ ﬁdl’dy

Dans le but de calculer cette intégrale, on pose le changement de variable suivant :



Tz =1rcosf

y =rsind

1
Dans ce cas, Aire(S;) = // T4/ sdrdd.
D 1—7r

Le domaine D en coordonnées polaires est définie ainsi :

1
D=<(0,r)tel que 0 <r <
{< ) K ~ Vcos?26 + 2sin® 9}

. . o vV cos2 9+2 sin2 1
Aire(5;) = //Dm/ . r2drd9 = /0 [/0 "1 r2d7‘] de.

L’intégrale entre croché :

/\/ cos2 9+2sin2 0 r 1 2d _ _\/1 — 712 6/0052912 sin2 0 _ - Slne _'_ 1

I1—r Vcos20 + 2sin® 6
Par conséquent :

2 . 2 .

4 —sin@ 4 —sinf
Aire(S)) = / ( o + 1) do = / (L + 1) do.

0 Vcos?0 + 2sin’ 6 2 — cos? 0
27 27
dcosf
o8 1d6.

_l’_
\/2 — COS2

2
T dcosf
o8 possede la forme

0 \/2—(3082 0 «/2_X2

Pour calculer cette intégrale poser X = v/2sint.

L’intégrale






