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Plans d' expériences

Lesplansd’expériences, un outil indispensable a
I’ expérimentateur

Les plans d’ expériences permettent d’organiser au mieux les essais qui accompagnent une
recherche scientifigue ou des éudes industrielles. Ils sont applicables a de nombreuses
disciplines et atoutes les industries & partir du moment ou I’ on cherche le lien qui existe entre
une grandeur d'intérét «y » et des variables «x; ». L’utilisation des plans d’expériences
permet d obtenir un maximum de renseignements avec un minimum d’ expériences. Pour cela,
il faut suivre des regles mathématiques et adopter une démarche rigoureuse.

Il existe de nombreux plans d expériences adaptés a tous les cas rencontrés par un
expérimentateur. Nous aborderons dans ce cours, la modéisation d une réponse par la
méthode de planification des expériences dans le cas des plans factoriels complets a deux

niveaux et le plan composite centré.
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1. Introduction

La plupart des ingénieurs et techniciens améiorent leurs produits ou leurs processus de
production & partir des expériences. Maheureusement, les stratégies couramment utilisées
pour mener ces expériences sont souvent colteuses et peu performantes et elles conduisent a
de nombreuses expériences difficiles exploitables. Pour toutes ces raisons, de nombreux

ingénieurs et techniciens font appel ala planification des expériences.

Les plans d'expériences permettent d'organiser au mieux les essais qui accompagnent une
recherche scientifiqgue ou des éudes industrielles. Ils sont applicables a de nombreuses
disciplines et a toutes les industries a partir du moment ou I’on recherche le lien qui existe
entre une grandeur d'intérét (y) et des variables (xi). Elle a donc pour but de déterminer des
modeles mathématiques reliant les grandeurs d’intérét aux variables controlables. Les plans
d'expériences apportent une aide notoire aux expérimentateurs et constituent un outil
indispensable a toute élaboration de stratégies expé&imentales sans restriction disciplinaire.

Parmi les industries pouvant utiliser cette méthodologie, on peut notamment citer :
e Industries chimique, pétrochimique et pharmaceutique;
e Industries mécanique et automobile;
e Industrie métallurgique.

. Il existe de nombreux plans d'expériences pouvant étre adaptés a tous les cas rencontrés par
un expérimentateur. Leur utilisation vise les objectifs suivants :

e La détermination des facteurs clés dans la conception d'un nouveau produit ou d'un

nouveau procéde;
e L’optimisation des réglages d'un procédé de fabrication ou d'un appareil de mesure;

e Laprédiction par modélisation du comportement d'un procédeé.

Les plans d'expériences sinscrivent dans une démarche générale d'amélioration de la qualité.
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L e succes de la démarche original e des plans d'expériences réside dans la possibilité d’ aboutir
aux résultats escomptés et dinterpréter ces résultats avec un effort minimal sur le plan
expérimental. La minimisation du nombre d'expériences a effectuer pour une éude donnée

permet un gain en temps et en codt financier.

Il faut néanmoins comprendre que les plans d'expériences ne sont pas un outil destiné a priori
a la recherche fondamentale car ils ne permettront jamais une explication du phénomene

physico-chimique étudié.
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2. Notions de calcul matricid

2.1. Définition d'une matrice:

Une matrice mxn est un tableau de nombres a m lignes et n colonnes. Les nombres qui
composent la matrice sont appelés les éléments de la matrice (ou aussi les coefficients). Une
matrice a m lignes et n colonnes est dite matrice d’ ordre (m, n) ou de dimension m x n.

L’ ensemble des matrices a m lignes et n colonnes a coefficients réels se note Mmn(R).

3 2 6 2
A= 7 8 9 1
3 2 6 O

A est une matrice de 3 lignes et 4 colonnes.

A€ Mzs(R),etona: aiz=6et az1 =3
Casparticuliers:

Une matrice A dont tous les éléments sont nuls est appelée matrice nulle :

>

I
o o o
o o o
o o o
o o o

e Une matrice ne contenant gu’ une ligne (matrice 1 x n) est appelée matrice-ligne, ou
encore vecteur ligne.
e Une matrice ne contenant qu’ une colonne (matrice m x 1) est appel ée matrice-colonne,

Ou encore vecteur-colonne.

2.2. Matrice carrée

Une matrice ayant le méme nombre de lignes et de colonnes (matrice mxm) est appelée
matrice carrée. L’ ensemble des matrices carrées d’ ordre m a coefficients réels se note Mmm(R)
ou plus simplement Mm(R). Dans une matrice carrée, la diagonal e est constituée des é éments
situés sur la diagonale de la matrice.
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Ladiagonale d’ une matrice

3_ 2 6
A= 7\8 9
3 2\46

Ladiagonale de A est la suite des éléments dans la direction des fléches (3, 8, 6)

1.3. Matrice diagonale

Une matrice carrée dont tous les ééments en dehors de la diagonale sont nuls (certains

éléments de la diagonale peuvent aussi étre nuls) est appelée matrice diagonale

>

I
© o w
o o o

0
0
0
A est une matrice diagonale

1.4. Matriceidentité

On appelle matrice identité d’ ordre n, la matrice carrée dont les é éments de la diagonal e sont

égaux a l et tous les autres sont égaux a 0. on lanote In.

o=
Il

o O B+

o r O

~ O O

|3 est une matrice identité d’ ordre 3

1.5. Transposée d’ une matrice

Soit M une matrice mxn. La transposée de lamatrice M est la matrice nxm notée M" dont les

lignes sont les colonnes de M et les colonnes sont les lignes de M.

A= AT=

w N w
N 0N
o © o
o
oN W
© o© ~
oN W

AT est latransposée de lamatrice A
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2.6. Matricesinversibles
Soit A une matrice carrée d’ ordre n. On dit que lamatrice A est inversible s'il existe

une matrice carrée B d’'ordrentelleque: Ax B=1n
Remarque: Si on admet sous |es hypothéses précédentesque Ax B=B x A= .

Propriété: Soit A une matrice carrée d’ ordre n. S'il existe une matrice carrée B d'ordre n telle
que A x B = Iy, dorsB est unique. B est appelée I’inverse dela matrice A et se note A,
Soit lesmatrices2 x 2E et F:

S =

Le calcul du produit matriciel E x F qui est une matrice de dimension 2 x 2 conduit a:

10
ExF= ~1,
01

AlorsF I'inverse de lamatrice E. On peut donc écrire :

_1_ —_—
E _F_
1 1

2.7. Produit de matrices

Le systéme d'équations suivant peut étre réécrit sous laforme matricielle: X .B=Y

3 +2b, - 6bz =15
71 +8by- 93 =5
31 +2b, - 6 = 22

3 2 -6 b, 15
7 8 -9 b, =15
3 2 -6 b, 22
Matrice X Vecteur B Vecteur Y
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AVEC:

Vecteur Y: Matrice formée d'une seule colonne
Vecteur B: Matrice formée d'une seule colonne

Matrice X: [xij] ou xij est I'élément courant aveci: indice delaligne et j indice de la colonne
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3. Notions de statistiques appliquées aux plans d'expériences

3.1. Erreur expérimentale

Les 4 points au centre ont des valeurs différentes (Tableau 1). Au lieu de donner la liste des
guatre valeurs, on peut essayer de la résumer en indiquant la valeur centrale et la dispersion
autour de cette valeur centrale. En général, on prend la moyenne arithmétique comme valeur

centrale et |'écart-type comme mesure de la dispersion.

Tableau 1
N° essais Point au centre (yi)
1 11.10
2 12.60
3 10.40
4 11.90

e Moyenne
Par définition, la moyenne arithmétique d'un ensemble de valeurs est la somme de
toutes les valeurs divisées par le nombre de valeurs. Pour les vaeurs yi données dans

le tableau 1 la moyenne arithmétique est égale &

y=—(11.10+ 12.60 + 10.40 + 11.90) = 11.50

-l>|'—\

e Ecart-type

La définition de I'écart-type est un peu moins simple que celle de la moyenne. Nous
allons décrire son calcul pas a pas.
1. On commence par caculer les écarts ala moyenne, c'est -a-dire la différence
entre chaque valeur et la moyenne arithmétique des valeurs
11.10- 11.50 =-0.40
12.60- 11.50 = +1.10
10.40- 11.50=-1.10
11.90- 11.50 = +0.40

2. Notez que la somme de ces écarts a la moyenne est égale zéro. On démontre
dalleurs que c'est toujours le cas:

7
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i=n i=n i=n i=n

- - n - - -
Z(yz_y)=2yz— y== yi—ny=ny—ny=0
i=1 i=1 i=1 i=1

On ne peut donc pas prendre la somme des écarts comme mesure de la
dispersion. C'est pourquoi on fait disparaitre le signe négatif en prenant les
ecarts.

3. Ces écarts a la moyenne sont donc éleves au carré et additionnés. On obtient
ainsi la somme des carrés des écarts ala moyenne:

(-0.4)2+ (1.1)2+ (-1.1)2 + (0.40)2 = 2.74
4. Cette somme est divisée par le nombre valeurs (essais) moins 1 (4-1= 3)

2.74 = 0.9133
4—-1

Cette quantité porte le nom de Variance. C'est une grandeur fondamentale de
la science statistique. On laretrouve partout et il en serafait un grand usage.

5. Et enfinI'écart-type est obtenu en prenant laracine carré de la variance

Ecart-type =v0.9133 = 0.9577 = 0.96
Pourquoi prend-on laracinecarrédelavariance?

Simplement pour exprimer la dispersion dans la méme unité que les données d'origine et que

la moyenne.

3.2Degrésdeliberté

Soit n réponses mesurées indépendamment les unes des autres. |l n'existe pas de relation
mathématique entre elles. Les n écarts a la moyenne correspondants ne sont pas indépendants.
En effet, il existe une relation mathématique entre ces écarts. Quand on en connait n-1, on
peut caculer le dernier avec la relation mathématique. Par exemple, reprenons les quatre
écarts ala moyenne de I'exemple (voir |'écart-type). Les trois premiers écarts sont: -0.4, +1.1,
-1.1 et le quatrieme écart sobtient facilement puisque la somme des écarts est toujours égae
ao.

Il n'y a donc que n-1 écarts indépendants. On dit que la série des n écarts a la moyenne
possede n-1 degrés de liberté. Le nombre de degrés de liberté est important car il intervient

dans de nombreuses formules de statistiques.
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3.3 Loi normale (ou gaussienne)

Les synonymes pour cette loi sont loi gaussienne et loi de Gauss. C'est une loi trés importante
pour plusieurs raisons :

e Elleapparait dans de nombreux problemes courants (pour les modéliser),

e Bien souvent, on peut approcher uneloi par une loi normale,

e Deplus, on dispose de latable de ses valeurs alaquelle on se référe pour des
calculs approchés.

On dit qu'une variable aéatoire X, a valeur réelles, est de loi norma (gaussienne) de
paramétres L € R et 02 > 0, s sadensité de probabilité f est donnée par:

1
oV2m

()= ——e " *-W/2°n x € R

L’ espérance et lavariance de X sont
E(XX)=pet V(X)=o?
3.4 Loisdérivéesdelaloi normale

Parfois d'autres lois que la loi normale sont utiles dans les approximations (les calculs
dintervalle de confiance, de test). Ce sont les lois de Student et du khi-deux (x?). Ces lois
dépendent d'un paramétre v entier, appelé degré de liberté (d.d.l.). De méme que pour la loi

normale, on disposera de tables pour ceslois.

Les mémes regles de calcul que pour la loi normale sappliqueront pour ré-exprimer les
probabilités gu'on cherchera en des probabilités disponibles dans ces tables.

3.4.1 Loi du khi-deux (?)
Soient X1 ....Xndes variables a éatoires indépendantes de mémeloi N (0, 1).
Posons : y2=YN , X7
Par définition, lavariable aléatoire ¥ suit une loi du khi-deux av degrés de liberté.
On note cette loi 2 (v)
Propriétés:

e y?>0,cetteloi n'est donc pas symétrique (Figure 1),

e Laloi du khi-deux (x?) dépond du nombre de degré de liberté v

e % admet une densité (difficile aretenir),
e E(®=vetVar(y®)=2v,
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e Pour v >30,+/2x?-V2v — 1 suit approximativement uneloi N (0,1).

Figure 1. Représentation de Loi du khi-deux (3°)

Latable (Tableau 1) donne, en fonction de v les valeur de y% tellesque: Pr ()< y%) = F
(x%0) = P (Figure 2). Elle est utilisée en particulier pour comparer la variance o% d une
population normale (ou écart-type) a une valeur donnée o

Figure 2. Représentation delafonction derépartition F (%)

10
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Au niveau de confiance 1-a, la table permet de déterminer :

e Unintervale de confiance bilatéral symétrique en probabilité (Figure 3) dont la borne
supérieure y%r- o2 €t laborneinferieure % .

e Unintervale de confiance unilatéral « adroite » limité par y%;. . (Figure 4) est utilisé
s I'éventuaité o2 < o est exclueapriori.

e Unintervale de confiance unilatéral « agauche » limité par y%, (Figure 5) est utilisé si

I’ éventualité o2 > o2 est exclue apriori.

Figure 3. Détermination des bornes de la courbe de Loi du khi-deux (x?) pour un intervalle
de confiance bilatéral.

11
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Figure 4. Détermination des bornes de la courbe de Loi du khi-deux (x?) pour un intervalle
de confiance unilatéral « adroite ».

Figure 5. Détermination des bornes de la courbe de Loi du khi-deux (x?) pour un
intervalle de confiance unilatéral « agauche ».

12
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Tableau 2. Table de de Loi du khi-deux (x?)

13
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3.4.2 Loi de Student

Elle se définit a partir d'une loi Normal et d'une loi khi deux ((x? (v)). Soit X et x2 deux variables
aléatoires indépendantestellesque X = N (0,1) et Y = ¥ (v). Posonst = \/LX_Z\/T/ . Par définition, la

variable aléatoiret suit uneloi de student a v degrés de liberté. On note cette lai t (n).
Propriétés:
e t(n) admet une densité paire, cette loi est donc symétrique (Figure 6),
+ E[]=0etVar(t)=-= siv>2

e Quantv tend vers!'infini, laloi de student tend verslaloi normal reduite ;
I’ assimilation est acceptable a partir de v = 60 peut étre approchée par N (0,1).

Figure 6. Représentation de Loi de Student

14
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Lafonction de répartition est représentée sur lafigure 7.

Figure 7. Représentation de lafonction de répartition F (tp)

Latable (Tableau 3) donne en fonction de v les valeurs t, pour un niveau de confiance attaché
aun intervale bilatéral et unilatéral. Cette table est utilisée pour :

e Donner les bornes de 'intervalle de confiance d’une moyenne au niveau 1-a (o
estimé) ;
e Comparer une moyenne a une valeur donnée (o estime) ;

e Comparer deux moyennes (o; €t g, égaux et estimés par S et ).

Soit 1-a, le niveau de confiance attaché a un intervalle bilatéral symétrique pour t

e Cet intervalle apour borne supérieure ti— o/2 et borneinférieuret,. (Figure 8)

e Par raison de symétrie, nous obtenons :

twr=t1—a/2

15
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Figure 8. Détermination des bornes de la courbe de Loi de Student

16
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Tableau 2. Table deloi de Student

Unilatéra 0,01 0,05 0,025 0,01 0,005
Bilatéral 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01
v
1 3,08 6,31 12,7 31,8 63,7
2 1,89 2,92 4,30 6,97 9,92
3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84
4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60
5 1,48 2,02 2,57 3,37 4,03
6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71
7 1,42 1,90 2,37 3,00 3,50
8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36
9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25
10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17
11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,10
12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,06
13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01
14 1,35 1,76 2,15 2,62 2,98
15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95
16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92
17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90
18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88
19 1,33 173 2,09 2,54 2,86
20 1,33 1,73 2,09 2,53 2,85
21 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83
22 1,32 1,72 2,07 2,51 2,82
23 1,32 171 2,07 2,50 2,81
24 1,32 171 2,06 2,49 2,80
25 1,32 171 2,06 2,49 2,79
26 1,32 171 2,06 2,48 2,78
27 1,31 1,70 2,05 247 2,77
28 131 1,70 2,05 2,47 2,76
29 1,31 1,70 2,05 2,46 2,76
30 131 1,70 2,04 2,46 2,75
40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70
0 1,28 1,65 1,96 2,33 2,58

17
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3.4.3 Loi deFisher

En théorie des probabilités et en statistiques, laloi de Fisher ou encore loi de Fisher-Snedecor
ou encore loi F de Snedecor est une loi de probabilité continue; Elle tire son nom des
statisticiens Ronald Aylmer Fisher et George Snedecor.

Laloi de fisher permet de comparer les variances inconnues o €t o5 (ou les écarts types) de

popul ations normales :
e o7 et estimée par S? avec v, degré de liberté

e 07 et estimée par S? avec v,degré de liberté
2
Si g = g2, lerapport Fzz—;suit laloi de F av, et v, degré deliberté
2

Laloi de F dépend dev,, nombre de degré de liberté de S? (numérateur) et v, nombre de

degré de liberté de S2 (dénominateur).

Lestables (tableau 4 et 5) donnent, en fonction de v, etv,, lesvaleursde Fp telles que:
Prob(F<E,)=p

p peut prendre différentes valeurs: p = 0.95 et p=0.975

Au niveau 1-q, elles permettent d’obtenir :

e Un intervalle de confiance bilatéral symétrique en probabilité pour F (figure 9). La

borne supérieure F,_a (v ,V,) est lue directement dans la table. La borne inférieur
2

Fa (v;,v,) est obtenue par larelation :
2

1

Fa (vi V)= ————
% (v1,v2) Fl_%(VLVZ)

e Unintervalle de confiance unilatéral adroite (figure 10). Si I’ éventuaité o > o7 est
Y :
seul retenue, nous formerons le rapport F = 52 Jue nous comparerons au seuil Fi,
2

donné par latable

18
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Figure 9. Détermination des bornes de la courbe de Loi de Fisher Snedecor pour un intervalle
de confiance bilatéral.

Figurel0. Détermination des bornes de la courbe de Loi de Fisher Snedecor pour un
intervalle de confiance unilatéral.

19
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Valeurs des 95 iemes centiles (niveaux 0,05)

Fo,95 pour ladistribution F

V1 degrés de liberté au numérateur

V5, degrés de liberté au dénominateur

Tableau 4. Table delaloi de Fisher Senedecor pour p =0.95

i—=1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 | 15 | 20 24 30 40 60 | 120 ©
vl
1 161 | 200 | 216 | 225 | 230 | 234 | 237 | 239 | 241 | 242 | 244 | 246 | 248 | 249 | 250 | 251 | 252 | 253 | 254
2 185|19,00| 19,2 |19,20| 193 | 193|194 |194| 194 | 194 | 194 | 194| 194 | 195 | 195 | 195 | 195|195| 195
3 10,1| 955 928| 912 |901|894|889|885|881|879|874| 87 | 866|864 | 862|859 |857|85| 853
4 7,71 694 | 659 | 6,39 | 6,26 | 6,16 | 6,09 | 6,04 | 6.00 | 5,96 | 591 | 5,86 | 580 | 5,77 | 5,75 | 5,72 | 569 | 5,66 | 5,63
5 6,61| 579 | 541 | 519 | 505 |4,95|4,88 (4,824,777 | 4,74 | 468 | 462 | 456 | 453 | 450 | 4,46 | 443 | 4,40 | 4,37
6 599|514 | 476 | 453 | 439 | 4,28 | 4,21 (415|410 | 406 | 400 (394 | 387 | 3,84 | 3,81 | 3,77 | 3,74 | 3,70 | 3,67
7 559 | 4,74 | 435 | 412 | 397|387 |3,79(3,73|368|364|357 351|344 |341 338|334 | 33 [327| 3,23
8 532 | 446 | 407 | 384 | 369 |358|350(344|339(335(328(322|315|312| 308|304 |301|297| 293
9 512 | 426 | 3,86 | 3,63 | 348 |337|329(323|3,18| 314|307 [301|294|29 |28 |283|279|275| 271
10 (49| 410 | 3,71 | 348 | 333 322|314 (307|302|298|291|285|277| 274|270 | 266 |262|258| 254
11 (484|398 | 359 | 336 | 320309 |301(295|29|285|279|272|265| 261|257 | 253|249 |245| 240
12 |4,75| 389 | 349 | 326 | 311 |300|291(285| 28 | 275|269 |262|254| 251|247 | 243|238 |234| 230
13 |467| 381|341 | 318 |303(292|283|277|271|267|260|253|246| 242|238 |234|230(225| 221
14 |460| 3,74 | 3,34 | 311 | 296 | 285|276| 2,7 | 265|260 |253|246|239| 235|231 |227|222|218| 213
15 (454|368 | 329 | 3,06 | 290 | 279 | 2,71 264|259 | 254|248 | 240|233 | 229 | 225|220 |216|211| 2,07
16 (449|363 | 324 | 3,01 | 285|274 |266(259|254|249|242|235|228|224|219| 215|211 |206| 201
17 |445| 359 | 320 | 296 | 281 | 270 |261|255|249|245|238|231|223|219|215| 21 |206|201| 1,9
18 (441 | 355|316 | 293 | 277 |266|258|251|246|241|234|227(219| 215|211 | 206|202 |197| 192
19 (438|352 (313|290 |274]263|254(248|242|238|231|223|216| 211|207 |203|198|193| 188
20 (435|349 |310| 287 |271|260|251|245|239|235|228|220|212|208|204|19 |19 |19 | 184
21 432|347 | 307|284 |268|257|249|242|237|232|225|218|210|205|201|19% |192|187| 181
22 430|344 | 305|282 |266|255]|246|240|234|230|223|215|207| 203|198 |194|189|184| 1,78
23 428|342 | 303|280 |264|253|244|237|232|227|220|213|205|201|19 |191]|186|181| 1,76
24 1426|340 | 301|278 |262|251|242|236|230|225|218|211|203| 198 | 194|189 |184|179| 1,73
25 [424] 339|299 | 276 |260|249|240|234|228|224|216|209|201|19 | 192|187 |182|177| 1,71
26 423|337 (298| 274|259 |247|239(232|227|222|215|207|19 |19 | 19 |18 | 18 |175| 1,69
27 421|335 |29 | 273|257|246|237(231|225| 22 |213|206|197| 193|188 | 184 | 179|1,73| 1,67
28 (420|334 |295| 271 |256|245|236(229|224|219|212|204|19 | 191|187 |182|177|171| 1,65
29 (418|333 |293| 270 |255|243|235(228|222|218|210(203|194| 19 | 18| 181|175|170| 1,64
30 [417]332|292| 269 |253|242|233(227|221|216|209|201|193| 189|184 |179|174|168| 1,62
40 |4,08| 323|284 | 261 |245|234|225|218|212|208|200|192|184|179|174|169|164|158]| 151
60 [4,00| 315|276 |253|237|225|217|210|204|199|192|184|175|170| 165|159 |153|147| 1,39
120 [392| 3,07 | 268 | 245|229 |218|209|202|19|191|183|175| 166|161 | 155|150|143|135| 1,25
0 384|300 (260|237 (221(210(201({194|188|183|175|167| 157|152 146|139 |132|122| 1,00
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Tableau 5. Tabledelaloi de Fisher Senedecor pour p = 0.975
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4. Principe dela M é&hodologie des plans d'expériences

4.1. Apercu historique

Les plans d’ expériences ne sont pas une découverte récente. La chronologie ci-apres (Figure
11) le rappelle en indiquant quelques points de reperes généraux. La construction industrielle
du Japon a permis aux méthodes statistiques dével oppées entre le 18° et le 20° siecle, de jouer
un role essentiel dans I’ étude et I’ optimisation de produits ou procédés. Les brillants succes
des Japonais ont incité les entreprises européennes et américaines a considérer |’ application
des statistiques dans leurs activités de production. Ces outils polyvalents permettent des
interventions rapides et structurées sur les processus. On peut désormais améliorer produits et
procédés sans connaitre toutes les lois physiques et chimiques du phénomene étudié.

Depuis quelques années, on s est apercu que la qualité d’ un produit (notion essentielle dans le
monde de I’industrie et dans e monde en général) dépendait principalement de la conception
de ce produit ou plus précisément de la connaissance parfaite de cette conception, plutot que
du produit fini lui-méme. En effet, connaitre sur le bout des doigts I’ @aboration d’ un produit
permet de prévoir son évolution au cours du temps en fonction des paramétres influents, gu’ils
soient internes ou externes. Or, ces parametres sont généralement nombreux et difficilement
modélisables par les méthodes classiques de la physique. Le concepteur a donc besoin d’ une
méthode expérimentale, peu colteuse en expériences, qui lui permettra de mesurer et de
connaitre I'influence de tous les paramétres et d’en déduire les plus influents. Un plan
d’ expériences représente I'outil adéquat qui permettra de répondre a I’ensemble de ces

guestions.

Le présent chapitre est consacré a la planification des expériences. Des généralités sur les
plans factoriels complets sont d’ abord exposées suivies de la méthode des plans composites

centrés utilisés pour lamodélisation et I’ optimisation du procédé envisage.
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¢ Travaux de FISHER (1925)
Application des DOE al’ agronomie

@ ¢ Travaux de TAGUCHI
¢ Introduction des DOE dans|’industrie
¢ Développement de logiciels commerciaux

Figure 1: Apercu historique

spécialisés en DOE

¢ Gestion delaqualité et introduction des méthodes

Taguchi dans les compagnies occidentales

Figure 11: Apercu historique

4.2. Présentation des plans d’ expériences

Les plans d expériences sont issus de méthodes mathématiques et statistiques appliquées a
I’ expérimentation. Les premiers scientifiques a s étre posé le probléme de |’ organisation des
essais sont des agronomes. |Is avaient en effet beaucoup de paramétres a étudier et n’avaient
pas la possibilité de multiplier le nombre d expériences. De plus, la durée des expériences
constituait une contrainte supplémentaire forte. C'est Fisher, qui, pour la premiere fois en
1925, proposa une méthode avec laquelle on étudiait plusieurs facteurs a la fois. Cette
méthode fut reprise puis développée par des statisticiens et des mathématiciens qui définirent
des tables d’ expériences permettant de réduire considérablement le nombre d’ expériences a
effectuer sans diminuer |a pertinence de la campagne d’ s. Les grandes entreprises se sont
ensuite intéressées a cette méthodologie dans le cadre de I’ approche qualité a la suite des
travaux du docteur Taguchi. Il a fortement contribué a |’ expansion de I’ utilisation des plans
d’ expériences en milieux industriels au japon dans les années 1960. Au cours de ces derniéeres
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années, cette méthodologie, du fait de la pertinence des informations apportées, s est

dével oppée dans la plupart des secteurs d’ activités.

4.3. Contexte et objectifs des plans d’ expériences

Le contexte de I’ utilisation des plans d' expériences recouvre des phénomenes de type « boite
noire » (Figure 12), que I’ on cherche a éclaircir pour mieux comprendre le fonctionnement et
en optimiser les performances. La démarche est expérimentale: I'information sur le
phénomene est acquise a partir des essais. Cela impose une connaissance minimale du

phénomene éudié avant d entreprendre les essais.

Facteurs de bruit
Controlables

VvY

o . —_— .
Facteurs Boite noire _ Reponses
controlés - - .

A A

Facteurs de bruit
Incontrolables
Figure 12: Systéme de boite noire
4.4. Principe

La technique des plans d’ expériences va permettre de répondre a nos exigences. En effet, son
principe consiste afaire varier ssimultanément les niveaux de un ou plusieurs facteurs (qui sont
des variables discrétes ou continues) a chague essai. Ceci va permettre d'une part, de
diminuer fortement le nombre d expériences a réaliser tout en augmentant le nombre de
facteurs éudiés et d’ autre part, a détecter les interactions entre les facteurs et la détermination
du réglage dit optimal de ces facteurs par rapport & une réponse. Le point délicat dans
I’utilisation des plans d expériences sera donc de minimiser le plus possible le nombre
d’ expériences a mener sans sacrifier la précision sur les résultats. 1l existe actuellement un

nombre important de plans différents. Chacun, par ses propriétés, permet de résoudre certains
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problémes particuliers. On peut cependant, diviser les plans d expériences en deux grandes
catégories :

» Lesplans pour éudier (estimer et comparer) les effets des paramétres ;

» Lesplans pour régler les parameétres afin d atteindre un optimum.

Pour obtenir des informations pertinentes, une démarche méthodol ogique doit étre suivie :

définition des objectifs et criteres;

définition des facteurs a étudier et du domaine expérimental;
construction du plan d’ expériences;

expérimentation;

analyse des résultats;

conduite éventuelle d' essais supplémentaires,

YV V. V V V V V

validation des résultats;
» conclusion del’ étude.
A I'issue de cette procédure, on pourra conclure sur les résultats obtenus par les plans

d’ expériences

25



Plans d' expériences

5. Terminologie

5.1. Variables naturelles (réelles) ou facteurs
Ces facteurs étudiés sont notés Z; (j = 1 a k, k le nombre de facteurs). Lorsgue la variable
naturelle Z; prend deux niveaux dans une expéimentation, on convient de désigner par Z;

(min) son niveau inférieur et par Zj (max) son niveau supérieur ;

5.2. Variables codées

Le traitement des données, issues des plans d expériences, exige I’ utilisation de variables
centrées, réduites et sans dimension, désignées par « variables codées », a la place des «
variables réelles ». Pour cela, on associe a chague variable réelle Zj une variable codée x;, qui
prend le niveau (— 1) pour le niveau Zj (min) et le niveau (+ 1) pour le niveau Z; (max).comme
indiqueé sur laFigure 13.

5.3. Domaine d’ étude
On I'appelle auss domaine expérimental. 1l est délimité par les niveaux inférieurs et

supérieurs des facteurs étudiés.

5.4. Plan d’expéimentation
Matrice déeclinant I'ensemble des conditions expérimentales, imposées aux variables reelles

pour laréalisation des différents essais, dans le cadre du plan d’ expériences chois ;

5.5. Matrice d’expériences
C'est la matrice qui rassemble les niveaux pris par les variables codées pour les différentes

expériences aréaliser dans le cadre du plan choisi.

5.6. Formules de codage

L’ établissement du modéele exprimant la réponse en fonction des parameétres opératoires,
nécessite la transformation de ces derniers en variables codées ou variables centrées réduites.

Laformule permettant le passage des variables réelles aux variables codées est :

X =— "1 j=12..k
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X1, X253 Xk + Variables centrées réduites ou variables codées ;
212500 Ly Facteurs controlables (variables réelles) ;

0 50 0. . 3 . .
212222k Variables réelles correspondantes au centre du plan ou parfois niveau

fondamentd ;

A% - Unité ou intervalle de variation suivant I’ axe des Z; ;

ZT,ir;VaIeur minimale delavariablerédle;

Z_ . Vaeur maximale delavariable réelle.

Il importe de bien préciser ce que nous entendons par « variables centrées réduites » car nous
donnons ici, a cette expression, un sens différent de celui qui est habituellement retenu en
statistiques, ou une «variable centrée réduite » est une variable de moyenne nulle et de
variance unité. La théorie des plans d’ expériences utilise une définition différente pour les
« variables centrées réduites ». Pour éviter toute confusion, précisons en le sens: Soit Z une
variable qui au cours de |’ expérimentation prend les valeurs extrémes Zmin € Zmax, On fera

correspondre a ces deux valeurs dorigine les variables centrées réduites -1 et +1

respectivement (Figure 13).

Variablesrédles _Zmin ;max

V ariables centrées réduites

Figure 13 : Variables centrées réduites.
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5.7. Effet d’un facteur

L’ effet d'un facteur « A » sur la réponse « y » s obtient en comparant les valeurs prises par
«y» quand A passe du niveau (-1) au niveau (+1). Soient y; et y> ces valeurs (Figure 14).
Nous distinguons :

¢ L’effet global par (y2- yi1)
¢ L’effet moyen par (y2—y1)/2

»

Réponse 4

Yy A o

- Effet global
} Effet moyen

Y

v

Facteur A

Figure 14: lllustration de I’ effet global et de I’ effet moyen

5.8. Notion d’interaction

Il'y ainteraction entre deux facteurs A et B si I’ effet de A sur laréponse dépend du niveau de

B ou inversement (Figure 15)
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_1 1
Pas d'interaction entre A et B

t t > A

! !
-1 1

Faible interaction entre A etB

Il
1
—_

Forte interaction entre A et B

Figure 15 : Courbes d’interactions
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6. Modédlisation par lesplans d’ expériences

La modélisation est I’objet méme des plans d’ expériences. Elle permet une fois que les
facteurs influents sont identifiés, de trouver I’ équation ou la fonction qui décrit au mieux les

variations du phénomene étudié en fonction de ces facteurs.
Toute réponse expérimental e peut étre ecrite sous laforme suivante :
y=F(Z,,Z, LZ)+eE

Réponse Facteurs Erreur

expérimentale expérimentale

controlés

Ou f est une fonction inconnue (modele théorique) des facteurs influents contrélés
(2,250 2,)

Cette fonction, inaccessible par I’ expérience, ne peut étre qu’ estimée par lissage a I’aide de
polynémes. L’idée de base présidant a ce choix étant qu'au voisinage d'un point, toute
fonction peut ére développée en série de Taylor et donc remplacée par un polynéme.
L’ équation de régression obtenue sur la base de I’ expérience, s écrit sous laforme suivante:

k k k
y=h, +ijxj + Z b X, X, +ijjxj2.
j=1 j=1

u, j=1
U#]

Ou x; sont les coordonnées des facteurs Zj exprimées en variables centrées réduites, (j =1,....,
k). ¥ est ’estimée (valeur prédite par le modele) de y (valeur expérimentale). Chaque valeur
expérimentale y; est sujette aux erreurs aléatoires & a distribution normale telle que:
Yi=Y teg,
Avec:
bo : terme constant de I’ équation de régression ;
b : effetslinéaires;
buj: effetsd’interactions;;
b : effets quadratiques.
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Les coefficients de I’ équation sont déterminés par la méthode des moindres carrés a partir de

la condition :

N
Q= Z(yi _yi)z = min
i1

Ou N est I’ éendue de I échantillon pris sur |’ ensemble des valeurs des parametres a anal yser.
Une condition nécessaire pour que ¢ (bo, b1, b...) soit minimale est que les égalités suivantes

soient vérifiées :

W o 0 _y

ab, b, ob,

> )

done : Z::Z[yi—f(x,b),q,bz, ...... ) ]M:o

......................................................

6.1. Matrice d’ expériences

Il est maintenant possible d introduire la matrice des expériences qui traduit les niveaux a
assigner a chague facteur pour chacun des essais. Le tableau 6 suivant présente une matrice

d’ expériences pour trois facteurs a deux niveaux.

Tableau 6 : Matrice d’ expériences

Facteur A Facteur B Facteur C Réponses
N° Essais X1 X2 X3 y
1 -1 -1 1 y1
2 1 -1 1 Y2
3 -1 1 1 ys
4 1 1 -1 Ya
5 -1 -1 1 ys
6 1 -1 1 Yo
7 -1 1 1 y7
8 1 1 1 ys
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A, B, C, sont les facteurs qui correspondent respectivement aux variables centrées réduites X,
X2, X3.

y est laréponse étudiée

6.2. Matrice des effets

Lamatrice [X] des effets (tableau 7) servant au calcul des coefficients du modéle, s obtient
en goutant a gauche de la matrice d expériences, une colonne ne contenant que des 1,
correspondant a la variable fictive xo. Les autres colonnes qui correspondent aux interactions
des différents facteurs s obtiennent en effectuant le produit ligne a ligne des colonnes des

facteurs correspondants.
Tableau 7: Matrice des effets
Facteur Facteur Facteur Interactions Réponses
A B C EntreA,BetC

N° Essais  Xo X1 X2 X3 Xi1X2 ~ XiX3 X2X3 X1X2 X3 y
1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 Y1
2 1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 Y2
3 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 Y3
4 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 Ya
5 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 Ys
6 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 Ye
7 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 y7
8 1 1 1 1 1 1 1 1 Vs

6.3. Calcul des coefficients du modéle

6.3.1 Analyse derégression sous forme matricielle
L'analyse de régression sous forme matricielle est d’'un emploi commode pour la
résolution des problemes sur ordinateur. Il s'agit de trouver par la méhode des moindres

carrés les coefficients de I’ équation de régression suivante :

Y =X +byXg +0oXo +.. DX

Ou xo est une variablefictive égalea 1
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Présentons sous forme matricielle le matériel statistique de départ :

Xoo X Xy oo Xy
Xz Xpp Xpoooo X
[X]=
[ Xon  Xin Xon o Xy |

Cette matrice est appel ée matrice des variables indépendantes.

Soit Y le vecteur des observations :

Y1
Yo

YN

I ntrodui sons la matri ce colonne des coefficients B.

b
b,

X X X on
X1 Xyp XN
T
X] =
| X X XN
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Le systeme d’ équations normales destiné a déterminer bo, by, ba,....... bk est le suivant :

=

N N N
2
bo X +b1d XgXg + o+ DD XX o= Xg Vi
i1 i1 i-1

i=1

N N N N
2
bod XgXg + b1 Xi + o b XgiX =D Xy Y
i=1 i=1 i=1 i=1

On peut aussi I’ écrire sous forme matricielle comme suit:
T
[x X}Bz[x]TY
Avec:

Sxe Y XeXy o 3 XaXe
2
leiXOi lei leixki

) . . ,
L zxkixoi zxkixli Z:)(ki |

_ZXOiyi |
2 XY,

_zxkiyi_
Le vecteur solution des coefficients B, s obtient a partir du produit suivant :
T -1
B =[x .x} XTIy
T [t L _ T
ou [X .XT est lamatrice inverse de lamatrice [X >%
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7. Analyse statistique

7.1. Vérification de la signification des coefficients
e Casou chaqueessai est répétée m fois

On détermine la moyenne des résultats des essais paralléles:

Z Yiu

y, = i=12,.., N
m

Puis les variances de sondage :

2_; ylu_

S.

i=12,..., N
m-1

Avec:
m : le nombre de répétitions pour chagque essai.

N : le nombre d’ expériences.

Si les variances de sondage sont homogenes, on calcule alors la variance de reproductibilité:

Se =N

e Casou l’essai au centre est répété no fois
Dans ce cas, la variance des mesures (ou de reproductibilité) est estimée par celle calculée au

centre du domaine expérimental :

Ng

Avec:
f = (no - 1) degrés deliberté

, lamoyenne sur les mesures au centre :

B i Yi
Dans les deux cas, la variance de reproductibilité est indispensable pour estimer la
signification des coefficients de I’ équation de régression par le test de Student. Un coefficient
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est dit significatif, s'il est, pour un risque donné, significativement différent de zéro. On

testera donc I’ hypothése :

Ho=«bj =0 ».
contrel’hypothése  Hi= «bj #0 ».

Pour cefaire, on calcule lerapport :

b
J
t,="—
Sy
Ou:
tj suit uneloi de student;
by le j®" coefficient de |'équation de régression ;
Sy est I’écart quadratique moyen qui est définit dans le cas d’un modéle du premier degré
par :
S

__re

VN

Pour un niveau de signification a et un nombre dedegres de liberte f (no-1), latable de Student
relative aun test bilatéral permet d’ accéder alavaleur det, (f = no-1).
Si:

>t >1,(f), on regjette Ho au risque accepte.

> 1 <t (f), on accepte Ho au risque accepté.

S I’hypothése Ho est acceptée, cela veut dire que le coefficient en question n’est pas
significativement différent de zéro au risque a et donc que la variable qui lui est associée n’a

pas d’influence sur laréponse.

7.2. Validation du modéle
Avant d accepter le modele postulé, nous devons vérifier I’ absence de biais: Le modée doit

décrire correctement les variations de la réponse en fonction des facteurs.

a- Recherchedebiaisdu modéle

2
Letest de Fisher Snedecor consiste a comparer lavariance résiduelle S@
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AVEC :

(N - 6) le nombre de degrés de liberté ( £ étant le nombre de coefficients significatifs)

2
alavariance de reproductibilité S,

No

3 (Vi = Vo)

s =41
n,-1
2

S.
Si:F= f <F (0,95, N -/, no-1), alors la variance résiduelle peut étre considérée comme
S

rep

non significativement différente de la variance aéatoire au centre du domaine et nous
concluons a I'absence de biais. Ce résultat signifie que la part des variations de y non
expliguée par le modéle est aléatoire.

b- Test designification delarégression
Lorsque le modéle est sans biais, nous pouvons effectuer le test de signification de la

régression. La part des variations de y expliquée par la régression est-elle significativement
plus grande que la part due aux variations al éatoires.

Pour répondre a cette question, il suffit de calculer le rapport suivant :

Avec : y = =

Si F est supérieur alavaleur tabulée du test de Fisher F, (f1, f2) pour le niveau de signification

a et les nombres de degrés de libert¢ f, =/-1etf,=N-/, dans ce cas, les variables

retenues pour la modélisation ont, dans leur ensemble, un effet significatif sur y et I’ équation
est adéquate.
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c- Coefficient de détermination
Appelé auss coefficient de corrélation, il est défini par :

variation due a la régression

variation totale

~—
>
|
<|
~
N

Py

|
M2 ™Mz

=

Lorsque I’ échantillon est d’ étendue assez faible, il est nécessaire d’ apporter une correction
pour I'erreur systématique. L’estimation de la force de la liaison par le coefficient de
corrélation multiple est d’autant plus exagérée que le nombre de degrés de liberté de
I”échantillon f = N-4. Laformule de correction est :

_ 0-1
R’=R-(1-R2)

N -/

Ou R? est la valeur corrigée du coefficient de régression multiple. Plus le coefficient de

détermination est proche de 1, plusle modéle est représentatif c'est-a-dire, meilleur.

d- Analysedesrésidus
Un résidu est la différence entre la réponse mesurée et la réponse calculée. L’anayse des

résidus consiste a porter ces derniers en fonction des réponses prédites ou en fonction d’ autres
grandeurs. On peut ainsi détecter s'il existe une relation entre les résidus et la grandeur portée
en abscisse. On doit arriver a des diagrammes ne laissant apparaitre aucune relation ou
tendance entre les grandeurs étudi ées.
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8. Plansfactoriels complets a deux niveaux (2¥)

Ce sont les plus utilisés car les plus simples et les plus rapides a mettre en ceuvre. 1ls sont
notés 2 oll le 2 correspond aux niveaux maximal et minima qui déimitent le domaine
d étude d'un facteur et k est le nombre de facteurs étudiés. Pour un plan factoriel complet ak
facteurs, il vadonc falloir mener 2¢ expériences. Le principe consiste alors a répartir, de fagon
optimale, les essais dans |e domaine expérimental. Soit par exemple un plan factoriel compl et
a3 facteurs noté 23. Les points expérimentaux seront aux sommets d’ un cube (figure 16) et la
matrice des expériences sera un tableau traduisant I’ emplacement de ces points en indiquant

leurs trois coordonnées en variabl es centrées réduites.

X3
) an
|
i
i
1

|
5 i 6 N
[ R
[ ,
I e
| el S
0
| X1
i

Figure 16 : Disposition des points expérimentaux d’ un plan 23

8.1 Avantages des plansfactoriels complets:

Les avantages des plans factoriels complets sont nombreux et nous n'en citerons que les
principaux:

e Lesplansfactoriels sont faciles a construire;
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e Comme chaque facteur ne prend que deux niveaux les essais sont faciles a controler et
les risques d'erreurs sont minimisés;

e Le calcul des effets et des interactions est tres simple et ne demande pas d'outils
informatiques évolués;

e E n les employant I'expérimentateur est sir davoir la procédure expérimentale
optimale puisque ces plans sont basés sur de matrices dHadamard et quil a éé
démontré que I'on ne pouvait pas faire mieux;

e L'interprétation des résultats est ala portée de tout expérimentateur et ne demande pas
de connaissances approfondies en statistiques;

e Lamodélisation mathématique est immeédiate;

e Lesrésultats obtenus avec un premier plan peuvent étre utilisés en partie ou en totalité
soit, pour explorer une autre zone du domaine expérimental soit, pour établir un
model e mathématique de degré plus élevé.

Le seul inconvénient de ces plans est qu'ils obligent rapidement afaire beaucoup d'essais. Par
exemple, pour éudier simplement six facteurs il faut réaliser 64 expériences. Ce qui est
prohibitif. Cela est dautant plus regrettable que I'on Sapercoit souvent, au moment de
I'interprétation, que beaucoup d'essais ont été réalisés pour rien. En effet, de nombreuses
interactions sont nulles et certain facteurs sont sans influence. C'est pour palier cet

inconvénient que les plans factoriels fractionnaires ont été dével oppés.

40



Plans d' expériences

9. Lesplanscomposites centrés

Le plan composite centré consiste a réaliser les essais d’'un plan factoriel, complété par des
expériences au centre du domaine d' étude et des essais en éoile. La figure 17 représente un
plan composite pour deux facteurs. Les points A, B, C et D sont les points expérimentaux du
plan factoriel 22, Le point E est le point central. Ce point peut étre répété une ou plusieurs

fois. Les points axiaux F, G, H et | forment ce que I’ on appelle le plan en étoile.
Le nombretotal d essais (N) aréaliser est lasommede:

» s essaisd un plan factoriel complet ;
> 2k essaisen étoile sur les axesaune distance W du centre du domaine;

» noessasau centre du domaine.

Facteur X;
H + o

o Q
+1
Q) -1 0 +1] ) >
=/ & —/ =
- + © Facteur X;
LC -1 O
® -°

Figure 17: Plan composite a deux facteurs (k = 2).

9.1 Propriétés des plans composites
9.1.1 Modéle mathématique postulé

Le modéle mathématique construit a I’ aide des plans composites est un polynéme du second
degré avec interactions. On ne conserve, en général, que les interactions d ordre deux. Ainsi

pour deux facteurs (k = 2), I’ équation de régression s écrit :

2 2
y=Dby+bx +bX, +B XX, +Bx +b,x, +¢
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9.1.2 . Lamatricede calcul

Pour un plan composite a deux facteurs, 12 expériences sont donc nécessaires pour déterminer
les valeurs des 6 coefficients de |’ équation du modéle. Ainsi, lamatrice des essais[X] est la
suivante:

Matrice des essals

+

+
|
|

O o o o + +
|

>
Il
P PR R R R R R R R R
+ o+

O O O o oo o o +
+ +
O OO0 o0og g oo + + + +
N
O 0O g g oo oo + + + +

Comme la matrice [X] n'est pas orthogonae, la matrice de dispersion [XT.X]* n'est plus
diagonale. Les variances des coefficients du modéle sont obtenues en multipliant les € éments
Cjj deladiagonale de cette matrice de dispersion par la variance de reproductibilité:

Le vecteur solution se calcule de laméme maniére que pour le plan factoriel al’aide de

I’ équation suivante :
T -1
B =[x .x} [Ty

Lesvaleurs du paramétre W et du nombre no de points au centre sont fonction du nombre

de facteurs « k », du plan factoriel de base et du critére d optimalité rempli par le plan.
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9.2. Critéresd optimalité

Pour un type de modéle donné on cherchera le placement «optimal » des points

d’ expériences pour lequel I’ erreur sur les réponses prédites est la plus faible possible.

9.2.1 Critéred’isovariance par rotation

Si I’on veut que le plan composite satisfasse ce critére, il faut placer les points en étoile

aunedistance « W » égale alaracine quatrieme du nombre de points du plan factoriel. Dans

la littérature anglo-saxonne, on parle de critére de rotatabilité « W » est calculé en utilisant la

relation suivante :

9.2.2 Critéere de presque orthogonalité

-1
Rappelons que le critére d orthogonalité est respecté s la matrice [XT.X} est

diagonale. Dans le cas des plans composites centrés, la sous matrice obtenue en éiminant la

premiére ligne et la premiere colonne correspondants aux termes constants et aux termes

1
carrés de lamatrice [XT.X} est diagonales » chois satisfait la condition suivante :

mz[nfwmf
4

1

. . . T -
La matrice de dispersion correspondante [x .x} est presgue orthogonale et donc le

critere de presque orthogonalité est assureé.

9.2.3 Criterede preécision uniforme

Elle est obtenue quand la variance de la réponse prédite est constante a I’intérieur du
domaine. Son intérét est d’ assurer une méme précision de réponse prédite sur tout le domaine.

Le tableau 8 regroupe les valeurs dew et de no en fonction des différents critéres d’ optimalite.
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Tableau 8: Vaeursde @ et denp selon les propriétés recherchées pour le plan composite

K 2 4 5 260 g 26D
N 2 (ou 2¢P) 4 16 32 16 64 32
Ne 4 8 10 10 12 12
isovariant par rotation >1 >1 >1 >l >1 >1
No précision uniforme 5 7 10 6 15 9
ortogonalité 8 12 17 10 24 15
@ 141 1.68 2 238 200 283 238

Nt : Nombre d’ essais du plan factoriel
Ne: Nombre d’ essais en étoiles
No: Nombre d’ essais au centre du domaine

k: Nombre de facteurs

44



Plans d' expériences

10. Optimisation
L’ optimisation consiste a atteindre les spécifications imposées et ce, de fagcon optimale, en
suivant les variables qui correspondant aux parametres opératoires du systeme étudié. Quand
un modéle mathématique est construit pour décrire un phénomene, il peut étre utilisé pour
prédire les réponses dans le domaine d éude ou pour trouver les conditions expérimentales
qui conduisent a la réponse optimale. Ce n'est qu apres une analyse minutieuse des
phénomenes, des enjeux, des objectifs et des contraintes de I’ é&ude, que I’ on peut définir laou

les bonnes réponses.

10.1 Notion de surface deréponse

Les niveaux X représentent les coordonnées d'un point expérimental et y est la valeur de la
réponse en ce point. On définit un axe orthogonal a l'espace expérimental et on |'attribue a la
réponse. La représentation géométrique du plan d'expériences et de la réponse nécessite un
espace ayant une dimension de plus que |'espace expérimental. Un plan a deux facteurs utilise
un espace a trois dimensions pour étre représenté : une dimension pour la réponse, deux
dimensions pour les facteurs. A chaque point du domaine d'étude correspond une réponse. A
I'ensemble de tous les points du domaine d'étude correspond un ensemble de réponses qui se
localisent sur une surface appelée la surface de réponses (Figure 18). Le nombre et
I'emplacement des points d'expériences est |e probléme fondamental des plans d'expériences.
On cherche a obtenir la meilleure précision possible sur la surface de réponse tout en limitant

le nombre d’ expériences.

Figure 18 : Les réponses associees aux points du domaine d'étude forment la surface de
réponse. Les quelques réponses mesurées aux points du plan d'expériences permettent de

calculer I'égquation de la surface de réponses.
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10.2. Traceé desisor éponses ou surfaces deréponses

Les isoréponses représentent |’ ensemble des points tels que y=f(X,X,,...x )= constante. Ce

sont des courbes de niveaux de la surface de réponse qui n'est qu'une représentation

géométrique en trois dimensions du modél e trouvé.

Pour k= 2, les isoréponses dans le plan X1, X2, sont des droites paraléles si le modéle est du

premier degré et des ellipses ou des hyperboles si e modele est du second degré.

La connaissance des isoréponses, permet de trouver les conditions optimales dans le domaine
d étude. Elles sont particulierement utiles pour déterminer la région du domaine expérimental
ou laréponse satisfait une certaine spécification.

Nous avons vu dans ce chapitre comment on modélise une réponse par |la méthode de
planification des expériences en construisant des modéles polynomiaux traduisant d’'une
maniére fiable la relation entre les grandeurs d’ entrée et de sortie du systéme considéré avec

un minimum d’ essais.
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Etude d’un plan factoriel complet a deux niveaux et 4 parametres

Application au procédé de cémentation del’argent sur lefer

On s'intéresse alamodélisation et |” optimisation du procéde de cémentation de |’ argent sur le
fer. Plusieurs facteurs entrent en jeu alors ; les parametres suivants sont maintenus constants
tout le long des essais: la durée de I’expérience est de 30 min, le volume de la solution
électrolytique est de 5 L et latempérature de la solution électrolytique est de 35 °C.

Les paramétres opératoires étudiés, leurs domaines de variation ainsi que la matrice

d'expériences sont présentés dans lestableaux 1, 2 et 3 :

Tableau 1: Lesvaleursdes parametres opératoires a différents niveaux.

Variables Point

Variablesréelles  centrées central Niveaux hauts
réduites -1 0 1

Z1:[Ago (mg/L) X1 32,500 55,000 77,500

Z>: Qv (L/min) X2 2,382 3,405 4,427

Z3z:pH X3 2 3 4

Zs: Masseinitiale

du Fe(g) Xa 20 30 40
Laprocédure consistea:

1) Elaborer le modéle de premier degré al’aide d Excd (voir |’ annexe) ?

2) Evaluer laqualité de ce modéle par le calcul :

e Du coefficient de détermination (R2 et R2 corrigé) ;

e Delamoyennedesrésidusains gque le diagramme des résidus.
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Table 2: Matrice du plan factoriel 24

N° Variableréelles Variable codées Réponse
Essais
Zy Z; Z3  Z4  Xo X1 Xz X3 X4 X1Xz  XiXz XiXa  XaX3  XaXa  X3Xa  XiXoX3  X1XoXa  XiXsXqa  XoX3Xs  X1X2X3Xq y
1 325 2382 2 20 1 -1 -1 -1 -2 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 74.28
2 325 2382 2 40 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 88.55
3 325 2.382 4 20 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 72.10
4 325 2.382 4 40 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 89.47
5 325 4.427 2 20 1 -1 1 -1 - -1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 80.78
6 325  4.427 2 40 1 11 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 93.46
7 325 4.427 4 20 1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 1 81.63
8 325 4.427 4 40 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 97.01
9 775 2.382 2 20 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 82.87
10 77.5 2.382 2 40 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 96.06
11 77.5 2.382 4 20 1 1 101 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 82.62
12 77.5 2.382 4 40 1 1 101 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 92.78
13 77.5 4.427 2 20 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 95.00
14 77.5 4.427 2 40 1 1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 98.37
15 77.5 4.427 4 20 1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 94.90
16 775 4421 4 40 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 98.76
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Table3: Matrice des essais au centre du domaine

N°  Variablesréelles Variables codées y(%)
Essais Zl Zz Zs Z4 Xo X1 X2 X3 Xa

1 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 91.22
2 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 88.59
3 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 90.78
4 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 89.93
5 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 87.63
6 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 92.02
7 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 92.46
8 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 92828
9 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 90.90
10 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 91.55
11 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 91.14
12 55 3.405 3 30 1 0 0 0 0 92.53

Le rendement moyen : y , = 90.965 %

Solution:
Elaboration du modéle de premier degré

Le modéle mathématique postulé s’ écrit dans ce cas sous laforme suivante :

Yy =Db, +b,X; +b,X, +bX5 +Db,X, + DX X, +D,5X X5 + 0, X, X, +0,.X,X5 +0,,X,X,, + DX X, +
+ b123X1X2X3 + b124X1X2X4 + b134X1X3X4 + b234X2X3X4 + b1234X1X2X3X4

Avec:
Y : Laréponse estimée par ce modéle ;
x ., x , . Variables centrées reduites;

Les 16 coefficients sont:

b, : Lavaleur moyenne delaréponse;

b,,- b, :Leseffetslinéaires;

b,.bs.,by,.by. b, b, :Leseffetsd interaction double;
. Les effets d'interaction triple ;

b123’b124'b134'b234

. L’ effet d’ interaction quadruple.

b 1234

Calcul des coefficients du modéle

Les coefficients du modéle sont donnés par le produit matriciel :
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B=[x"x]1x"Y
Avec:

B: Vecteur des coefficients

X: Matrice des essais

XT: Transposée de lamatrice X
Y: Vecteur des observations

Les valeurs des coefficients de I équation de régression sont données ci-aprés

Terme constant Effetslinéaires
bo b1 b, bs b4
88.665 4.005 3.824 -0.006 5.642

Effetsd’interactions

b2 b1z b1 b23 b24 b3z b123 D124 b134 b234 b1o34

0264 -0.399 -1.820 0592 -1231 0204 -0115 -0.784 -0.521 0.195 0.245

Analyse statistique de |’ équation derégression

e Veérification dela signification des coefficients
Lasignification des coefficients est vérifiée par e test de student. Pour ce faire, on calcule les

valeursdet; apartir delarelation :

o Pl
J Sbj

AvVec :

s,, : Ecart quadratique moyen.

S
¥ N
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e La variance de reproductibilité est estimée par celle calculée au centre du domaine

expérimental. Elle est donnée par :

Ng

n,—1
y. : Vaeur du rendement de cémentation de |’ essal i.

Y, - Moyenne des 12 essais au centre ; y, = 90,965 %.

On obtient :

v"une variance de reproductibilité :
2
Sep =2.507
v’ un écart quadratique de:

S _
S =N 03

Lesvaleurs dest; sont rassemblées dans le tableau 4

Tableau 4
Terme constant Effetslinéaires
to t1 to 3 t4
223.987 10.117 9.660 0.016 14.254

Effetsd’interactions

t t13 t14 to3 o4 34 t123 {104 t134 {234 {1034

0.666 1.007 4598 1497 3111 0515 0291 1980 1317 0.493 0.619

En utilisant la table de Student relative a un test bilatéral (Tableau 3), on lit la valeur de t, (f)
pour le niveau de signification a = 0,05 et le nombre de degrés de liberté f = no-1 = 11, soit
toos(11) = 2,201. Comme les valeurs de t3 , t12 , t13, t23, ta3s, 1123, 1124, t134, o €t t1oz4 SONt
inférieures a la valeur tabulée du test de student, alors les coefficients correspondants ne sont

pas significatifs.
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e Recherchedebiais

Larecherche du biais peut sefaire al’ aide du test de Fisher Snedecor, en comparant la
variance résiduelle ala variance de reproductibilité.
2
F _ Srés
e
rep
Ou lavariance de reproductibilité est donnée par :

i(yi—yof

S 2=

rep

=2.507
n,-1

et lavariance résiduelle pour (N- ¢ ) degrés de liberté est donnée par :

& 2
_ (Yi - 9.)
S 1N—_€ =2.589

¢ : Valeur du rendement de cémentation calculée a partir du modéle pour N =16, £ =6 (¢

est le nombre de coefficients significatifs).
Lavaleur caculéede F est:

F= 2589 _ 1.033
2,507

Lavaleur tabulée du test de Fisher Fogs (N- £, no-1) = Fogs (10, 11) est égale a2.85.

Comme lavaleur calculée est inférieure acelle tabulée, le modéle est dors sans biais.

e Test designification delarégression
Le modéle éant sans biais, nous pouvons donc verifier lasignification delarégression a
I’ aide du test de Fisher:

i(yi—v)zw—l

F=_12 =83.202

N

Z(yi_yi)le_é

i=1
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D’ aprés la table de Fisher, Fogs (£ —1, N-/) = Fogs (5, 10) est égale a 3,33. Cette derniére
valeur étant inférieure a celle calculée, |’ équation de régression peut étre considérée comme
adéguate et le modéle est valide a 95%. L’ équation du modéle s écrit alors :

{/ = 88.665+ 4.005% +3.824x, +5.642%, —1.820%,, —1.231%,

e Calcul descoefficients de déter mination

Lavaleur du coefficient de détermination est égale a:

Py
N
Il

Tz Mz
H
7\
<
|
<|
N—

et celle du coefficient est :

R?=R2-(1-R?) =1 0965
N-/

Ces valeurs nous permettent d’ affirmer que le modéle choisi est adéquat.

e Validation du modée par le point au centre
On compare la valeur du rendement de cémentation calculé a partir du modele au
centre du domaine d’étude § (0, O, 0, 0) = 88.665 % ala moyenne des 12 expériences au
centre, soit y,= 90.965 %. L’ écart absolu entre ces deux vaeurs étant de I’ ordre de 2.3 %
donc inférieur a 5 %, ceci confirme parallelement aux tests statistiques de validation
précédant, que le modéle linéaire du 1¥ degré, simule bien le procédé de cémentation pour le

niveau de signification choisi.
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e Analysedesrésidus

a) Calcul dela moyennedesrésidus

e
MOY i :ZE\I' = 6.2510° %

Lavaleur moyenne des résidus est de I’ ordre 6,25 10° %

Avec:
e =(Yyi—§i) : résidus
N : nombre d essais
D’apres la valeur moyenne des résidus et |e diagramme des résidus (Figure 1), hous

constatons que toutes les informations sur la réponse étudiée sont expliquées par le modéle.

-0,5 70 75 80 , 85 90 95 :100

résiduals (%)
o
L
<

Réponses préditesy (%)

Figure 1 : Diagramme des résidus
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e Analysedu Modéle

L'analyse du modele établi précédemment nous indique que

les parametres les plus

influents sur la réaction de cémentation sont :

Lamasseinitiale du métal sacrificiel avec un effet de +5,642 ;

lamasse initiale enions Ag* avec un effet de + 4,005 ;

v
v
v' Ledébit d écoulement de la solution éectrolytique avec un effet de + 3,824
v

Le pH aun effet non significatif comparé aux autres parametres.

L'analyse des interactions d’apres les figures 2 et 3, nous a permis de conclure que les deux

interactions, a savoir: la concentration initiale en ions Ag*(xi)-masse initiale en métal

sacrificiel(xa) et celle entre débit d’écoulement (x2)-masse initiale en métal sacrificiel(xs) sont

faibles.

100

90 -

80 -

70 ~

60 -
JCOME
40 +

30 ~

20 -

10

Masse initiale en métal sacrificiel niveau

-- - ==

Masse initiale en métal sacrificiel niveau

30

50 60 70 80
[Ag'To (mg/L)

Figure 2 : Interaction entre [Ag*]o et lamasse initidle en métal sacrificiel
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100 -+
90 -
80 -
70 -
60 -

§(%)°0
40 A

30 -

20 -

10 -

0 ‘ ‘ : : : ‘

2 2,5 3 3,5 4 4.5 5

Qv (L/min)

Masse initiale en métal sacrificiel niveau (max)

Masse initiale en métal sacrificiel niveau

Figure 3: Interaction entre le débit (Qv) et lamasse initiale en métal sacrificiel.
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Etude d’un plan composite centré a 4 parametres

Application au procédé de cémentation del’argent sur lefer

Le plan composite centré nécessite pour sa construction la réalisation des essais du plan
factoriel complet a deux niveaux, les essais au centre du domaine d'étude, et enfin les essais

en étoiles. Le domaine de variation des paramétres opératoires dans le cas de ce plan est :

Tableau 1 : Domaine de variation des parametres opératoires

Variables Point

Variablesrédles centrées Niveaux bas central Niveaux hauts

réduites -2 -1 0 1 2
Z1:[Ag']o (mg/L) X1 10 32,500 55,000 77,500 100
Z>: Qv (L/min) X2 1,360 2,382 3,405 4,427 5,450
Z3: pH X3 1 2 3 4 5
Z4: Masseinitiale
du Fe (g) X4 10 20 30 40 50

Pour éaborer le modele de second degré, on conserve les résultats des seize essais du plan
factoriel complet avec interactions (tableau 2) ains que les douze essais effectués au centre
du domaine d’ étude (tableau 3) et on réalise les huit expériences complémentaires du plan en

étoiles (tableau 4) al’aide d’ Excdl (voir |’ annexe)
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Table 2: Matrice du plan factoriel 2*

N Variableréelles Variable codées Réponse
Essas Z Z Z Z X X X X X X1X2  X1X3  XiX X2 X Xo X4 Xz X X12 X2? X3? X42
1 2 3 4 0 1 2 3 4 1 A2 1A3 14 2 A3 2 A4 3 A4 1 2 3 4 y
1 325 2.382 2 20 1 101 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 74.28
2 325 2382 2 40 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 88.55
3 325 2382 4 20 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 72.10
4 325 2382 4 40 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 89.47
5 325 4427 2 20 1 11 -1 - -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 1 80.78
6 325 4427 2 40 1 101 -1 1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 93.46
7 325 4427 4 20 1 11 1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 81.63
8 325 4427 4 40 1 11 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 1 97.01
9 775 2.382 2 20 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 1 82.87
10 77.5 2.382 2 40 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 96.06
11 77.5 2.382 4 20 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 82.62
12 775 2382 4 40 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 1 92.78
13 775 4427 2 20 1 1 1 -1 - 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 95.00
14 775 4427 2 40 1 1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 98.37
15 775 4427 4 20 1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 1 1 94.90
16 775 4427 4 40 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 98.76
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Table 3: Matrice des essais au centre du domaine

N° Variable réelles Variable codées Réponse
Essais Zl Zz Zg Z4 Xo X1 X2 X3 Xa X1 X2 X1X3  XiXa X2 X3 X2 X4 X3 X4 X;|_2 X22 X32 X42 Yy
1 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 91.22
2 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 88.59
3 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 90.78
4 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 89.93
5 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 87.63
6 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 92.02
7 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 92.46
8 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 92.828
9 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 90.90
10 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 91.55
11 55 3.405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 91.14
12 775 3405 3 30 1 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 92.53
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Table4: Matrice des essais en étoiles

N° Variable réelles Variable codées Réponse
Essais Z]_ Zz Zg Z4 Xo X1 X2 X3 Xa X1 X2 X1X3  XiXa X2 X3 X2 X4 X3 X4 X;|_2 X22 X32 X42 Yy
1 10 3.405 3 30 1 -2 0 O 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 83.59
2 100 3405 3 30 1 +2 0 0 0 o o o 0 0 0 4 0 0 0 96.00
3 55 1.36 3 30 1 0 -2 O 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 76.10
4 55 5.45 3 30 1 0 +2 O 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 95.81
5 55 3.405 1 30 1 0 0 -2 O 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 81.93
6 55 3.405 5 30 1 0 0 +2 O 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 91.32
7 55 3.405 3 10 1 0 o o0 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 67.40
8 55 3.405 3 50 1 0 0O 0 +2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 96.07
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L’ équation du modele de second degré avec interactions pour quatre parametres opératoires

S écrit :

9: bO + blxl + b2X2 + b3x3 + b4x4 + b12X1X2 + b13X1X3 + bl4X1X4 + b23X2X3 + b24X2X4 + b34X3X4 +
2 2 2 2
0+ 0, +bygXg +D,,X,

Calcul des coefficientsdu modéde

L’ estimation des coefficients de I’ équation de régression se fait par le calcul du produit

matriciel ci-dessous et |es résultats de ce calcul sont rassemblés dans | e tableau 6.
B=[X".X[" [X]".Y

Tableau 5 : matrice de dispersion [XT.X]*

0083 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |-002|-0.02 |-0,02|-0.02

0042 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0

0 0 |0042| O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 |0042, O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 |0042| O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 |0.063| O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 (0063 O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 (0063 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 |0063| O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 (0063 O 0 0 0 0

002 g1 ol olo|lo]lololo]| o] o loo

002 g1 ol ololo]lololo| o] ol olooa ol o
002 g1 ol ololo]lololo| o] o] ol o loo o
0.02

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |0.031
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Tableau 6 : Valeurs des coefficients du modéle

Terme constant Effetslinéaires
bo by b, bs b4
90.965 3.704 4192 0.778 6.151

Effetsd’interactions et quadr atiques

b12 b13 b14 b23 b24 b34 bll b22 b.33 b44

0264 -0399 -1820 0592 -1.231 0204 0147 -0813 -0.645 -1.868

Analyse statistique de I’ équation derégression
Vérification dela signification des coefficients

La valeur de la variance de reproductibilité §qast la méme que celle calculée pour le plan

factoriel complet a deux niveaux (§ep=2,50. Pour déterminer |a variance des coefficients du
modele, il suffit de multiplier les éléments c,; de la diagonale de la matrice de dispersion

[XT.X]* (tableau 5) par cette variance : Sﬁj = ij-srzep
Lesvaleurs det; du test de Student sont rassembl ées dans le tableau (7) suivant :

Pour le niveau de signification a = 0,05 et le nombre de degrés de liberté f =(no -1) = 11, la
valeur tabulée du test de Student t,(f) est égale a 2,201. Comme les vaeurs de tio, t13, t23, tas
et tua sont inférieures a t, (f), les coefficients biz, bis, b2s, bsa et bix sont donc non significatifs

et par conségquent éliminés de |’ éguation de régression.

La valeur de la variance de reproductibilité quest la méme que celle calculée pour le plan

factoriel complet & deux niveaux (§ep=2,50. Pour déterminer la variance des coefficients du
modele, il suffit de multiplier les éléments c,; de la diagonale de la matrice de dispersion
[XT.X]* (tableau 5) par cette variance: Sﬁ,— =C; -Srzep

Lesvaleurs detj du test de Student sont rassembl ées dans le tableau (7) suivant :
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Tableau 7 : Valeurs de tj correspondants aux différents coefficients du modele

Terme constant Effetslinéaires
fo 1 to t3 t4
199.011 11.460 12.970 2.407 19.031

Effetsd’interactions

t12 t13 t14 to3 tos {34 t11 too {33 tas

0.667 1.008 4.598 1.495 3.110 0.515 0.525 2.904 2.304 6.674

Pour le niveau de signification a = 0,05 et le nombre de degrés de liberté f =(no -1) = 11, la
valeur tabulée du test de Student t,(f) est égale a2,201. Comme les valeurs de tio, t13, 23, ta
et tua sont inférieures a t, (f), les coefficients biz, bis, b2s, bsa et bix sont donc non significatifs
et par conségquent éliminés de I’ éguation de régression.
a) Test devalidation de |’ équation derégression

> Recherchedebiais

Lavaeur delavariance résiduelle calculéepour N =36¢et + =10est:

SZ. =5.554

Ce qui conduit aune valeur de F de:

-_ 5554
2,507

=2.215

La valeur tabulée du test de Fisher Snedecor pour le niveau de signification « = 0.05 et les
nombres de degrés de liberté (N-/ ) = 26 et (no-1) = 11 varie entre 2.57 et 2,61. Cet intervalle

étant supérieur alavaleur calculée, le modéle est alors considéré sans biais.

» Test designification delarégression

Pour le niveau de signification « = 0.05 et les nombres de degrés de liberté (» -1) =9 et (N-v
) = 26, les valeurs du test de Fisher calcul ée et tabul ée sont respectivement 98.45 et 2.27.

Lavaleur de F calculée étant supérieure a celle tabulée, I’ éguation de régression est adéquate
et le modéle est valide a 95%. L’ équation retenue pour le modéle s écrit donc:
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§=90.965 + 3.704 X, + 4.192X, + 0.778 X, + 6.151x, —1.820x,, —1.231x,, — 0.813x2 — 0.645xZ —1.868 x

» Validation du modéle par le point au centre

La valeur du rendement de cémentation donnée par le modéle au centre du domaine d’ étude
est §=90.965 % et celle des résultats des 12 essais au centre est y, = 90.965%, ce résultat

indique que le modél e obtenu est adéquat et simule parfaitement I’ expérience.

b) Calcul du coefficient de déter mination

Lavaleur du coefficient de détermination est égale a:

N, 2
3 (%-v )
Rz=1=1 _-0929

_gl(yi -y )

et celle du coefficient corrigé a:

Ces vaeurs nous permettent d affirmer que le modéle choisi est adéquat.

c) Analysedesrésidus

L’ évaluation de la qualité du modéle du second degré peut étre faite par une analyse des

résidus (voir Tableau 8 ci-dessous et figure 1).
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Tableau 8 : Calcul desrésidus

N° y(%) ¥ %) Résidu e
1 74.280 69.763 4.517
2 88.550 88.167 0.383
3 72.100 71.319 0.781
4 89.470 89.723 -0.253
5 80.780 80.,609 0.171
6 93.460 94.089 1.365
7 81.630 82.165 4.125
8 97.010 95.645 3.343
9 82.870 80.811 0.590
10 96.060 91.935 1.687
11 82.620 82.367 -0.653
12 92.780 93.491 0.255
13 95.000 91.657 -2.375
14 98.370 97.857 -0.185
15 94.900 93.213 -1.035
16 98.760 99.413 -3.335
17 91.220 90.965 1.055
18 88.590 90.965 1.495
19 90.780 90.965 1.863
20 89.930 90.965 -0.065
21 87.630 90.965 0.585
22 92.020 90.965 0.175
23 92.460 90.965 1.565
24 92.828 90.965 0.033
25 90.900 90.965 -2.373
26 91.550 90.965 -3.229
27 91.140 90.965 -0.287
28 92.530 90.965 -4.899
29 83.590 83.557 1.791
30 96.000 98.373 -3.791
31 76.100 79.329 0.275
32 95.810 96.097 -0.629
33 81.930 86.829 -0.535
34 91.320 89.941 2.059
35 67.400 71.191 0.253
36 96.070 95.795 -0.711

» Calcul dela moyennedesrésidus

Lavaeur moyenne des résidus est de I’ ordre 0.11 % elle est proche de O

M Oy résidus —

e
N

AVEC:

g : résidus

N : nombre d' essais

=0.11%
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Figure 1: Diagramme des résidus

Le diagramme ci-dessus ne laisse apparaitre aucune relation entre les valeurs prédites et les
résidus, car les points semblent disposés aéatoirement. Ce résultat traduit |’absence
d’informations dans les résidus donc toute I'information est expliquée par le modéle de
régression choisi.

En conclusion, le modéle de second degré obtenu simule parfaitement le procédé de

cémentation il seradonc exploité pour I’ optimisation du rendement de ce procédé.
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Optimisation du procédé de cémentation del’ Argent sur le Fer

Cette partie a pour but de déterminer analytiquement les valeurs optimales des paramétres
opératoires ayant une influence sur le procédé de cémentation. A cet effet, le modéle de
second degré obtenu dans I’ étude d’ un plan composite centré a 4 parametres - Application au
procédé de cémentation de I’ argent sur le fer sera utilisé.

A partir du modéle précédemment établi (plan de 2°™ degré), la recherche du point optimum
peut sefaire soit :

> par larésolution de |’ équation du modéle

> par letraceé des courbes iso-reponses et surfaces de réponses.

e Résolution del’ équation du modéle

A partir de |’ équation ci-dessous :

§ = 90,965 + 3,704 X, + 4192, + 0,778 X, + 6,151x, — 1,820 %, — 1,231X,,
~0,813x5 — 0,645x2 — 1,868 x?

Nous pouvons calculer les valeurs optimales des parametres opératoires conduisant au
rendement maximal de la réaction de cémentation. Il suffit pour cela, de résoudre le systéme
d’ équations obtenues en dérivant la variable prédictive par rapport a chacun des parameétres

X1, X2, X3 €t Xa:

A

=3.704 —1.82x, =0
=4.192-1.231x, —1.626x, =0
=0.778-1.29%, =0

=6.151-1.82x, —1.231x, —3.736=0

2l gle Rle 2|

Larésolution de ce systéme d’ égquations conduit a:
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X, =—1.500
X, =1
X5 =0.600
X, =2

Ces variables codées X1, X2, X3, X4 correspondent respectivement aux variable rédlles [Ag']o
= 21,25 mg/L, Qv = 4,43 L/min, pH=3,6 et une masse initiale en métal sacrificiel Fe=50g .
Le rendement théorique obtenu en ce point en remplacant les variables par ces valeurs dans le
model e postul € est de 96,851 %.

e Surfaces de réponses

Sur les figures 1, 2 et 3 sont présentées les surfaces de réponses, tracées al’aide du logiciel
STATISTICA. Leurs formes indiquent qu’il existe un rendement maximal unique donné par

le sommet de ces surfaces.

e Lafigure 1 montre la surface de réponse obtenue en tracant le rendement de la
réaction dans le plans x> et x4 (débit d’ écoulement- masse initiadle en métal
sacrificiel) et en fixant lesvariablesx1 =-1,5 et x3 = 0,6.

e Lafigure 2 est obtenue en tragant le rendement dans le plan x3 et X4 (pH- masse
initiale en métal sacrificiel) et en fixant x; a-1,5et x> a 1.

e Lafigure 3 quant a elle est obtenue en tracant le rendement dans le plan x2 et
X3 (débit d’ écoulement- pH) et en fixant x1 et X4 respectivement aux valeurs 1,5
et2

e Courbesisoreponses

Les courbes iso-reponses présentent un double avantage. Généralement simples a tracer, elles
ne nécessitent pas de moyens de calcul sophistiqgués méme pour des modeles relativement
complexes. Elles permettent, en plus du repérage visuel de larégion du domaine expérimental
ou laréponse est maximale, de connaitre les différentes combinaisons des facteurs opératoires

permettant de conduire a une réponse désiree.

Nous avons donc utilisé le tracé des courbes iso-réponses pour visuaiser |’optimum. Les

courbes établies pour le rendement de la réaction de cémentation de I’ argent dans un réacteur
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a lit fixe sont représentées sur les figures 4, 5 et 6. Elles permettent de confirmer que le

rendement maximal de 96,851 % est identique a celui obtenu par le calcul d’ optimisation.

B
B 40
B 47
= a3
1 59
165
I
Bl 7e
Bl G4
B G0
Bl 56
Bl nlus

Y (%)

Figure 1. Surface de réponse dans le plan débit — masse initiale en métal sacrificiel (Fe)
pour [Ag*]o = 21.25 mg/L et pH =3.6
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Hl G5
Bl G5
[ |
0/ 74
177
1480
= 54
B =7
Hl C0
H 5-
Hl CG
Bl plus

¥ (¥0)

Figure 2 : Surface de réponse dans e plan masse initiale en métal sacrificidl (Fe) — pH
pour [AgT] =21.25 mg/L et Q, =4.43 L/min

¥ (%)

Figure 3: Surface de réponse dans le plan pH- débit d’ écoulement (Qv) pour :

[AgT0o=21.25mg/L et massede Fe=50¢
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: Masse initiale en Fe

Xq

X> : Débit d’écoulement

Figure 4: Courbes isoréponses dans le plan débit — masse initiale en métal sacrificiel (Fe)
pour [Ag*]o = 21.25 mg/L et pH =3.6
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05 v ——

Xa: Masse initiale en Fe
=

L fin . BE—
-2 -1.48 -1 0.5 O 0.5 1 1.5 2

Figure 5 : Courbes isoréponses dans le plan masse initiale en métal sacrificiel (Fe) —pH
pour [Ag*]o=21.25 mg/L et Qy =4.43 L/min
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i

A

X3:pH
0

@{\

-2 1.3 -1 0.3 1 1.5 2

X2: Qv L/min
Figure 6 : Courbes isoréponse dans le plan pH- débit d’ écoulement (Qv) pour :

[Aglo=21.25mg/L et massede Fe=50g
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Annexe

Etapes d’ @aboration de modéle de 1¥ degr é par le plan factoriel complet a
deux niveaux par Logiciel Excel

Etape N° 01 : Déclaration de la matrice des expériences
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Etape N° 02: Calcul des coefficients du modéle

Les coefficients du modéle sont donnés par e produit matriciel :
B=[x"x]tx"Y

e Calcul delamatrice transposée de X
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« Lamatrice (X™X)*

« Lecalcul du produit Xy
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e Calcule des coefficients du modéle B; (B = [xT x]1xTY)
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Etape N° 03: Analyse statistique de I’ équation de régression

e Vérification delasignification des coefficients
Lasignification des coefficients est vérifiée par le test de student. Pour ce faire, on calcule les
valeurs detj apartir delarelation :
Sy
Avec:

s, : Ecart quadratique moyen.

e
Snj_m

En utilisant la table de Student relative a un test bilatéral (Tableau 3), on lit lavaleur de t, (f)
pour le niveau de signification a = 0,05 et le nombre de degrés de liberté f = no-1 = 11, soit
toos(11) = 2,201. Comme les valeurs de t3 , t12 , t13, t23, tas, 1123, 1124, t134, oz €t t1oz4 SONt
inférieures a la valeur tabulée du test de student, alors les coefficients correspondants ne sont

pas significatifs.
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e Recherchedebiais
Larecherche du biais peut sefaire al’aide du test de Fisher Snedecor, en comparant la
variance résiduelle lavariance de reproductibilité.
S?
F=—"
S

Lavaleur tabulée du test de Fisher Fogs (N- 7, no-1) = Fogs (10, 11) est égale 2a2.85. Comme

lavaeur calculée est inférieure acelle tabulée, le modéle est alors sans biais.
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e Test designification delarégression

D’ aprés la table de Fisher, Foos (¢ —1, N-7 ) = Fogs (5, 10) est égale & 3,33. Cette derniere
valeur étant inférieure a celle calculée (83.202), I’ équation de régression peut étre considérée

comme adéquate et le modele est valide a 95%. L’ équation du modéele s écrit alors :

{/ = 88.665+ 4.005x +3.824x, +5.642x, —1.820x,, —1.231x,,
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