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CHAPITRE 5

Notion de IK- Espaces vectoriels(lK étant un Corps
Commutatif) avec Exercices Corrigés

1. Espace vectoriel etsous espace vectoriel

Soit IK uu corps commutatif (généralement c'est IR ou C) et soit E un ensemble
non vide muni d'une opération interne notée (*) :

(+):ExE-,8
(x,y)--+r*y

et d'une opération externe notée (') :

(.) : IK x E--+ E

(À, c) --+ .\ . c

DÉFINITToN 1..1. Un espace aectoriel sur le corps ft{ ou un fr(- espace uectoriel
est un triplet (8, +,') tel que :

(1) (.8, +) est un groupe commutati!.

(2) VÀ € fr{,V*,y e E, ),. (n + y) :.1' r* À's
(3) vÀ,p € IK,Vc e E,(À+ p,). x : \. r * p. x
(a) VÀ,p € IK,Vo € E, (À. p,). r : À(1t'.r)

(5) Vr e E,Lnç.x = x

Les éléments de I'espace vectoriel sont appelés des vecteurs et ceux de IK des sca-

Iaires.

PRoposrrloN I.2. Si E est n{- espace aectoriel, alors on a les propriétés sui-
aantes:

(1) Vo e 8.,011ç.c :08
(2) Vx e E,-1N .t: -t
(3) vÀ€IK,À.08=08
(4) VÀ € t{,Yr'y e 8., À. (x - s) -- À' r - À' y

(5) V) € IK,Vr € E,x'),:0aêx:0EV.l:0xç
EXEMeLE 1.3. (t) (n,+,.) est unIF.- espace uectoriel, (C,*.,.) estunC-e.a.
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(2) Si, on consid,ère R2 muni d,es d,ern opérations suiaante

(+) : IR2 x IR2 --- R', ( ) ' 
IR x IR2 ---' IR2

((*,y),("',a')) -+ (x t rt,y + s'), (À, (*,s)) "- ()'o, À 9)
on peut facilement montrer que (lF'2,*,.) estunR-e.u.

DÉFINrrroN 1.4. Soit (8, +, -) un X{- espace uectoriel et soit F un sous ensemble

non uide de E , on d,it que F est sous espace uectoriel si' (F , + , ') est aussi, un n{- espace

uectoriel.

Il.*;lvt,tnqua f.it. Lorsque (F,+,.) est IK- sous espace uectoriel d,e (8,+,'), alors

0r€F.
Si0E ê F alors (F,+,.) ne peut pas être un frl- sous æpace uectoriel d'e (8,+,').

TÈrÉoRÈIvIE 1.6. Soit (8,+,.) un n{- espace uectoriel et F C E,F non uid,e on

a les équiualences sui.uantes :

(I) F est un sous espace uectoriel d'e E.

(2) F est stuble par I'add,i.tion et par la multiplicatr'on c'est à d,ire :

Yx,y e F,V\ €n<,r +Y e F,À.r e F.

(3) Vr, s e F,VÀ, p. e IK, À.2 + p.s e F, d"où :

h' est s.e.a ++ I P + a'

I Vz,g e F,YÀ, p e n{, )'.r * p'.y e F

@) Vr,y e F,VÀ, p, e IK, À.2 i y^y e F, d'où :

F est s.e.aë I o" t P' 
-I Vz, g € F,YÀ, pr e IK, À.r + p.y e F

ExEMPLTI 1.7. (1) {08}, E sont d'es sous espace uectoriel d'e E.

(z) F : {@,y) eGl2 lr + y: 0} est un sous espl,ce uectoriel car;
- 0r:0R": (0,0) € F + F lA.
- V (r, g), (n', y') e F, À., p' € B" rnontrons que ),(x, y) + p'(t', g') e? F ; c' est

à d:ire (\r -f pr', \y 'l ItA')e? F

^r 
+ P'r' + Ày * 1tg' : À(r + g) + p(t' + v') : À'0 + p'0 : 0'

car (x,y) e. F + t + A : 0, et(t',g') e F + i -f Y' : 0'

Alnil ),@, g) + tt@',i) € F, F est sous espace aectoriel de n-2.

(f) f : {(a +s+ z,r-y,z)lr,y,z eIR} esl uns.e.ud'eR3, en effet,

-b;: {o,o,o) e F car(0,0,0): (0+0+0,0-0,0) + F 10.
-Vi,V e F,À,1L.eEI montrons que ÀX + pYe?F; on a:

X e F e 3(r,y, z) e R3 I X : (r + Y )- z,r - Y, z),

Y e F +3(r',g',2') elft3 lY:(x'+a'+ z',t;'-Y',2'),

^X 
+ til: (Àz+ \y*)2,\r_ Ày,Àz)+(pr'+ tt'y'i pz',1'tx'- pa',pz')
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ÀX + 1tY: ((Àz+ ptr')+(\g+ 1t'v')+(\z+ tt'z'),(\r+ 1't'x') -(\v+ pv')'Àz+ 1tz)

d"oit 1r" : Àx * Ft' e F.']a" : Ày -l Lt\' e F.',)2" = )z + tt'z' € ]F.''

a'insx

^x 
+ pY : çn" + a" + 2",r" - g", z") < F'

TrrÉonÈ tn 1.8. L'intersecti,on d,'une fami,lle non uide d,e s.e.u est un sous espace

uectoriel.

1l.l;ven.Qt.itr t-'.i). La réuni.on de deut s.e.u n'est pas forcétnent un s'e'a'

Exruptt 1.10. El: {(r,o) elft2),82: {(o'y) e I*}, Etu E2n'est un s'e'u car

U,:1t,0),Uz: (0, 1) € E)'etÛt+uz: çt,t1 ç E1uE2, car (r,1) ç ù^(r'r) ç E2'

2. Somme de deux sous espaces vectoriels

Soit Et, Ez d.eux sous espaces vectoriels d'un IK-e'r'-8, on appelle somme de deux

espaces vectoriels, E1 el E2 et on note .Er f Ez l'ensemble suivant :

E1'r E2: {U e El=qe 81,=[J2e E2lU:Ut*Uz]'
pïroposlTroN 2.I. La sornme d,e d,eur s.e.a d,e E1 et E2 (d'un même n1\-e.u) est

un s.e.a de E contenant Et0 Ez,i"e''EtU Ez C Et'l Ez'

3. Somme directe de deux sous espaces vectoriels

On dira que la somme Et * Ez est directe si Vi/ : -Ilr 
-l- [/z' il existe un unique

vecteur [l € E1' un umque vecteur Uz € Ez' l] = Ut -f U2, on note E @ h'
TËÉoRÈME 3.L Soi't Et,Ez d'eur s.e'u d"un même nl'-au Erla somme Et! E2

est d,'irecte s'i hn E2 : {}sJ.
3,1. Sous espace supplémentaires' Soient -81 et Ez deux s e'v d'ul même

IK-e.v E, on dit que E1 et' E2 sont supplémentaires si E1 @ '82 : E

Exprr.rprr: 3.2. EI :{(2,0) e tr.''},8": {(0,'v) e tI-'-2]t,h@82:tr,z' Et etEz

s o nt supp Iém entai'res.

4. Familles génératrices, familles libres et bases

Dans la suite, on désignera I'espace vectoriel (E' +'') par E'

DÉFINITIoNs 4.I' Soit E un e.a et er,e2"',etu d'es éléments de E'

(I) On d'it que {e1,e2.. 'e^} sont libres ou linéairement independ'ents' siVÀr')z' 'À" e

]K:
À1e11\2e2I .. 1 Ànen: 0 + Àr : \z: "' = À^:0' solution uni'que'

Da'ns le cas cont'raire, on d'it qu'ils sont liés'

(2) On d'it que {ev,e2. .'e,} est une famille génératrice d'e E' ou que E est ett'gen-
' ' 

d,ré par'{e1,'er'.., e*} siVx € E,=À1,)2' , À-" € II{/
r: Àrer I \zezl...+ 

^,,en'
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(3) Si {ey,e2...,en} est une famr,lte tibre et génératrice d'e E' alors {e1'e2 'e"}
est aPPelée une base d,e E'

lllttr4ÀltQl.rlt 'tr.'2 Dans un espace uectoriel E, tout uecteur non nul est I'r'bre'

TsÉonÈun 4.3. Si {e1,e2...,en) et {elr, d2" ', e1,,,} sont deur bases d'e I'espace uec-

torit È, alors n: m. pà d'autre ié'*"i, tl' i' 
"ipo"" 

uectori'el ad'met une base alors

totutes les bases d,e E ont le même nombre d'éléments (ou même cardi'nal)' ce nombre

io-n" aee"na pas d,e la base mais it d'épend' seulement d'e I'espace E' D'où la définttion

su'iuante.

DÉl'rNtrroN 44. Soit E unn{- espace aectoriel d'e base B : {e1'e2" 'en}' 
alors

d,im(E) : Card'(B).
où d)m( ù : est la d'irnensi,on d'e E et C ard'(B) : est le cardinal d'e B '

Ii.M-,ufQUn ,),.ô. d,onc chercher une base pour un espace aectoriel c'est trouuer une

fanritile d'e ,"ct"urs darr" E, qui frtrrne'nt un Jirnille 1i'bre et génératri'ce d'e E' Ie rt'omltre
'd'éIéments 

de cette famille représente d'imÛ '

EXEIvIPî,n '{.6 (l) Cherchons une base delFi}, it Taut trouuer une fatnille d'e

uecteurs d,ans n's qui engend're Rr et qui soit libre :

Y(r,,s,z) eFl|,(r,s,z): (o,0,0)+(0,s,0)+(0,0,2) : r(1'0'0)+s(0' 1'0)+z(0'0' 1)'

En posant, e1: (7,0,0),e2: (0, i,0)' e3 : (0,9:1) on aoit bien que {e1'e2'4}
est'une fo,mitte gene,oi,i"à, et a'ussi libre en efret; si VÀr' Àz' À: e IK :

À1e1t\2e2l)4q: (0' 0' 0) + Àr(1' 0' 0)+)z(0, 1,0)+À3(0,0, 1) : (Àr, À,' À3) : (O', 0' 0)'

{e1. e2. e3} est appelée base canonique d'e R3 '

(2\ Montrons que ks f t: G, -l), fr: (1,1) il forment une base de tn-2 ' 
montrons

que

(a) {/r, /r} est génératrice <+ V(æ, g) € IR2,:À1, À2 € IR'

(r,ù : \t'f' + \zfz'@'ù: (Àr * Àz' Àz - Àr)

axn'L 4 _r. - i'Y .

^2= 
-,41 

:

donc {Jy f2) est génératrice'

(b) {/t, /r} est libre Y \' \z e tr.''

r-a

Àth* Àz!z:0R' + ()r +À2,À2 -Àr): (0'0) +2^2:0 + À2: Àr:0'

THÉoRÈ\,IE 4.7 Soit E un espace aectoriel d'e d''imension n :

(I) Si. {e1,e2...,en) est base d'e E e {et,ez ",en} est génératrice e {eve2 'en}
est libre.

(2)Si{e1,e2...,er)sontpuecteurd'ansE,aaecp>n,alors{eçe2"''e'}ne.peut'' et à îiUi", d,é'plus si' {e1,e2"',er} est génératri'ce' alors iI eriste n uecteurs

parmis {e1,e2..,er} fomnent une base E'
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(3) Si, {e1, e2..., er} sont p uecteur d'ans E, auec p < n, alors {e1' e2;' 
' 
er}. ne peut

" et à ge"er"'t iéede pirs si {e1'e2...,er} est-libre, alors il eriste (V - P) aecteur

po#1, {"o*t,"ri*",.. ,.^} i,ans E teli'que {e1,e2"', ep'epat, "',en) est une base

pour E.

(4) Si F est un sous espace uectoriel de E alors dimF < n, et d'e plus d'imF :
neE--F.

ExnMl'LD 4.t1. (I) Dans I'eremple précéden't Tt : $' -I)' h : (2'1) po'ur

montrer que {Jr', iz} Jorm'e une base de E\2, il s'ffit d'e 'nrontrer que {f t' fz}
est soit libre àu génératrice. ( cette propriété est aï.aie dans le cas d,es espaces

aectoriels d'e d,imensions finies ) '

(2) Po'urmontrer q'ue {(1, 1, 1), (1, 1,0), (0, 1, -I)} est"une^base d'e F.'3 ' it s'ffit d'e

'montrer qu'elli est-tibre rtu génératrice car d'imn\3 
= 

3' {ît, f:-} est libre car :

VÀ1, À2, ); € ]R, Àr(1, 1, 1) + Àr(1, 1,0) + À3(0, 1' -1) : (0' 0' 0)

[ ^,+^':o I r'':g
o{ Àr*Àz*Àa:0 <+( )z:0

[,rt-'1.:o |t 
^':9 

(solution un'iq'ue)

d.onc {(1,1, 1), (1, 1,0), (0' 1, -i)} est une base d'e tn.-3 '

(3) Cherchons une base pour F : {(r + A'r - z,-U - z)lt,y,z € B"}' comme

F c R3 alors d'imF < 3, d,onc la base de F ne possèd'e pas plus d'e trois

uecteurs .

(r 1's,n - z,s - z): r(1' 1, 0) + s(1, 0' -1) + z(0' -1' -1)

ainsi u1 : (1, 1,0),o2 : (1,0,-1),u3 : (0'4'-1) fo-rment une Jamille géné-

ratrice'poui F, si cette Jamitte est li'bre, alors elle forrnera une base pour F'

VÀr, À2, Àg € IR'

Àr(1, 1,0) + Àr(1,0, -1) + À3(0, -1, -1) : (0' 0' 0)

fa'*a':9 .. f À,:-À,o { r,-Àr.=0^ o1,t,':.1, ^

|. -'t'-'l':o
Donc {(1,1,0), (1,0, -1), (0, -1, -l)) n'est pas libre, mais d"après le théorème

précérIànt, r.n' peut ettraire d,e cette fanitle une base d'e F, po'ur le Jaire on,

d,oi,t chercher d'eut aecteurs de fami,Ue qui' sont li'bres, si' on les trouue alors il
jor*rnt rn" base pour F, si on ne trouae pas on prenrl' un uecteur non nul et
"ce 

aecteur sera une base pour F. Prenons par enemple {a1,u2}

f i'+'l':o
À1(1,1,0) +Àz(1,0,-1): (0'0'0)* 

1 1,^;j 0 
* À1: À2:0,

ainsi' {q,u2} est une base pour F et d'irnF = 2 ,
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5' Notion d'APPlication Linéaire

5.1,. Généralités.

DÉFINITIoN 5.1. (1) Sodi(8,+,') et(F,+,') d'eut fr{- espaces aectoriels et

soi't f une applicatio,n de E d'ans F, on dtt que f est une application linénire

s'i et seule'm.e'nt si :

Yr,y e E,V\e IK,/(z+s) : /(") + T(ùetfQ' r) : À' f(r)'
où d,'une rnani'ère équiualente :

Vr'y e E,Y\,1.r, e IK, /(Àz + p'a) -- 
^f 

@) + pl(a)

(2) 9i de ptus f est bujecti'ue, on di't alors que f est un isomorphisme d'e E d'ans

r.
(3) Ilne appl'icatittn lineaire d'e (8, +, ') dans (8, +, ') est d'ite 'u'n endltmorph'isme'

(4) (Jn i'somorphi,sme de (8, +,') dans (8, +, ') est aussi appelé un automorphi'srne

de E dans E.

ExEI\.rPLË 5.2. (7) L'application

fi : IR2 --- IR
(t,Y),'-'t-Y

est une applicati,on li'néai,re, car : Y(r,g),('',U) e IR2'VÀ' p € IR'

/r(À(r, s) + p(r', y')) : f1(),r + pnt, Àa + pa') : \t t pa' - (^v + pa')

+ fi (À(r, y) + tt(r',a')) : À(r - ù + P'(r' - a) : \ft@'a) + ttT'@"a')'

(2) L'appli.cation 
12 : IR3 +_--' IR3

(r,Y, z) ,---' (-r + a,r - 5z,g)

est une applicati,on ltnéaire, car : Y(t,y, z),(r',A', z') € IRS' VÀ' p e IR'

f z(À:', y, z) * p(n', v', z' )) : f 2(Àt + p'tt, \v t 1tvt, Àz + pz' )

c Tz(\(r,y, z) + t"(*',A', "')) 
: (-Àr - pt' + \y + 1t'y', p'r' + 1'm' -5\g -\pg' ' 

Àg * 1t'y')

e'Tz(À(r,a, z)+ t (r',a', 
"')) 

: (-Àn+Ày,Àr-ilz'Àù + (-px' + 1tv" pr' -51rz"\y')'
o'iixir,n, "j*p('r',;', 

/)) -- À(-ris,r-52,v)+p(-r'+v',r'-52',v') : ÀTz(t'a' z)+prz@' 'v" 
z')'

(J) L,applicati,on 
/3 : IR,_--_+ IR

r +"- -3n
est isomorphisme, en effet,fs est li'nèai're car :

Vc,v e IR'VÀ,p e iR,/3(Àz + Itv): -3\r -3pa: 
^fz@) 

+ !'fs(a)'

il.rf'1-,Nlî.Q u fl it.:i On pe'ut 'montrer facilem'ent la so'm'me d'e d'ern applicatitsns li''

neaiies est une appti'cati'oÂ li,néaire, aussi' le produit d"une appli'cation lt'néai're par un

tài"ir, 
"t 

to 
"o*iore" 

d'e rleu applicati'ons linéaires est une appli'cation li'néaire
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PRoposrtroN 5.4. Soit f une application linéaire d,e E d'ans F.

\.)f (O") : Oe, z.)Vx e E, f (-x) : -l@).
PP.EvvF,. On a,

r)f(o') : f(on + o") : f(o') + lQa) + f(oE) : oF.

z.)f(-r) + l@) : f(-r + r) : T(ou) : or + fG") : -T@).

DÉFTNITIoN 5.5. Soit f une application li,néai,re d.e E d'ans F.

(l) On appelle image de f et on note Imf l'ensemble d'éf'ni' comme suit

Imf : {s e Flh e E : f(x) : s} : {f(x)/n e E}.

(2) On appelle noya'u d,e f et on note ker f I'ense'mble d'éfi'n'i umme s'uit :

ker/: {z e Elf @): Op}'

On note parfois ker f, par /-t({0})
PRoPosrrroN 5.6. Sif est une application knéaire de E dans F,alors sid'imlmf :

rù < +oo, alors n est appelé rang d.e f et on note rg(f).
Imf et ker f sont d,es sous espaces uectori,els d.e E .

ExEMPT,E 5.7. (1) Déterminons le noyau de l'appli'cation f y

ker / : {(r, e) e IR2 I T@, y) : 0} : {(r, s) Ç R2 I r*2y : o} : {(2, y) e R2 I r = -2a}
ainsi

ker f : {(-zy,y)/y e IR} : {a?z,t)/y e IR}

d.onc le ker f est un sous espace uectoriel engendré par u: (-2,1) d'onc i,l est

de d,i,rnensi,on 7, et sa base est {u} .

(2) Cherchons I'i,rnage d.e

/2 : IR3 '.-.- IR3

(r,y,z),-----' (-x+y,x - z,y)

Imf2 : {J @, y, z) I @, a, ") 
€ IR3} : {(-r + a, r - z, y) I @, y, z) e Ft3}

Imf2: {t(-1,1,0) + s(1,0, 1) + z(0,-1,0)l@,s, z) etrt3}
donc Imf2 est un s.e.u d.e R3 engendré par {(-1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, -1, 0)} ,,
est facile de montrer que cette fami,lle est li'bre et d,onc r,l forment une base d'e

tr."4 donc d'imlrnfz : 3,rSUù: 3, Irnl : IR3.

PRoposrrroN 5.8. So'it f 'une application linéaire d'e E d'ans F on a les équiua-

lences suiuantes :

(1) f est surjectiue e Imf : P.

(2) f est i'njectiue <+ ker/: {06}.
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EXEMPLE 5'9' Dans I'exemple Imf' : 1r-^* d'onc fz est surjectiue' montron's que

f2 est trujectiae

ker f2 : {@,s, z) e tn"* I 112@,v, z) : (0' 0, 0)}'

+ ker /2 = {@,y, z) e tn"* I Çt + s, r - z,s) : (0' 0, 0)} 4 s = v = 2 : Q

d,onc ker f2: {(0,0,0)}' ai,nsi' Ï2 est bijectiue'

5,2. Application Linéaire sur des espace de dimension finies'

PROposrTroN 5.10. soit E et F d.eux fi{ espace uectoriels et f ,g d'eur ap.pli'cations

ttniaire; d,e E dans F . Si. E est d,e d,r,mensi'on finie n et {e1' e2' "-' en} une base de E 
'

alotrsYk e {1,2,..,n}, f (e1") : g(e1") eYt e E, f (x) : g(t)'

PREUVE. L'i'mplication (+) est eui'd'ente

p 
""i(=l Àà E irt 

"ns"nàre 
po' {" r, "r, ", 

e,},. d'oncV t € E' f Àr' )z' "'' À n € n{' r :
À1e1 f À2e2 t.. f À,'e',, comtne f et g sont linéaires' ators

J @) : !Q1e1* Àzez I ... + À*e.): À1/(e1) + Àzl@z) + "' + À"Ï(e")'

g(r) : g0le1I \zez * .. * \nen): Àrg(et) +\zg(ez)* " -l À"9(e")'

d.onc si on suppose que Vk € {1,2, ","\' f (en) : g(e1') donc on d'éd'ui't que Vr €

E, f(x) : s(r).

R.nNlÂllQ{i}) i.1..1. Pour que tLetn applicati'ow lineat'res f et g d'e E dans F soient

egrt;;'ll tiffit qu'elles coincid'ent sur la base du fr{- espace uectoriel E'

ExI;MPLE 5.I2. Soit g 'une altplicatittn d'e É d'ans R2 telle que

e(1,0) : (z' 1)' e(0' 1) : (-1' -1)

alors détermi,nons la ualeur de g en tous points de R2 ' en effet on a :

V(z,e) e ff, (t,Y):x(L,o) +Y(0'1)

s@,a) :g(r(1, 0) +s(0, 1)) : ze(l, 0) +ve(0, 1) : n(z'I) +v(-r' -l -- (2r -s' t -s)

ainsi g(r,Y) : (2t - Y'z - Y\'

THÉoRÈME 5.73. Soi,t ! une appli'cation linni're d'e E dans F auec dimension de

E est f,nie, on a :

-

I aim\ : dimket f + d'iml mU ))

FxEl\,rPLE 5.14. On a montré que dirnket fi: I auec fi déf'nie

fi : IR2 t----- IR

(t,Y) +"+ r +2Y

comrne d'imH'2 : z + dimlrn(T) -- d'imn-2 - d'i'mker fi:2 - l: L



6. EXERCICES CORRIGES 51

PRoposrrrox 5.I5. Soit f une application li.néaire d,e E d,ons F aaec d.irnE :
d,imF : n. O'n a alors les équiualences suiaantes :

f est i,somorphisme <+ T est surject'iue e f est i,njectiue

e d,irnlm(f): dimF e Imf : F e ùi'mket J: Q a+ tus1/: {06}'
d,e cette propositi,on, on d,éd,uit que si f est un isomorphisme d,e E dans F auec d,irnE

finie alors nécessairement d,im0 : d,imF en d,'autres terrnes si dtirnÛ I d,irnF alors f
ne peut être un isomorph'isme.

Expirapr,e 5.16. (L) L'apptintion fi n'est pas un i,somorphinne car d'imlPt2 I
d,i,m]F'.

(2) Soi,t g(x,y) : (zx-V,r-g), g défrnie d,etrtz dans n^2 on a,dimB2 : d,i,m,É
est un isomorphisme car d,i,mker g : 0 en effet :

kers: {(r,y) €.Fl2/(2r-y,r-ù:(0,0)}:{(0,0)}, !

c'est rnême un automorphi'sme.

!-:.'-. i !

h.


