CHAPITRE 5

Notion de IK— Espaces vectoriels(IK étant un Corps
Commutatif) avec Exercices Corrigés

1. Espace vectoriel et sous espace vectoriel

Soit IK un corps commutatif (généralement c’est IR ou C) et soit £ un ensemble
non vide muni d’une opération interne notée (+) :

(+):ExE—E

(,y) =z +y
et d’une opération externe notée (-) :
():IKxE—FE
(Az)—> Az
DEFINITION 1.1. Un espace vectoriel sur le corps IK ou un IK— espace vectoriel
est un triplet (E,+,-) tel que :
(1) (E,+) est un groupe commutatif.
2)VAeK,Vz,ye E,A-(z+y)=A-z+ Ay
B)VApeK,Vze E,(A+p)-z=A-z+p-x
(4) VN peK,Vz e E,(A-pu) -z = A(p.2)
(5) VwGE,l]Kvlet

Les ¢léments de l’espace vectoriel sont appelés des vecteurs et ceux de IK des sca-
laires.

ProOPOSITION 1.2. Si E est IK— espace vectoriel, alors on o les propriétés sui-
vanies :

(1) Vz € B,0 -« = 0p

@) ¥reE —-ljg-v=-x

(3) VA € IK, - 05 = Op

(A VAeK,Vz,ye ELA-(z—y)=Ar-2—-A-y

(5) VA€ K, Vo € Byz- A =05 &2 =0V A= 0

LXEMPLE 1.3. (1) (IR, +,.) est un IR— espace vectoriel, (C, +,.) est un C—e.v.
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(2) Si on considére IR? muni des deuz opérations suivante
(+) :IR? x R? —» R?, (): R x R? - IR?
(=), (&, ¥)) = (z+7,9+9), Alzy)— A-2,x-9)
on peut facilement montrer que (IR?, +,-) est un R—e.v.

DEFINITION 1.4. Soit (E,+,-) un IK— espace vectoriel et soit I' un sous ensemble
non vide de E, on dit que F est sous espace vectoriel si (F,+,-) est aussi un IK— espace
vectoriel.

Remanrque 1.5. Lorsque (F,+,-) est IK— sous espace vectoriel de (E, +,-), alors
Op € I'.
Si0g ¢ F alors (F,+,-) ne peut pas étre un IK— sous espace vectoriel de (E,+,-).

THEOREME 1.6. Soit (E,+,-) un IK— espace vectoriel et F C E, F' non vide on
a les équivalences suivantes :
(1) F est un sous espace vectoriel de E.
(2) F est stable par laddition et par la multiplication c’est & dire :
Ve,yec FFVAeK,z+y€F,Az €F.
(3) Vz,y e FFVApe K, Az +py € F, dou :

F #0,

Fest s.eve { Ve,ye FYApelK, Aaz+pyeF

(4) Vz,ye FY A pueIK, Az +py € F, d'od :

0 € F,

F est s.e.v@{ Vz,ye FYNpelK, Az+py€eF

EXEMPLE 1.7. (1) {0g}, E sont des sous espace vectoriel de E.

(2) F = {(z,y) € R?/z +y = 0} est un sous espace vectoriel car;
~ 0 =0z =(0,0)€ F = F#0.
- V(z,y), (@, ) € F,\ i € R montrons que A(z,y) + u(z',y')€'F ; c’est
a dire Mz + pa’, \y + py')€'F
Az + pz' + Ay + py' = Mz +y) + p(@’ +y) =A0+p0=0,
car (z,y) eF=z+y=0et(z,y) e F=>2"+y =0.
Ainsi Mz, y) + p(z',y') € F, F est sous espace vectoriel de IR2.
(3) F={(z+y+2z2—y,2)/z,y,2€ R} est un s.e.v de IR?, en effet,

- 0% =(0,0,0) € F car (0,0,0) = (0+0+0,0-0,0) = F #0.

~“VYX,Y € F, A\, u € IR montrons que \X + pY€'F; on a :
XeFeIy)eR/X=(+y+z5—y2),
YeFoeidy )eRY=(Z+y+7,2' - 2,
AX 4 pY = Az + Ay + Az, Az — My, Az) + (ua’ + py’ + p2', pa’ — py', p2’)
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AX 4 Y = ((Az + pa') + Qg + pyf) + Az + p2), Az + pz') — My + py'), Az + pz)
dov It =z +pz' € R,y = dy+upy € R, 3" =Xz + pz € IR,
ainsi

)\X =L }LLY - (SC” +yﬂ + Z”,.'L'” _yﬂ1sz) e F

THEOREME 1.8. L’intersection d’une famille non vide de s.e.v est un sous espace
vectoriel.

REMARQUE 1.9. La réunion de deuz s.e.v n'est pas forcément un s.e.v.

ExeEMPLE 1.10. By = {(2,0) € R*}, B2 ={(0,y) € IR?}, E; U Eyn’est un s.e.v car
U1 = (1,0),U2 = (0, 1) S Eg et U1+U2 = (1, 1) ¢ E1UE2, car (l, 1) ¢ El/\(l, ].) ¢ EZ.

2. Somme de deux sous espaces vectoriels

Soit F;, F» deux sous espaces vectoriels d'un IK—e.v E, on appelle somme de deux
espaces vectoriels, E; et Ep et on note E, + E; ’ensemble suivant :

E|+ E; ={U€ E/3U1 S E1,3U2 GEQ/Uz U1+U2}.

PROPOSITION 2.1. La somme de deuz s.e.v de By et Ey (d’un méme IK-e.v) est
un s.e.v de E contenant Ey U Ea,i.e., By U Ey C Ey + Es.

3. Somme directe de deux sous espaces vectoriels

On dira que la somme E; + E; est directe si VU = U; + Us, il existe un unique
vecteur U; € Ei, un unique vecteur Uz € Lo, U = U + Us, on note E; @ Es.

THEOREME 3.1. Soit E1, Ey deuz s.e.v d'un méme IK—e.v Efla somme B, + Es
est directe si By N Ey = {0g}.

3.1. Sous espace supplémentaires. Soient E; et By deux s.e.v d’un méme
IK—e.v E, on dit que B et Ep sont supplémentaires si £ PE,=E

EXEMPLE 3.2. By = {(2,0) € R?}, B, = {(0,y) e R*}, E: D Ez = R?, F, et Bz
sont supplémentaires.

4. Familles génératrices, familles libres et bases
Dans la suite, on désignera l'espace vectoriel (E, +,-) par E.

DEFINITIONS 4.1. Soit E un e.v et ey, €z..., €, des éléments de E,

(1) On dit que {ey, €2..., en} sont libres ou linéairement independents, si VA1, Az, ..., An €

K:
Mer+ deg+ o FAnen =0= A1 = Ao = ... = A, = 0, solution unique.
Dans le cas contraire, on dit qu’ils sont liés.

(2) On dit que {ey, €2-.., en} est une famille génératrice de E, ou que E est engen-
dré par {ey, €a...,en} SiVz € E, I, Aoy oy An €K/

z = Mey + A€z + ... + Anén.
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(3) Si {e1,ez...,en} est une famille libre et génératrice de E, alors {e1,€2....€n}
est appelée une base de L.

REMARQUE 4.2. Dans un espace vectoriel E, tout vecteur non nul est libre.

THROREME 4.3. Si {e1,e2...,en} €t {€},€5...,€,,} sont deux bases de 'espace vec-
toriel E, alors n = m. En d’autre termes, si un espace vectoriel admet une base alors
toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments (ou méme cardinal), ce nombre
la ne dépend pas de la base mais il dépend seulement de Uespace E. D’ot la définition
sutvante.

DEFINITION 4.4. Soit E un IK— espace vectoriel de base B = {e1,€2...,€n}, alors
dim(E) = Card(B).

o dim(E) : est la dimension de E et Card(B) : est le cardinal de B.

REMARQUE 4.5. donc chercher une base pour un espace vectoriel ¢’est trouver une
famille de vecteurs dans E, qui forment un famille libre et génératrice de E, le nombre
d’éléments de cette famille représente dimb.

EXEMPLE 4.6. (1) Cherchons une base de IR®, il faut trouver une famille de

vecteurs dans IR® qui engendre IR? et qui soit libre :

V(z,y,2) € R?, (2,9, 2) = (2,0,0)+(0,9,0)+(0,0,2) = z(1,0,0)+v(0,1,0)+2(0,0,1).
En posant, e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1) on voit bien que {e1, €2, €3}
est une famille génératrice, et auss libre en effet; si VA1, Ag, Az € IK :

A1€1+}\262+/\3€3 = (0, O, O) = /\1(1, 0, 0)+/\2(0, 1, 0)+/\3(0, U, 1) = ()\1, )\2, /\3) = (O, 0, U)
{e1,e2,e3} est appelée base canonique de IR®.

(2) Montrons que les fi = (1, 1), fa = (1,1) il forment une base de IR?, montrons
que

(a) {f1, fo} est génératrice < Y(z,y) € R?, 3\, A2 € IR,
(z,y) = Mfi + Aafa, (@,9) = (A + A2, A2 — A1)

ainsi

List ] T—=d
A = 'z—y” M= :
donc {f1, f2} est génératrice.
(b) {f1, fa} est libre VA1, A2 € IR,
M+ A fa=0R2= (A1 + Az, A2 — A1) = (0,0) = =0=>X=M=0.
THEOREME 4.7. Soit E un espace vectoriel de dimension n :

(1) Si {e1,e2....en} est base de E < {e1,e2...,en} est génératrice < {ej,€2....€n}
est libre.

(2) Si{ei,e2...,ey} sont p vecteur dans E, avec p > n, alors {e1, €2..., ept ne peut
étre libre, de plus si {e1,€2...,ep} est génératrice, alors il existe n vecteurs
parmis {ey, €a..., ey} forment une base E.
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Si {ey,ez..., ey} sont p vecteur dans E, avec p <mn, alors {e1,€...,e,} ne peut
étre génératrice de plus si {ey, ez..., ep} est libre, alors il existe (n — p) vecteur
parmis {€p+1, €p+2, -1 €n} dans E tels que {€1,€3... €ps Ep+1, -y en} est une base
pour E.

Si I est un sous espace vectoriel de E alors dimF < n, et de plus dimF =
nas BE=F.

EXEMPLE 4.8. (1) Dans Uezemple précédent f, = (1,-1), fo = (2,1) pour

(2)

(3)

montrer que {fi, f2} forme une base de IR2, il suffit de montrer que {f1, f2}
est soit libre ou génératrice.( cette propriété est vraie dans le cas des espaces
vectoriels de dimensions finies).

Pour montrer que {(1,1,1),(1,1,0),(0,1,—1)} est une base de IR3, il suffit de
montrer qu’elle est libre ou génératrice car dimIR® = 3, { f1, fa} est libre car :
VAL Ap ds € TR, Au(1,1,1) + Ao(1, 1,0) + Ag(0, 1, 1) = (0,0,0)

AL+ Az =0 AM=0
= )\1+)\2+z\3=0 p= A2=0
A —A3=0 As = 0 (solution unique)

done {(1,1,1),(1,1,0),(0,1,—1)} est une base de IR®.

Cherchons une base pour F = {(z + v,z — 2,—y — 2)/%,y,2 € R}, comme
F c IR® alors dimF < 3, donc la base de F' ne posséde pas plus de trois
vecteurs -

(z +v,z— 22— 2) = 2(1,1,0) + y(1,0, —1) + 2(0,-1,-1)

ainsi v1 = (1,1,0),v2 = (1,0, —1),v3 = (04, —1) forment une famille géné-
ratrice pour F, si cette famille est libre, alors elle formera une base pour F.
VA1, A2, Az € IR,

/\1(1: 1}0) + ’\2(110? '_1) e /\3(0’ _1: _1) = (0,0, 0)

A+Ae=0
P
SQ A—X=0 4::){ SV

—)\2—/\3=0

Donc {(1,1,0), (1,0, -1), (0, =1, 1)} n'est pas libre, mais d’aprés le théoréme
précédent, on peut extraire de cette famille une base de F, pour le foire on
doit chercher deuz vecteurs de famille qui sont libres, si on les trouve alors il
forment une base pour F, si on ne trouve pas on prend un vecteur non nul et
ce vecteur sera une base pour F. Prenons par ezemple {v1,va}

A+ Ag =0
A1(111,0)+/\2(1,0,—1): (0,0,0)@ A]_ =0 = A :;\2:0,
e YT

ainsi {v1,ve} est une base pour F et dimF =2,
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5. Notion d’Application Linéaire
5.1. Généralités.

DEFINITION 5.1. (1) Soit (E,+,-) et (F,+,-) deuz IK— espaces vectoriels et

soit f une application de E dans F, on dit que f est une application linéaire
si et seulement si :

Va,y € B, VA € KK, f(z +y) = f(z) + fy)etf(A-x) = A~ f(2),
ou d'une maniére équivalente :
Vz,y € E,VA p € K, f(Az + py) = Af(z) + pf(y)-

(2) Si de plus f est bijective, on dit alors que f est un isomorphisme de E dans
F.

(3) Une application linéaire de (I, +, ) dans (B, +,-) est dite un endomorphisme.

(4) Un isomorphisme de (E,+,-) dans (E, +, ) est aussi appelé un automorphisme
de E dans E.

EXEMPLE 5.2. (1) L’application

f1:R2— R
(z,y) —z—y
est une application linéaire, car : ¥(z,y), (¥',y) € R% VA p e IR,
A y) + u(@,y) = A0+ pa, Ay + py') = Ao+ pa’ — Oy + ')
= (M@ y) + (@ Y) = Mz —y) + p(@ —y) = Mile,y) + ph(ey).
(2) L’application
fa: R —sJR?
(z,y,2) — (- +y,T— 52,9)
est une application linéaire, car : ¥(z,y,2), (2, ¥/, ) e R V\pelR,
LMz, v, 2) + pl@y g 2)) = oz + pa', My + py', Az + p2)
& fl\z,y,2) +u(@, ¥, 2)) = (=Az = pa’ + Xy +py', pa’ + pa’ —5Ay = 5py’, Ay+py')
o fo(Ma,y, 2) + (@, ¥, 2) = (=Az+ Ay, Az —5Az, )+ (—pz' 4+ py, pa' —5p2', ).
& f(\x, v, 2)+u@, Y, 7)) = M—z+y, a5z, y)+p(—2+Y, o' —-52,y) = Ma(x,y, 2)+ufa(z, Y, 2).
(3) L’application
fo: R— R
T — —3%
est isomorphisme, en effet, f3 est linéaire car

Va,y € R, VA, 1 € IR, fs(Az + py) = —3Az — 3uy = Afs(z) + 1fa(y),
REMARQUE 5.3. On peut montrer facilement la somme de deuz applications li-

néaires est une application linéaire, aussi le produit d’une application linéaire par un

scalaire et la composée de deur applications linéaires est une application linéaire.
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PROPOSITION 5.4. Soit f une application linéaire de E dans F'.
1.)f(Op) = OF, 2.)Vz € E, f(-z) = —f(z).
PREUVE. On g,
1.)f(Og) = f(Og + Og) = f(Og) + f(Or) = f(Og) = OF.
2.)f(=%) + f(z) = f(—z +z) = f(Op) = O = f(-z) = — f().

DEFINITION 5.5. Soit f une application linéaire de E dans F'.

(1) On appelle image de f et on note Imf l'ensemble défini comme suit

Imf={ye F/3z € E: f(z) =y} = {f(z)/z € E}.
(2) On appelle noyau de [ et on note ker [ Uensemble défini comme suit :
ker f = {z € E/f(z) = Or},
On note parfois ker f, par f~1({0}).

PROPOSITION 5.6. Si f est une application linéaire de E dans F,alors sidimImf =
n < 400, alors n est appelé rang de f et on note rg(f).
Imf et ker f sont des sous espaces vectoriels de E.

EXEMPLE 5.7. (1) Déterminons le noyau de lapplication fi,
ker f = {(z,y) € R*/f(z,y) = 0} = {(z,y) € R*/z+2y = 0} = {(z,9) € R*/z = —2y}
ainsi

ker f = {(—2y,y)/y € R} = {y(-2,1)/y € R}
donc le ker f est un sous espace vectoriel engendré par u = (—2,1) donc il est
de dimension 1, et sa base est {u}.

(2) Cherchons l'image de
fo: R*+— IR®
(3"11},7«') F= (_$+y1$— zvy)
Imfy = {f(2,9,2)/(2,9,2) € R*} = {(—z +y,2 - 2,9)/(z,y,2) € R*}
Imfy = {&(=1,1,0) +y(1,0,1) + (0, ~1,0)/(z,y, 2) € IR’}

donc Imf, est un s.e.v de IR® engendré par {(—1,1,0),(1,0,1),(0,—1,0)}

est facile de montrer que cette famille est libre et donc il forment une base de

R® donc dimImfs = 3,r9(f2) = 3, Imf = R®.

PROPOSITION 5.8. Soit f une application linéaire de IY dans I' on a les équiva-
lences suivantes :

(1) f est surjective < Imf = F.
(2) f est injective < ker f = {0g}.



50 NOTION DE IK— ESPACES VECTORIELS(IKK ETANT UN CORPS COMMUTATIF) AVEC EXERCICES CORRIGES

EXEMPLE 5.9. Dans Uezemple Imfy = R?® donc fo est surjective, montrons que
fa est injective

ker f, = {(z,y,2) € R*/ fa(z,y,2) = (0,0,0)},
= ker fo = {(z,1,2) e R*/(—z +y,z—2,9) = (0,0,0)} =z=y=2=0
done ker fo = {(0,0,0)}, ainsi f est bijective.
5.2. Application Linéaire sur des espace de dimension finies.

PROPOSITION 5.10. Soit E et F deuz IK espace vectoriels et f, g deuz applications

linéaires de E dans F. Si E est de dimension finie n et {e1, €2, ...,€n} une base de E,
alors Vk € {1,2,..,n}, flex) = g(ex) & Vz € E, f(z) = g(z).

PREUVE. L%mplication (<) est evidente.
Pour (=) on a E est engendré par {e1,e,...,en}, doncVz € E, 3, A, MmEeEK z=
A + Aoeg + ... + Aneyn, comme f et g sont linéaires, alors

f(z) = f(her + Agea + ... + Anen) = M fler) + Aaf(e2) + ... + Anf(€n),

g(z) = g(Aie1 + Aaea + ... + An€n) = Mgle1) + Aoglea) + ... + Ang(en),

donc si on suppose que Yk € {1,2,..,n}, f(ex) = glex) donc on déduit que Yz €
E, f(z) = g(x).

REMARQUE 5.11. Pour que deuz applications lincaires f et g de E dans F' soient
égales il suffit qu’elles coincident sur la base du IK— espace vectoriel E.

EXEMPLE 5.12. Soit g une application de IR? dans IR? telle que
g(1,0) = (2,1),9(0,1) = (-1, -1)
alors déterminons la valeur de g en tous points de IR?, en effet on a :
Y(z,y) € IR?, (z,y) = (1,0) +y(0,1)
oz, y) = 9(z(1,0)+y(0, 1)) = zg(1,0)+yg(0,1) = 2(2, 1) +y(=1,-1) = (2z-y,2-Y)
ainsi g(z,y) = 2z — y. 2 — ).

THEOREME 5.13. Soit f une application linéaire de E dans F avec dimension de
E est finie, on a :

dimE = dimker f + dimIm(f)

EXEMPLE 5.14. On o montré que dim ker fi =1 avec fi définie
fi: R?+— IR

(z,y) — T+ 2y
comme dimIR? = 2 = dimIm(f) = dimIR? — dimker f1=2—-1=1.
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PROPOSITION 5.15. Soit f une application linéaire de E dans F avec dimE =
dimF =mn. On a alors les équivalences suivantes :

[ est isomorphisme < fest surjective & fest injective

& dimIm(f) = dimF < Imf = F & dimker f =0 & ker f = {0g},

de cette proposition, on déduit que si f est un isomorphisme de E dans F' avec dimFE
finie alors nécessairement dimFE = dimF en d’autres termes si dimE # dimF alors f
ne peut étre un isomorphisme.

EXEMPLE 5.16. (1) L’application fi n'est pas un isomorphisme car dimIR* #
dimIR.

(2) Soit g(z,y) = 2z —y,x—7v), g définie de IR? dans R? on a,dimIR® = dimIR®
est un isomorphisme car dimker g = 0 en effet :

kerg = {(z,y) € R*/(2z —y,z —y) = (0,0)} = {(0,0)}, s

c’est méme un automorphisme.



