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Solution de la série TD n"2 Analyse complexe

Exercice 1:
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on voit que la limite de h(z) quand z tend vers 0 dépent de " argument de z

et donc la limite de h(z) quand 2 tend vers 0 n'existe pas.

Exercice 2:

1- Comme hmf(?]—lmf =] = f(i) alors f €st continue au point 2 =1,

7=

Comme limg(z) =1im2* =4* = —1 # 0= glt) dlorsg n'est pas continue au point 2 =1.
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Exercice 3;
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Tar décomposition de numérateur e +1 — (%) —4* — (¢* — i) (" + ) nous voyons que
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b) Si la limite existait elle serait indépendante de la facon dont 2 tend vers 0.
St 2= ( lelong de 'axe des z, alors y = 0 et 2 = r+iy =2, 2 =2 —1iy =2 ; la limite cherchée

est donc lim S L.

=0T
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Les deux expressions étant différentes, dépendant de la facon dont 2z — 0, 1l n'y a pas de

limite,



Exercice 4:
e 4 p iz
2

Par définition, nous avons cos(z) = Par conséquent

doos(z) - F=142% = 2% _eE o140

Onobtient ¢ =1+2i. Ce qui implique que

e =142 = iz=log(l+2i),

log(1 + i) = % (m(\/f?) +iarctan(2) + ka) kel
= z=—iln(V5)+ arctan(2) + 2kr, k€ Z.

Exercice 5:
a) Log (1+1) =In(|1+i) +iarg (1+4) =lnv2+1 (% + 2kn) ,k € Z.
b) ii = eilogi — gi(lnliliargi) — pi(In1+i(F42kr)) _ e—(%-{—?kr)jk c7.
¢) (1— 1)3—35 — (3-3i) Log(1—1) — ,(3-3i) {In(|1—i)+i arg(1-i)}

— (33 {Inv2ri(~F+2kn)} _ 3Inva3(—F42kr)43i(~F+2hr—In V2)

Exercice 6:

S e* =€ cosy + 16" siny = —2, alors €” cosy = —2 et e"siny = 0.
Puisque ¢* > 0, on aura siny = 0 ou y = km, k € Z. Donc la premiere équation devient

T
i k = —~2 = = :2 *]. i
¢ cos (km) = -2 ou - (—l)k (-1)

Ceci est possible seulement si k + 1 est un nombre pair. Dans ce cas ¢ = In2. Alors les racines

de I'équation ¢* = ~2 sont 2, =In2+3(1+2k) k€ Z.



Exercice 7:

Ona f(z)=zRe(z)=(z+w)z=2"+izy=Plz,y) +1Q (z,y).

La fonction f est de classe C*(R?). Cherchons les points (z,y) € R? ot les conditions

de Cauchy-Riemann sont vérifiées

@y =3 (z.y) de=g z=0
= = :
L (z.y)——32(2,y) 0=—y y=0

Comme la fonction f est de classe C*(R?) et que les conditions de Cauchy-Riemann ne

sont wvérifiées que par le seul point z = 0, elle est seulement dérivable au point z = 0.
Calculons
P aQ

£(0) = 5= (0,0) +i%~(0.0) = (0) +i(0) = 0.

Exercice 8:

Par définrtion, la dérivée en zj s1 elle existe est

lim f(z)- /(=) _ B Zj_z_(zg—zn) T 22_33_(2—20)
41 =% z—+zq gy )| 22— 2

(z—2) (24 20) - (2— 2) (z—2)(z2+2-1)

= lim = |im =2%-
1 i 1) |
La limite existe pour tout 2, dans C, done la dérivée de f est donnée par
f(z2)=22-1z€C.
Exercice 9:
ot . e e PAE =l :
Par définition, la fonction f n'est pas dérivable en 2 i la limite lim M 1'existe pas,

= 2
1e. la limite dépend de la mamere dont z tend vers z.

a)Siz:rﬁ-iy,limM ]jm__‘”' fii z =1y = (20 - ify)

e 1=y mwi-g RItuy- (a0 +iyo)

T—1p

Pour y =y et & — 2, la limite cherchée est lim
=20 T — I

=1.



+1 —1(y —1
Pour = = zj et y — yp, la limite cherchée est lim —y L, I Ty . (v~ %) e
¥—yo ay — ?yg y—yo 1 (y — 'y(])

La limite obtenue dépendant de la fagcon dont z — 2, la dérivée n’existe pas i.e. la fonction f

n’est dérivable en aucun point.

. f(z) — [ (=0) . Re(2) — Re(=0) : T — T
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Sixr = x0 et ¥y — yo. la limite est lim ——— = 0.
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c)]_lmf() f(z0) _ f, () (20) _ i Y — %
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: .. ) 0
Siy=wyg et r — g, la llmite est m —— = 0.
r—xT0 I — I
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Si 2 — x5 et ¥ — g, la limite est lun_yim——_——z'.
y—wo 1Y — Y0 )

Exercice 10:

Si les dérivées partielles sont continues dans le domaine indiqué, les équations de Cauchy-

Riemann

du Ov ou B ov

%:Fy et 5—3{——%

sont nécessaires et suffisantes pour que f = u + iv soit holomorphe.

du A2 5 dv e -
a)u—e Ycoszx et v —e Ysiny. o —e Yginz, e —e Ysiny + e Y cosy.
)
Ou
I1 est claire que = 75 , la premiere équation de Cauchy-Riemann n’est pas satisfaite. Alors

la fonction f n’est pas holomorphe sur C.
z Y
b) U —= W, v = m Alors

By oy -2 g'—a O 4y 2y
0 (22432  (@+)7 W (@49 @+




Pour la méme raison que celle qui précede f n’est pas holomorphe sur C\ {0}.

du v Ou il
=z 9% v=2 s e ———Q =2,
c)u=z"-y°, v=2ry — % 2, 0 I, o % l

Les équations de Canchy-Riemann sont satisfaites, la fonction f est done holomorphe sur C.

d)u=a* -1 -2ny, v=20"-y*+2ay. Alors

du v du il
- =t —
o =u-, 0 ==+, By 2 -2, 5 =+

Les équations de Cauchy-Riemann sont ainsi satisfaites et la fonction f est holomorphe sur C.

Exercice 11:

; — g W . Y
Soit g : C\{0} — C définie par g(z +iy) = e i e
b
Posons w(z,9)=-2—5, et ulz.y)=_ 2
e+ y ( ~y) :132 + y2

Les dérivées particlles de u et v sont données par

du  —at 4y Ju —2zy

oz~ (@ +y7)% 8y (Z+P7

dv _ —z? 4+ y2 dv 2zy

dy - (3:2—|—y2]2° or (I2+y2)2'

Nous remarquons que les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites sur C\ {0},

c’est a dire,
du v
or oy’
du oo

dy o
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