Daniel ALIBERT

Fonctions de plusieurs variables. Intégrales dépendant
d'un parametre.

Objectifs :

Chercher si une fonction de plusieurs variablesestinue. Calculer ses
dérivées partielles, vérifier si elle est difféiabte. Déterminer ses
extrema.

Etudier la convergence d'une intégrale a paramédre;ontinuité, la
dérivabilité, de la fonction qu’elle définit.



Organisation, mode d'emploi

Cet ouvrage, comme tous ceux de la série, a éua@mvue d'un usage
pratique simple.

Il s'agit d'un livre d'exercices corrigés, aveqelp de cours.

Il ne se substitue en aucune fagon a un cours tleématiques complet,
il doit au contraire I'accompagner en fournissas eixemples illustratifs,
et des exercices pour aider a I'assimilation duscou

Ce livre a été écrit pour des étudiants de prenmgészconde années des
Licences de sciences, dans les parcours ou lesématigues tiennent
une place importante.

Il est le fruit de nombreuses années d'enseigneraeptés de ces
étudiants, et de l'observation des difficultés Igufiencontrent dans
I'abord des mathématiques au niveau du premiee des universités :

- difficulté a valoriser les nombreuses connaiseamathématiques dont
ils disposent lorsqu'ils quittent le lycée,

- difficulté pour comprendre un énoncé, une débnit des lors qu'ils
mettent en jeu des objets abstraits, alors qué lelesature méme des
mathématiques de le faire,

- difficulté de conception et de rédaction de rarsments méme
simples,

- manque de méthodes de base de résolution deemed

L'ambition de cet ouvrage est de contribuer a kolidion de ces
difficultés aux cotés des enseignants.

Ce livre comporte quatre parties.



La premiére, intitulée "A Savoir", rassemble ledirdéons et résultats
qui sont utilisés dans les exercices qui suiverle Be contient ni
démonstration, ni exemple.

La seconde est intitulée "Pour Voir" : son réle dst présenter des
exemples de toutes les définitions, et de tougdsesltats de la partie
précédente, en ne faisant référence qu'aux coanass qu'un étudiant
abordant le chapitre considéré a nécessairemeatreiégontré (souvent
des objets et résultats abordés avant le baccatauké moitié environ
de ces exemples sont développés complétement, @olairer la
définition ou I'énoncé correspondant. L'autre ndo@tst formée d'énoncés
intitulés "exemple a traiter” : il s'agit de quess permettant au lecteur
de réfléchir de maniere active a d'autres exemples proches des
précédents. lls sont suivis immédiatement d'exiptina détaillées.

La troisieme partie est intitulée "Pour ComprendteUtiliser" : des
énoncés d'exercices y sont rassemblés, en réféaedes objectifs. Ces
énoncés comportent des renvois de trois sortes :

(©) pour obtenir des indications pour résoudre lastios,

(8) lorsqu'une méthode plus générale est décrite,

(&) renvoie a une entrée du lexique.

Tous les exercices sont corrigés de maniere trizlldé dans la partie
3-2. Au cours de la rédaction, on a souvent mépau lecteur qui
souhaiterait approfondir, ou élargir, sa réflexiodes questions
complémentaires (QC), également corrigées de fdétaillée.

La quatrieme partie, "Pour Chercher", rassemble inelcations, les
méthodes, et le lexique.

Certains livres d'exercices comportent un grandbrerd'exercices assez
voisins, privilégiant un aspect "entrainement" diensavail de I'étudiant



en mathématiques. Ce n'est pas le choix qui aaéteif: les exemples a
traiter, les exercices et les questions complénrestaroposés abordent
des aspects variés d'une question du niveau du2ldelsciences pour
I'éclairer de diverses manieres et ainsi aiderc@sgréhension.

Le lecteur est invité, a propos de chacun d'entre & s'interroger sur ce
gu'il a de général (on I'y aide par quelques contaies)
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14 A Savoir

Dans cette partie, on rappelle rapidement les ipéhes définitions et les
principaux eénonceés utilisés. Vous devrez vous eéfarvotre cours pour
les démonstrations.

Vous trouverez des exemples dans la partie 2*Poir V

1-1 Fonctions de plusieurs variables

Définition

On appellenorme sur R, une application :
N:R'— R*

qui vérifie :

Nv)=0=v=0
N(Av) = A|.N(v) pour tout réeh,
N(v + w) < N(v) + N(w) (inégalité triangulaire).

# On utilise le plus souvent teorme euclidienne:
NV Voo Vp) =y V2 V24V

# Il en existe d'autres, qui peuvent étre plus guats dans les calculs, et
qui sont équivalentes a la norme euclidienne. Une norme N' est
équivalente a une norme N s'il existe des réealdatnent positifx et 3
tels que pour tout vecteur v :

a.N(v) < N (v) £ S.N(v).
# On déduit de l'inégalité triangulaire la relation

N(V —w)> |N(V) — N(w)|.
#% Dans la suite on suppose qu'on a choisi une neumehacun des
espaces Rconsidérés, dont la valeur pour un vecteur v esten||v||.
Les notions introduites sont indépendantes de g .ch
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# Comme dans le cas de R, on peut définir dah&Rotion depoint
adhérent a une partie U des que I'on a choisi une norme : un vecteur a
de R est adhérent & U si pour tout réel strictemenitipasil existe au
moins un vecteur u de U vérifiant :

lla—ulke.
Bien entendu, les points de U sont adhérents aéndpe u = a).
#% On dit qu'une partie U de"Rest ouverte si pour tout vecteur v
appartenant a U, il existe un réel strictementtgasitel que I'ensemble
suivant :

B(v,€) ={x DR [ [|x — V|| <}

soit contenu dans U.
# L'ensemble décrit préecédemment s'appellediale ouvertede centre
v et de rayort (disque ouvert si n = 2).

Définition

Une application f d'une partie U dé Rans R est souvent appelée une
fonction vectorielle de n variables Elle équivaut a la donnée de p
fonctions de n variables a valeurs dans R, appskEs®mposantes

CTE B EY (TCREE W X O a)|

% Etant donné un point a =4(a, &), on définit la i-eme application
partielle de f en a, par I'égalité :

fi(t) = f(a,...,a1, t, &,..., &).

Définition

Soit f une fonction de n variables définie surlUR", a valeurs dansfR

Soita un point adhérent a U, btun vecteur de R

On dit que fa pour limite b ena, dans U, si :
Oe>0,0a>0,x0Uet||x—alfa=||f(x) - b|Ke.

# On dira aussi que f(xtgnd vers bquand xtend vers a dans U
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# Si a est un point de U, et si f a une limite elaas U, alors cette limite
est f(a). On dit alors que f esbntinue en a. Si f est continue en tout
point de U, on dit qu'elle esbntinue sur U.

# La fonction f est continue en a si et seulementtosites ses
composantes le sont.

# Si f et g sont deux applications définies sur datinues en un point
a de l'adhérence de U, alors f + g est continue, i@ méme que <f, g>
(produit scalaire) et, si p = 1 et gé&p, f/g.

Définition

Soit U une partie ouverte dé"RSoit u un €lément de U, et f une foncrion
définie sur U a valeurs dan®.FOn dit que f estlifférentiable en u s'l
existe une application linéairg, ket une application de R dans R telle
que :
siu+hOU, f(u + h) =f(u) + ly(h) + [|hE(h) ‘
€(h) tend vers 0 si h tend vers 0. \

# Si f est différentiable en tout point de U, onadigu'elle est
différentiable sur U.

% L'application linéaire |, si elle existe, est déterminée de maniere
unique par f et u, c'est thfférentielle de f en u.
# Si f est différentiable en u, elle est continuauen

#% L'application f est différentiable en u si et ssoent si ses
composantes le sont. Pour cette raison on étudiwusule cas des
fonctions a valeurs réelles.

# Pour une fonction a valeurs réelles :
f:UOR"—>R
différentiable en u, la différentielle en u est @ampplication linéaire :
L:R"—>R
L(X1, ...y %) = @X1 + ... + @Xp.
Le vecteura=(@@ ..., &) est legradient de f en u.



A savoir 9

Définition

Soit U une partie ouverte dé&'\Ru1 = (u, ..., W) un point de U, et f une
fonction a valeurs réelles définie sur U. On ampeteme dérivée
partielle de f en u la dérivée en de la i-eme application partielle de f en
u, si elle existe, c'est-a-dire :

”m(f(ul,...,t,...un)— f(q,...,q,...%)jl
t-u,

t-y;
t£u

# Cette dérivée partielle est souvent notée d'usardmiéres suivantes :
& :
— (), f_(u).
dﬁ %

# Les dérivées partielles définissent a leur tous fmnctions de n
variables qui peuvent étre continues, différengaldtc...

Théoréme

Soit f une fonction différentiable en u. Alors chae des composantes de
de f admet des dérivées partielles par rapporaawte des variables.

Dans les bases canoniques deeRR, la différentielle a pour matrice|la
matrice (p, n) suivante, exprimée en fonction dasvdes partielles.

Cette matrice est lanatrice jacobiennede f en u.

(A Py o P

Iﬁ(l 3(2 sl
=2 =2 |
Jf(u)=los<1(“) A !
|

¥ ¥
LEE(U) E:(U)J

# En particulier, si p = 1, le gradient de f en explime a l'aide des
dérivées partielles :
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_| & 4
grad,(f)= (d(l(u),...,d(n(u)}

# Dans ce cas, si le gradient de f en u est nudibque u est upoint
critique, oustationnaire, de f.

Théoréme

Soit U une partie ouverte dé&'\R1 = (u, ..., W) un point de U, et f une
fonction a valeurs réelles définie sur U. Si chacumposante de f admet
sur U des dérivées partielles continues, alors diferentiable sur U.
# Cet énoncé n'est pas une réciproque du précéugstu'il contient

une hypothése de continuité des dérivées partielles

#% |l existe des fonctions non différentiables, nimeé continues, qui
admettent des dérivées partielles en tout point.

% Une fonction différentiable dont les dérivées ijg#ies sont continues
est ditecontinument différentiable, ou declasse Q.

# Les dérivées partielles peuvent a leur tour atemtiellement dérivées
par rapport a lI'une des variables, et ainsi dees@n obtient ainsi des
dérivées partielles secondes ... L'ordre des déonsatipartielles

successives compte.

On note en général une dérivée seconde par :

1 N T
oK. (u), si k#1, o (u),sik=1.

Théoréme

Si les dérivées partielles secondes :

AN (u),et—dzfi (u)

KK KX

existent, et sont continues, alors elles sont 8gale

# On peut alors parler de fonction de clas3e.C, C", ou C~.
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Théoreme
(Formule de Taylor a deux variables)

Soit U une partie ouverte d&,Ret f de classe sur U.

Pour tout point u de U, il existe une fonctiode deux variables, tendant
vers 0 en (0, 0), telle que :

f@+mwﬂw:«%wwnﬁww%wngiuﬁg

+—[h—(u1 )ZhJ‘b—(Ul )+ fz(“v“z)]
b +n ().

Théoréme

Soit f une fonction a valeurs réelles, différentigabur une partie ouverte
U de R. Tout extremum (local) de f est un point critique.

# Comme dans le cas d'une variable, la réciproquiaesse.

# Etant donné un point critique u, pour voir sé@gst d'un extremum de
f, il faut pouvoir déterminer au voisinage le sigteef(x) — f(u).

Méthode d'étude des points critiques pour
n=2

Compte tenu de la formule de Taylor, le signe detff) — f(u) est celui
de la forme bilinéaire suivante, lorsqu'elle nfest nulle :
W)

ot.0)={ 12 010+ 200, L o) 02

On pose donc :

>f B
a=ZL @ u)o=2 (ude=2L ()

#% Sik?—ac <0, le signe est celui de a (ou ¢) :
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si a <0, u estun maximum local

sia >0, uestun minimum local.
#% Si? —ac > 0, u n'est pas un extremum. Dans certdinestions, c'est
un "maximum”, et dans d'autres un "minimum”. Grgpkement, on
observe un col au voisinage de u (on dit encorenaeiere imagée, que
c'est un point-selle).
#% Si 2 — ac = 0, la forme quadratique est dégénérée,eopent rien
conclure a partir de la formule de Taylor a l'or@re

1-2 Intégrales dépendant d'un paramétre

Il s'agit d'étudier des fonctions du type :
b
Xijunm,

a, ou b, pouvant étre, si cela a un sens, inftni,[e | (I est un intervalle,
ouvert ou fermé, borné ou non).

On cherchera le domaine de définition d'une telfefion, et on étudiera
sa continuité, sa dérivabilité.

Théoréme

Soient a et b des réels, a < b, et soit f : | xph— R une fonction de
deux variables continue.

Posons :

Hm:ﬂhmmn

la fonction F est définie et continue sur |.

# Il faut bien se rappeler que la continuité deehpas équivalente a la
continuité par rapport a x et a t séparément.



A savoir 13

Théoréme

Soient a et b des réels, et soit f : | x [a ~®]R une fonction de deux
variables continue.

Supposons que f admet une dérivée partielle paora@ la premiere
variable, continue sur | x [a, b].

Alors la fonction F définie dans I'énoncé précédesit dérivable sur
I'intervalle 1. Sa dérivée est continue, et :

F'(x)= J.:% (x,t)dt.

# Pour prouver la dérivabilité (ou la continuité) & on peut si
nécessaire restreindre l'intervalle | a un voismatiun point donné,
puisque ces propriétés sont locales. Ce voisinageéire choisi fermé et
borné.

Définition

Soit a un réel et soit f : | x [a pof — R une fonction de deux variables
continue.

On dit que l'intégrale généralisée :
I f(x,t)dt
a
converge uniformémentsur | sion a:

Ue>0,0A T>AetxUl=

J:F (x.1) d\‘ <s.

# L'intégrale généralisée converge uniformémentl'siervalle | si et
seulement si :

e>0,0A T>T' >AetxU =

J‘TT‘f (x,t)dt‘ <

On appelle cette condition le critere de Cauchyoume.
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Définition

Soitf: I x[a, o[ — R une fonction de deux variables continue.
On dit que l'intégrale généralisée :

J:]:o (x,t)dt

converge normalementsur une partie V de | s'il existe une fonction
positive continue g : [a ,o4] --. R telle que :

1) Pour tout x de V et tout t de [axft

[f(x, 1)< 9(t)
2) L'intégrale :

[[owyar

est convergente.

#% Si une intégrale généralisée converge normalenedid, converge
uniformément.

Théoréme

Soit f: 1 x [a, o[ — R une fonction de deux variables continue.
Si l'intégrale généralisée :
I F(x,t)dt
a

converge uniformément sur tout intervalle ferménocontenu dans
I'intervalle 1, alors la fonction F définie par :

F(x) = J:foo (xt)dt

est continue sur |.

Théoréme

Soitf: 1 x[a, o[ — R une fonction de deux variables continue.
On suppose vérifiées les conditions suivantes :
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1) Il existe x dans | tel que l'intégrale suivante converge :

j f (x,,t)dt

2) La fonction f admet une dérivée partielle pgpat a la premiére
variable, continue sur | x [a pef.

3) L'intégrale généralisée :

w4
—(x,t)dt
L AR

converge uniformément sur tout intervalle fermbané de I.
Alors la fonction F définie plus haut est dérivable |, et :

F'(x)=£w%(x,t)dt.

# Bien entendu, les mémes considérations valentlpsuntégrales :

jf (x,t)dt.
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26 Pour Voir

Dans cette partie, on présente des exemples singi@gsnotions ou
résultats abordés dans la partie précédente. s sovis de questions
tres élémentaires pour vérifier votre compréhension

2-1 Fonctions de plusieurs variables

"On appellenorme sur R, une application N : RoRT qui vérifie : N(v) = 0= v = 0;
N(Av) = N\ .N(v) pour tout réeh ; N(v + w) < N(v) + N(w) (inégalité triangulaire)."

exemple 1
L'application suivante est une norme sér.R
N(x,y) = max(|x|, |yl).
C'est bien une fonction positive. Si N(x, y) = @ra |x| = |y] = 0, donc :
(x,y) = (0, 0).
La réciproque est évidente, de méme quiexNKy) = A N(X, y).
Enfin, l'négalité triangulaire résulte de linégal triangulaire de la
valeur absolue :

vV=(XYy),Ww=(X,Yy),v+w=(X+X,y+Y)
N(v +w) = max(|x + x|, [y + ')

or:

X + X< x| + X'k max(|x], |y]) + max(|x’], [y'])

Iy + Y[ Iyl + ly'ls max(|x], |yl) + max(|x’], [y'])
donc:

max(|x + x|, [y + y'lE max(|x[, [y[) + max(|x'| + y'[)
N(V + w) < N(v) + N(w).
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exemple 2
(a traiter)
L'application :
N(x , y) = max(lax + by], [cx + dy])
ou a, b, c, d sont des réels donnés, est-elle ameensur R ?

# réponse
Tous les points se vérifient sans dificulté quels goient a, b, c, d, sauf
I'implication N(x, y) = 0= (x, y) = (0, 0). En effet, pour que cette
propriété soit vérifiée, il faut que le systemegdations linéaires :
ax+by=0
cx+dy=0
ait une unique solution (0, 0). On sait que cedstrvrai que dans le cas
ou le déterminant ad — bc est différent de O.

"On utilise le plus souvent laorme euclidienne:

NV, Voo V) S V2 V242

exemple 3

Seule l'inégalité triangulaire demande une vétifica un peu longue,
voicilecasn=2:

YO+ XY+ (y+y) < y(0F + () +4(x)*+ (v )

équivaut a :
(x+x) +y+y) <) + () +(x) +(y) +
20+ () VXY + ()
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soit :

XX +Yy <y (< + )Y (XY +(y )
XZX.Z +y2y|2 +2X)< yys (X2 +y2)(XI2 +y| 2)
2xX Yy < Xy 2+ X2y
et la derniére inégalité est bien vérifiée puidtpi@équivaut a :
(xy -x y)* =0.

exemple 4

(a traiter)

Dans le cas de la norme euclidienne, peut-on degialité :
N(v +w) = N(v) + N(w) ?

On traitera le cas n = 2.

# réponse
Les calculs précédents montrent que cette egajitévaut a :
(xy -x y)* = 0.
On sait que cela signifie que les vecteurs (xtyx'ey") sont colinéaires,
ou liés.

"Il en existe d'autres, qui peuvent étre plus pgues dans les calculs, et qui sont
équivalentesa la norme euclidienne. Une norme N' est équitalanune norme N s'il
existe des réels strictement positifet 3 tels que pour tout vecteur v :

a.N(V) <N (V) < B.N(v)."

exemple 5

La norme de l'exemple 1 est équivalente a la noeuelidienne.
Vérifions-le pourn =2 :
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2

2 Ky
M=v¢ <y

max(x||\l) € VX2 + V2.

IN

X

IN

:

Inversement :
X2 +y? < X% +y? + 2x|\

,/xz +y? <[ +|y < 2max(¥,|y).

exemple 6
(a traiter)
Vérifier que I'application :
(X, y) = Ix| + 1y|
est une norme surRquivalente a la norme euclidienne.

# réponse
On vient de voir :

VE+y° <X+,

26 + )2 % +y? + 2y

V24X +y 2 [+,
Vérifions que l'application est bien une norme :
|X|] + |y| est bien positif,
si|x| +|y| =0, alors |x|=]y]|=0
(AX] + hyl) = N (I + [yl)
X+ X+ ]y +yE X+ X[+ ]y] + 1y].

D'autre part,on a:
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"On déduit de l'inégalité triangulaire la relation
N(v —w)> [N(V) = N(w)|."

exemple 7

Dans le plan euclidien, cela exprime que la longu#un c6té d'un
triangle est supérieure a la différence des longueles deux autres
coteés.

exemple 8
(a traiter)

Etablir la relation :
X =X+ [y =y% X+ [yl = X[ =1y

# réponse

En utilisant le résultat de I'exemple 6, on voiequ
X=X+ ly =y X+ [yl = IXT= 1yl

d'ou la relation demandée.

"Comme dans le cas de R, on peut définir damsaRhotion depoint adhérent a une
partie U..."

exemple 9

Choisissons une norme N suf.RCherchons les points adhérents a la
"boule ouverte" :

{, y) IN(x, y) < 1}.
Un examen graphique permet de supposer qu'il <agitpoints de la
boule fermée :

{x, y) IN(x, y)<1}.
La boule ouverte, dont tous les points sont adhgrest contenue dans
la boule fermée. Soit maintenant un point a tel (e = 1.
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Soitr >0, etv = (1 —r)a. On voit que N(v) ={1| < 1, donc v appartient
a la boule ouverte, et N(v — a) = r. Le point adzsic bien adhérent a la
boule ouverte.

Soit maintenant b tel que N(b) > 1. Posons r = N{(f) et soit u un point
guelconque tel que N(u — B)r. On voit que :

N(u) = N((u = b) — (=b)¥ [N(u — b) — N(b)| = N(b) - N(u - b)1.
Il en résulte qu'il n‘existe pas de point de lalba@uverte vérifiant :
N(u—-b)<r.
Un point b tel que N(b) > 1 n'est pas adhérentlilde ouverte.
L'ensemble des points adhérents a {(x, y) | N(Os $} est :

{(x, y) IN(x, y)< 1}.

exemple 10

(a traiter)

Quels sont les points adhérents a I'ensemble des™a
A={(xy)|xy=0}.

# réponse
Choisissons la norme euclidienne.
Soit u un point n‘appartenant pas a A : w=3) eta} # 0. Soit :
r=min(p|, BI).
Soit v = (X, 0) un point de A :
N(v-u)=y(x-a)’+ & 2|4
et siw = (0, y) est un autre point de A :
N(w—u) =ya?+(x-B)? =lal.
On voit qu'il n'existe aucun point t de A vérifiadft — u) < r. Le point u
n'est pas adhérent a A.
L'ensemble des points adhérents a A est A lui-méme.
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"On dit qu'une partie U derRestouverte si pour tout vecteur v appartenant a U, |l
existe un réel strictement posttitel que I'ensemble suivant B@),={x O Rn | ||x — V||
< ¢} soit contenu dans U."

exemple 11

Le complémentaire d'une partie ouverte est ditnit8tr Une partie est
fermée si et seulement si elle est égale a l'erlsemd ses points
adhérents.

En effet, soit U une partie ouverte et F son compldtaire. Soit ul F.

Cet élément appartient a U, donc il existiel que I'ensemble des points
vérifiant ||v — u|| < est contenu dans U. Cet ensemble ne contient pas
d'élément de F, donc u n'est pas adhérent a F.

Réciproguement, soit F une partie égale a l'ensendbl ses points
adhérents, et U son complémentaire. Soif W. Ce point n'appartient
pas a F, donc n'est pas adhérent a F, donc ilkeext&l que I'ensemble
des points vérifiant ||v — u]|e<ne contient aucun élément de F, donc est
contenu dans U. La partie U est bien ouverte.

exemple 12
(a traiter)

Y-a-t-il des parties a la fois ouvertes et fermdass R ?

# réponse

Il est évident que Rest une de ces parties ouvertes et fermées. Par
définition, son complémentaire, I'ensemble vide,égmlement ouvert et
fermé. On peut montrer qu'il n'y a pas d'autreipargant cette propriéte.

"L'ensemble décrit précédemment s'appelleolale ouvertede centre v et de rayat!'

exemple 13
Pour la norme définie a I'exemple 1, cherchongpgéeenter la boule :
B(O, 1).
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Les vecteurs (X, y) de cet ensemble vérifient :
max([x|, |y|) < 1, donc
x| <1, et]y|l <1.
Il s'agit donc d'un carré de c6té 1 :
{x,y)|-1<x<1-1<y<1}

I Y
1
>
_1 11 «
-1

exemple 14
(a traiter)

Représenter de méme la boule ouverte centréeigirioret de rayon 1
pour la norme définie a I'exemple 6.

# réponse

Les vecteurs (X, y) de cette boule ouverte vérifien
x| + ly| < 1.

Dans le quart de plan x > 0, y > 0, cet ensemhlild@mé par :
X+y<1.

C'est donc la partie située entre les axes ebléedi'équation x +y = 1.
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On procede de méme pour les autres quadrants, ait@mmt un carré de
coté 2.

A

"Une application f d'une partie U denRlans R est souvent appelée ufienction
vectorielle de n variables Elle équivaut a la donnée de p fonctions de iabtes a
valeurs dans R, appelées semposantes

FOeees %) = (06 o X oo Fo (K es X))

exemple 15
On connait par exemple les applications linéaires :
fx, y) = (x+y, x-y).
Les composantes de f sont :
X, y)—>x+y
(X, y) = x-y.



Pour voir 25

exemple 16
(a traiter)

Reconnaitre, géomeétriquement, I'application dosttEmposantes sont :
X, y)—-y
(X, y) — X.

# réponse

Le produit scalaire d'un vecteur quelconque (>etyJe son image (-y, X)
est 0. Donc ces vecteurs sont orthogonaux. De iuent la méme
norme. Il s'agit donc d'une rotation d'un quartale. Le déterminant est
positif, donc il s'agit de la rotation d'un quagttdur dans le sens direct.

"Etant donné un point a = {a., g,), on définit la i-eme application partielle derf a,

par l'égalité gt) = f(;,....3.4, t. 3,-... §)."

exemple 17

Une application non nulle peut avoir en certainsfgsodes applications
partielles toutes nulles :
Xy
XY ———
(0,0)~ O.
On voit en effet que, en (0, 0) :
(x,00—~0
(0,y)— 0.

exemple 18

(a traiter)

Ecrire les applications partielles de :
Xsin(y)

O v
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en (0,m).

# réponse

On trouve :
x,7)—0
(0,y) — 0.

"Soit f une fonction de n variables définie suflURn, a valeurs dansfR Soita un
point adhérent a U, &tun vecteur de R  On dit que & pour limite b ena, dans U, si
Oe>0,0a>0,x0OUet||x—afa=|[f(x) —blke."

exemple 19
La fonction f :
X
e
a pour limite 0 en (0, 0).
En effet :
|y 2,2

_ < = <

o shol=h <y
Donc (en utilisant la norme euclidienne) :

si |I(x, V)l a, alors [[f(x, y)Ik a2.
Pour obtenir [[f(x, Y){ €, il suffit donc de choisir ||(X, Y] Ve.

exemple 20
(a traiter)
La fonction g :
Xy
XY)—
(xy) W+ y2

définie sur l'ouvert U = R— {(0, 0)}, a-t-elle une limite en (0, 0) ?
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# réponse
Si elle existe, soit b cette limite :
Oe>0,0a>0, (x,y)dUet||(X, V)Ea=|lg,y)—Dblke.

Si I'on choisit des points de U de la forme (x,d),voit que la limite b
doit valoir 0. Si on choisit des points de la for(mex), on voit que b doit

. 1 7 1 H
valoir > Il en résulte que b n'existe pas.

"Si a est un point de U, et si f a une limite etlaas U, alors cette limite est f(a). On dit
alors que f estontinue en a."

exemple 21
La fonction f de I'exemple 19 est continue en {0, O

exemple 22
(a traiter)

Peut-on donner une valeur a g(0, 0) pour que gsatinue en (0, 0)

# réponse
Le raisonnement fait dans I'exemple 20 montre ¢gst onpossible.

"On dit que f estdifférentiable en u s'il existe une application linéairg et une
applicatione de R' dans R telles que si u + Al U, f(u + h) = f(u) + L, (h) + |[hB(h),

g(h) tend vers 0 si h tend vers 0."

exemple 23

Toute application linéaire est différentiable, gale a sa différentielle :
f(u + h) =f(u) + f(h).

En particulier, dans le cas d'une application imgda différentielle ne

dépend pas du point considére.
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exemple 24
(a traiter)
On suppose n = p = 1. La fonction de R dans R @éfindessous est-elle
différentiable :
F(X) = x + .

# réponse
Calculons F(x + h) :
Fx+h)=x+h+Xx+H
=Xx+h+x+2hx + 1%
F(x + h) — F(x) = h(1 + 2x) +%
La fonction F est bien différentiable en x, saéldintielle est :
Ly : h— h(1 + 2x),
et la fonctiore, ici indépendante de x, est :
€:h—|h|.

"L'application linéaire |, si elle existe, est déterminée de maniere unjref et u,

c'est ladifférentielle de f en u."”

exemple 25

On a vu ci-dessus deux exemples de difféerentieled est linéaire, elle
coincide avec sa différentielle, si n = p = 1, i#fédentielle est la
multiplication par la dérivée.

exemple 26
(a traiter)
Ecrire la différentielle de I'application :
(X, y) = (X + Xy, y +xy).

# réponse

Notons g cette application :
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g(x+h,y+k)—g(x,y) =
(x+h+xy+hy+xk+hk—-x-xy,y+k+xy4h xk + hk —y — xy)
donc :

g(x +h,y+k)=g(x,y) + (h(1 +y) + kx, hy +X%k+ x)) + (hk, hk).
L'application :

(h, k)= (h(1 +y) + kx, hy + k(1 + X))

est linéaire.
Choisissons la norme définie par ||(h, K)|| = ndx[k[). On voit que le
terme (hk, hk) = |BkE s'écrit bien [|(h, k§(h, k), avece de limite (0, 0)
en (0, 0).
La différentielle de g a donc pour matrice danisdae canonique :

B 1+y Yy
Dg(x'y)_( y 1+x)

"Si f est différentiable en u, elle est continueugh

exemple 27

L'application étudiée a I'exemple 20 n'est pafdifiitiable, car elle n'est
pas continue.

exemple 28
(a traiter)

La réciproque n'est pas vraie. Le vérifier surdlagation :

%, ) — bl

en (0, 0).

# réponse

On vérifie d'abord que cette application est camgjnc'est-a-dire tend
vers 0 en (0, 0), en utilisant la norme "du mali(x, y)|| = max(|x|, |y]) :
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soite > 0, poson®t = ¢, si ||(X, Y)|E a,
alors [xK a, |y|< a, donc [xyk a2, et y|xy| < .
On aurait pu également considérer comme connuenéincité de la

fonction |.|, de la multiplication, de la racineréa.

Cette application n'est pas différentiable en (0, Supposons que la
différentielle en (0, 0) est I'application :
(h, k)— ah + bk

,/IhH —ah- bk 0
max(hl )
quand (h, k) --. (0, 0). Si par exemple h = k »0,0btient :
1[Ihkl —-ah- bk
=1l-a-h
h
donca+b =1, etsih=2k>0, on obtient :

,/|h_|4—ah—bk_‘/1 b
Y2

on devrait avoir :

_a_—,
h 2
don02a+er§,etdemémesih:Bk:

JIhK —ah- bk_‘P_a_Q
h “\3 3

donc3a+b=/ 3
On voit facilement que ces différentes équatiomt sompatibles.
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"On appelle i-emelérivée partielle de f en u la dérivée en de la i-eme application

partielle de f en u, si elle existe, c'est-a-dire
ey [ F U U) = f(q,...,q,...%)j .

m .

t-uy t— U

t£uy [

exemple 29

Les dérivées partielles de la fonction définie :par
f(x, y, z) = xsin(y)cos(z)
au point (1, 1, 1) sont :

%( (1,1,1)=sin(1) cos(1)

% (1,1,1)=cos(1)

%(1,1,1): -sin?(1).

Pour les calculer, on dérive f par rapport a x,censidérant y et z
comme constants, puis par rapport a y, en consitgret z constants ...

exemple 30
(a traiter)
Calculer, si elles existent, les dérivées partsedle (0, 0) de la fonction :
g(%.y) = ——
) X2 + 2 )
9(0,0)=0.
# réponse

II faut ici former les taux d'accroissement et cher leur limite
éventuelle.

On écrit :
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X X
donc la dérivée partielle par rapport a x n‘existe en (0, 0).
Pour la dérivée par rapportay :
9(0.y)~9(0.9) _
y
donc cette dérivée existe et vaut 0.

9(x,0) -9(0,0) _ 1

"Dans les bases canoniques dé & R, la différentielle a pour matrice laatrice
jacobiennede fen u."

exemple 31
Soit f la fonction définie par :
f(x, y) = (xsin(y), ysin(x)),
sa matrice jacobienne en un point quelconque est :
sinfy)  xcosy))
[ycos(x) sin(x) J’

exemple 32
(a traiter)

Vérifier ce résultat sur I'exemple 26.

# réponse
La matrice trouvée était :

Dg(x,y) :(

Ses termes correspondent bien aux dérivées pestiadliquées.

1+y Y
y  1+x)
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"En particulier, si p = 1, le gradient de f en exgrime a l'aide des dérivées partielles

grad,(f)= (%(u),...,%(u)j."

exemple 33

Le gradient de f définie par f(x, y) =33t — X — 2y) a pour composantes :
f 06 Y) = Y2 - x=2y) = xy* = Y (1-2x - 2y)
f,(x,y) = 2xy(1- x = 2y) = 2xy* = 2xy(1- x - 3y).

exemple 34

(a traiter)

Quel est le gradient de la fonction g donnée par :
g(x, y) = 4xy — % -y~

# réponse
Les dérivées partielles sont les suivantes :
g.(x.y) =4y - 4%, g, (x,y) = 4x - 4y".

"Si le gradient de f en u est nul, on dit que uuegboint critique, ou stationnaire, de
f_"

exemple 35
Dans l'exemple 34, les points stationnaires vétifie
4y-4x°=0, 4x-4y*=0.
On en déduit y =% puis x = ¥, donc les points stationnaires sont :
0,0),(1,1), (-1,-1)
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exemple 36
(a traiter)

Chercher les points stationnaires de I'exemple 33.

# réponse

Le systéme d'équations a résoudre est :
yA(1-2x-2y)=0
2xy(l—-x—3y)=0.

Siy =0, x est quelconque.

Siy+#0, le systeme est équivalent a :
@1-2x-2y)=0
X(1-x-3y)=0.
Six =0, alorsy:%.
Six#0, le systeme équivaut a :
1-2x-2y=0
1-x-3y=0.
D'ou une solution dans ce cas :
(1 1)
4’4/

"Soit U une partie ouverte denRu = (y, ..., Y4,) un point de U, et f une fonction a

valeurs réelles définie sur U. Si chaque composdeté admet sur U des dérivées
partielles continues, alors f est différentiable U

exemple 37

C'est la méthode la plus courante pour vérifieumg' fonction est
différentiable : calculer les dérivées partiell@spntrer qu'elles sont
continues.

Etudions la différentiabilité de la fonction h :
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h(x,y) :%, si (x, y)# (0, 0)
h(0, 0) = 0.

En dehors de l'origine, les dérivées partiellestert et sont continues.
A l'origine, les taux d'accroissement sont nuls :
h(x,0) - h(0,0) _ 0
X
h(0,y) — h(0, 0) -0
y .
donc les dérivées partielles sont nulles.

Il faut maintenant vérifier si les dérivées patéiglcalculées en dehors de
I'origine tendent vers 0 en (0O, 0).

Posons x = rco8j, y = rsin@), on obtient respectivement :

r(1 — 2cog(8) + co¥(0))

rcos@)sin(®)(1 + co$(b))
pour les deux dérivées partielles. Ces expressemuent vers 0 quand la
norme de (X, y) (qui vaut r) tend vers 0.

La fonction h est bien différentiable.

exemple 38
(a traiter)
Etudier la différentiabilité de I'applicatiap:

X
(X, Y, 2)— 2
Z

sur l'ouvert R—{(x, y, 0)| x, y réels}.

# réponse
Les dérivées partielles s'écrivent :
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2 & 2 a 2
Elles sont toutes continues pout B, doncy est bien différentiable.

i

- (u) existent, et sont

KX,

"Si les dérivées partielles secondegi (u), et

continues, alors elles sont égales.”

exemple 39

On le vérifie bien dans I'exemple 38 :
2(%0)_9(y) 1 z[@\zz@):;
H\ ox/ o‘y\z z kx\gy) x\2 "7

exemple 40
(a traiter)

Faire la méme vérification pour I'exemple 37.

"Soit U une partie ouverte de2Ret f de classe Tsur U.
o o
f + )u + =f ’ + — ’ + - |u
(W + )= () hoe () +h - (4)

A 2w oL ) L)

d(zz
+(7 +h2 e (huhy).

exemple 41

Ecrivons la formule de Taylor pour la fonction texémple 34, au point
(1, 1).
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exemple 42
(a traiter)
De méme écrire la formule de Taylor pour la fonttie I'exemple 33 au

(11

point \ZZ) A quoi doit-on s'attendre ?

# réponse
Comme il s'agit d'un point stationnaire, la diffétrelle est nulle.

‘ "Sib2—ac <0, le signe est celui de a (ou c)."

exemple 43
Posons h(x, y) =%+ y2 + x2y2,
L'origine est un point critique de h :

oh
Z(X,y) = 2x + 2xy?
o‘x( y) y

oh
— (X, y)=2y+2yx.
x

Les dérivées partielles secondes sont :

h Vi

#h
2 ) = 2+2y%,

h _ _ 2
Wd((x,y) - 4yX, 0‘5/2 (X,y) =2+2X

elles valent donc 2, 0, 2 en (0, 0). Le point estadun extremum, plus
précisément il s'agit d'un minimum.

Remarquer que le résultat est évident sans cala(¥,:y) > 0 quel que
soit (X, y). L'origine est un minimum global.

exemple 44

(a traiter)

Etudier les extrema de la fonction définie par :
t(x, y) =@ -y — (x -y}
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# réponse
Les dérivées partielles sont :
ty =3 —2x + 2y
ty = -3y + 2x — 2y.
On trouve donc deux points critiques :
(4 4)
0,0)etj=,—= .
(0,0) 3773
Les dérivées partielles secondes sont :
t"XX = 6X - 2
t"Xy = 2
t"yy = _6y - 2
A l'origine, le discriminant est 0, et a l'autramaritique, il est négatif.

. .. 4 4
La fonction t a donc un minimum H3-,—— )

3

Pour l'origine, la formule de Taylor ne permet pas conclure.
remarguons gue sixy, au voisinage de l'origine la fonction est négat
ou nulle, le terme — (x — ¥)étant le terme principal, et si x = y la
fonction est nulle. L'origine est donc un maximuouipt.

"Si b2 — ac > 0, u n'est pas un extremum. Dans certailiestions, c'est un
"maximum®”, et dans d'autres un "minimum". Graphigeat, on observe un col au
voisinage de u (on dit encore, de maniére imagée ctst un point-selle)."

exemple 45

Le point critique de I'exemple 42 n'est pas un pextremum, puisque la
formule de Taylor donne un discriminant positif.
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exemple 46
(a traiter)

(

. . . 1
Pour la méme fonction, que peut-on dire du poitigcre L OE) ?

# réponse
Ce n'est pas non plus un extremum.

"Si b2 — ac = 0, la forme quadratique est dégénéréeeqent rien conclure a partir de
la formule de Taylor a l'ordre 2."

exemple 47
Examinons le point critique (0, 0) de la fonctianlegxemple 33.

En ce point toutes les dérivées partielles secosalesnulles. La formule
de Taylor a I'ordre 2 ne permet pas de conclure.

La fonction est :

Xy2(1 — x — 2y).
Au voisinage de (0, 0), x change de signe, aloes ju- X — 2y reste
positif, donc (0, 0) n'est pas un extremum.

exemple 48
(a traiter)

Examiner le point critique (1,0) de la fonctionl@xemple 33.

# réponse

En ce point toutes les dérivées partielles secosalesnulles. La formule
de Taylor a l'ordre 2 ne permet pas de conclure.

Au voisinage de (1, 0), ne change pas de signe.

Par contre (1 — x — 2y) change de signe : le poett pas un extremum.
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2-2 Intégrales dépendant d'un paramétre

"Soit f : | — [a, b] --. R une fonction de deux variables amni. La fonction F est
définie et continue sur "

exemple 49
Posons :
f(x, t) = et
La fonction F est définie pour tout x réel par :

1
F(x) = j e*dt
0

Explicitons F :

1 xt Jt=1 X _
si x#0, F(X) :'[e“olt:re—1 _&-1
0 L X Jt:o X
six =0, F(0) =1.
. . . e -1
Cette fonction est bien continue car le quotlgﬁ;— tend vers 1 quand

x tend vers 0.

exemple 50
(a traiter)

Faire la méme vérification pour la fonction défisigr O , +o[ par :

F(x) = le‘dt.
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# réponse
On explicite cette fonction :

17 x-1
Log(x)Jt:O ~ Log(x)’
Six=1,F@1)=1.

Cette fonction est bien continue, puisque le quotie
Log(+ h)

h
tend vers 1 quand h tend vers 0.

six#1, F(x) = Jlxtdt = [

"Supposons que f admet une dérivée partielle pppord a la premiere variable,
continue sur | x [a, b]. Alors la fonction F dééirdans I'énoncé précédent est dérivable

b
sur lintervalle |. Sa dérivée est continue Fe{x) = J' % (x,t)dt.”
a

exemple 51
Pour la fonction de I'exemple précédent, on obtient
f(x, t) = xt
A t-1
— (X)) =tx .
= (D)

cette dérivée est bien continue sur ]6[ % [0, 1].
La dérivée de F est donc :

1
F'(x)= jtxt"ldt.
0

Pour x = 1, la dérivée s'obtient comme limite duixtd'accroissement :
x-1

Log(x)
x-1

Posonsx=1+h:
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x-1 h h2
-1 -1 _ RIS
Logt) ~_ Toga+h) . h-h+ - h*g(h)

x—1 h h(h + he' (h))

. 1
donc la limite pour h tendant vers 0 ezst

C'est bien la limite de :
xLog(x) — x+1

Log(x)?
En effet, toujours en posantx =1+ h:

(1+ h)[h L
xLog(x) = x+1 _ 2 ) _7+h£(h)
Log(x)? h* +h?¢ (h) h? +h’e (h)’
exemple 52

(a traiter)

Reprendre la fonction définie a I'exemple 49, atfieé I'application de
ce resultat.

# réponse
La fonction f a bien une dérivée partielle par @p@ x continue :
f(x, t) = eq,
f'y(x, t) = tet,

La dérivée de F est donc :
1
F'(x) = j te*dt.
0

Pour x# 0, on obtient :
1+e(x-1)
xZ '

La limite de cette expression quand x tend verst@ennée par :
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X2 \
1+[1+x+—+x2£x x—1
1+e(x-1) _ 2 () (x=1)
xZ N
X2,
— +X°&(X
_Z X
X2

1
elle vaut donoi.

La dérivée en 0 est donnée par la limite en 0 de :
XX,
e-1-x 5 TXeX

XZ XZ !

c'est donc bienzl-.

+00

"On dit que l'intégrale généralis{ef (x,t)dt converge uniformémentsur | si on &
a

€>0,0A X>AetxO]a,B[=

J:F(x,t)dt‘ <e”

exemple 53
Soit f l'application :
10,1[x[0, o[ - R
(X, t) — ext,
Elle est bien continue. On cherche si lintégralévante converge
uniformément sur]0, 1 :

F(x) = j e *dt.
0
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Le calcul donne :

T — Xt T XX _ 4 XT
je’“dt:re 1 _e¥-e

X L —X JX X

+o0 —xt — XX - X
J‘e‘“dt:re 1 =2 &

X —X JX X X

e o
Or, pour X fixé, — tend vers l'infini quand x tend vers 0. Donc
X

l'intégrale ne converge pas uniformément sur [0, 1

exemple 54
(a traiter)

Reprendre la méme question, maissurfa,1[(r>0

# réponse
Dans ce cas, on a la majoration :
+00 e—aX
j e Mdt< :
a

X

Commee ¥ tend vers 0 quand X tend vers l'infini, on voiedtintégrale
converge uniformément sur [a , 1].

+o0
"On dit que l'intégrale généralis{ef (x,t)dt converge normalementsur une partie
a

V de | s'il existe une fonction positive continue[@ , +o[ — R telle que 1) Pour tout x

+00

de Vettout tde [a o8, [f(X, t)|< g(t), 2) L'intégrale| g(t)dt est convergente.”
a

exemple 55

SixO[a, 1[, alors et < eat, De plus l'intégrale :

j e “dt
0
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Ie‘“dt
0

converge donc normalement sur Vo, [1[, pour toutr de ]0, 1J.

converge. L'intégrale :

exemple 56
(a traiter)

Etudier la convergence normale de l'intégrale suevaur 10 o], a <1 :

+00
I x'dt
0
# réponse

Comme t est positif, siX a, alors X< at. L'intégrale :
+00 |_ at —|+00 1
t
adt= =-
.[ 0 LLog(a) Jt:o Log a)
converge. On conclut que l'intégrale proposée ageveormalement sur
tout intervalle JO a], a < 1.

"Si une intégrale généralisée converge normaleneiatconverge uniformément.”

exemple 57
On l'a vérifié directement pour le cas de I'exenigle

exemple 58

(a traiter)

Montrer que l'intégrale suivante converge surod— — 1[, et qu'elle
converge uniformément sur e, a], pour tout réel a négatif, strictement

inférieur a -1 :
j tdlt
1
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# réponse
On peut calculer directement :
Jt dt= L & —| = L
X +1
ce qui montre la convergence de Ilntegrale sur,]—- 1[.
Six<a<-1,alors pourtl, ¥<ta et lintégrale suivante converge :

j t?dt
1

"Si l'intégrale généralisé f (x,t)dt converge uniformément sur tout intervalle fermé
a

borné contenu dans l'intervalle |, alors la fonctf® définie parfF(x) :J' f(x,t)dt

est continue sur I."

exemple 59
La fonction définie par :

F(x) = Ie_“dt
0

est continue sur ]0 , 1], puisqu'elle converge amiément sur tout
intervalle de la formed , 1] (0 <a), d'aprés I'exemple 55.

exemple 60

(a traiter)

Examiner la continuité sur son domaine de définitite la fonction G
définie par :

G(x) = j t*dt
1
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# réponse
Cette intégrale est normalement, donc uniformémeonyergente sur

tout intervalle ]« , a], avec a < —1. La fonction G est donc contisue
son intervalle de définition }e, — 1[ (exemple 58).

"On suppose Vvérifiées les conditions suivantes .ord\la fonction F définie plus haut

est dérivable sur |, efF’(x) = J‘m% (x,t)dt”

exemple 61
Reprenons I'exemple précédent, du point de vua dérivabilité.
La fonction g : (X, ty— tx définie sur Jeo , —1[ o [1 , +oo[ @ pour dérivée
partielle par rapport a x :

(X, t) — Log(t)
qui est bien continue.
Si x<a < -1, Log(t)t < Log(t)t?, et enfin l'intégrale de cette fonction
converge.
L'intégrale de la dérivée partielle de g par rapox converge donc
normalement, donc uniformément, sur tout intervgie , a].

La fonction G est donc dérivable, et sa dérivéd'iegtégrale calculée ci-
dessus, soit :
1

(x+1)"
Bien entendu, ce résultat n'est pas surprenanjysais sait que :

G(x):jl?dt{ S

x+1Jl T Tx+L

exemple 62
(a traiter)

Procéder de méme pour la fonction définie par :
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F(x) = J.e_“dt_
0

# réponse
La fonction f : (x, t)— eXt définie sur JO , 1[ x [0 , o[, admet une
dérivée partielle par rapport a x, continue :

f'y(X, t) = -text,
Si x O [a, 1], alors tet < teat, L'intégrale de cette derniere fonction
converge.
Donc les conditions du théoréme sont bien vérifiées

La fonction F est dérivable, et sa dérivée estéljrale de la dérivée
partielle de f, soit :

+00 _X 1
F'(X) :j—te dt=-—=.
0 X
Ici encore, la réponse était prévisible puisque :

F(x) :%.
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3¢ Pour Comprendre
et Utiliser

3-1 Enoncés des exercices

Chercher si une fonction de plusieurs variablesu3 en
général) est continue. Calculer ses dérivées pasti¢
vérifier si elle est différentiable. Déterminer segrema.

14

exercice 1

Ouverts, fermés, points adhérents
On utilise la norme4.~) euclidienne, ou une norme équivalente (voir les
exemples).

1) Soit U I'ensemble :
{(x,y) OR2|1 <R +y2<4}.

Montrer que cet ensemble est ouvert) ().
Déterminer son adhérenceA) (©).
2) L'ensemble V suivant est-il ouvert, fermé (8) (©).
Quelle est son adhérencgq

V={(x,y) DR2| (y =0 et x<0) ou (y# 0)}.
3) Soit E une partie fermée de&,Ret (4,) une suite de points de E, qui
converge vers le point a. Démontrer que a appadiEn©).
La conclusion est-elle encore vraie si E n'estf@amsée ?

© indications pour résoudrei-méthode <~ lexique
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4) Soient A et B des parties non vides, ferméémpiées4.") de R.
On pose :
d(A, B) = inf{||x - y|| | xJ A et yO B}.
Montrer que si d(A, B) =0, alors AB# @ (?) (©).
La conclusion subsiste-t-elle si A, ou B, n'est feasé ?

exercice 2

Limite, continuité (&)

Soit U une partie de Ret f une application de f dans R. Soit a un point
appartenant a U.

1) Méthodes élémentairegs)

1-1) On suppose que f a une limite L en a.

Montrer que les applications partielles.() de f ont également des
limites en a. Déterminer ces limite®)

1-2) On suppose que les applications partiellesleatlimites différentes
au point a, f a-t-elle une limite en@)?

1-3) On suppose que l'une des applications padialle f n'a pas de
limite au point a. Que peut-on en déduire poup Y

1-4) Soit g : R~ R2 une application continue.

On suppose que @) = a. Si f a pour limite L en a, que peut-on die
I'application h = fo g enB (©)? S'il existe une telle application g pour
lagquelle h n'a pas de limite 8nque peut-on dire de f)(©)?

2) Exemples

Etudier le domaine de définition des fonctions auotes, et leur limite
éventuelle aux points adhérentsy) de ce domaine].

X~y
2 ©
2-2) ¥ sir(—)y(). ©)
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xy‘
X2 + y2 '
sin(x)
cosfy) —ch(x)

L x=y)
2-5) xysi 2 +y2). (©)

2-3)

Discuter selon la valeur de k enti&)(

2-2) ©)

exercice 3

Différentiabilité (#)

1) Etudier l'existence de dérivées partielles’) pour des fonctions de
I'exercice précédent :

— 2 (2
x#0, f(x) =x swkx)
f(0)=0.
() %(0,0), g(x.y) = X“y k=2

X2+ 27
9(0,0)=0.
prolongées aux points adhérents a leur domaineéfisten.
Lorsque ces dérivées partielles existent, sons-eallentinues ? Quelle
conséquence pouvez-vous en tirer quant a la diffidtalité de ces
fonctions ©).
2) Etudier également l'existence et la continués dérivées partielles au
point (0, 0) des fonctions données par (n natuwalmul) ©) :
n
"G (x.y)#(0,0), 0en (0,0),

X2n + y2n+2 !

xXy-" i
;mgiﬁgsMKW¢®ﬁLOenwﬁ)
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3) Dans les cas ou les dérivées partielles existeais ne sont pas
continues, indiquer la valeur nécessaire de |&udfftielle ©), si elle
existe. Conclure a propos de la différentiabilité}.

exercice 4

Dérivées partielles secondes

Pour les deux fonctions suivantes, calculer lesvéés partielles <)
o’ 0°
secondes®), et comparer les dérivées— et :
Xy KK
2 2

xy;—;)%, si (x,y)# (0,0), 0 en (0, 0)

(x+ y)zsin(%), si (x +y)#0, 0 sinon.

exercice 5

Opérateurs différentiels (8) (&)

1) Etablir les relationsy) :
div(uV) =<grad(u),V > +udiv(V),

rot(rot(V)) = grad(div(V)) —A(V),
div(grad(u)) =A(u),
div(V OW) =<W,rot(V) > - <V,rot(W) >,
rot(u.V) = u.rot(V) + grad(u) O V.

Rappelons queX C Y désigne le produit vectoriel des vecteurs X eteY d
R3, dont les composantes, si :

X = (X1, X2, X3)
Y = (Y1, Y2 Ya),
sont données par les expressions :
X2Y3 — X3Y2, X3y1 — X1Y3, X1y2 — X2¥1.
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2) Démontrer®) :

0V, div(rot(V)) =0

O u, rot(grad(u)) = 0.
L'intérét de ces formules tient surtout au fait ,gseus certaines
conditions, elles ont une réciproque : si W est fametion d'une partie
de R dans lui-méme vérifiant certaines hypothéses, €iv§W) = 0,
alors il existe une fonction V telle que W = rot(\Qn dit que W dérive
d'un potentiel vecteur (Cf. le cours d'électromaignee).

De méme si rot(W) = 0, sous certaines conditioeigte une fonction u
de R dans R, telle que W = grad(u). On dit que W dédm potentiel
scalaire (voir par exemple le cas de la gravitation

3) Soit :
V = (Y2 + 22, —yX, —X2).
Déterminer une fonctiog(z), dérivable, telle que :
@1) =1, et div@(z).V) = 0.
Chercher alors u = (P, Q, 0), tel que :
@2).V = rot(u).

exercice 6

Recherche d'extremum

Chercher si les fonctions suivantes ont des paintgues () (©),
puis si ceux-ci sont des extrenta)( et, dans l'affirmative, en donner la
nature (maximum, minimump}).

1) x3y2(1 — x — ).

2) X2y3(1 + 2y + 3x).

3) (XZ _ yzk—xz—y2 .

4) X2 —2Xy +yz +y - Z.

5) x2y2 + x2 + y2 + 2axy. Discuter selon les valeurs du paraméetkaé
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exercice 7
Equations aux dérivées partiellegs) (9)

1) On pose :
X4+X2 2+
f(x,y)=‘/2—y¥4-
X+ Xy+y

Démontrer la relation entre les dérivées partigiek:

[o"zf \NANa

&) K HN

Généraliser a l'ensemble des fonctions de classepdsitivement
homogeénes.
2) Soit g une fonction de classé €lr R.
Démontrer que les conditions suivantes sont ecgrives :
- Pour tout (x, y)on a:

2°g _A X

g(X! y)d(_d/ (X! y) - g (X! y)E(X! y)

- Il existe des fonctions de classé<tir R, h et f, telles que pour tout x et
touty:

9(x, y) = f)h(y).
3) Soit f une fonction de classe @es variables (x, y) surPROn effectue
le changement de variables :

u=x-+ay

v =Xx+By
oua et sont des réels distincts.
3-1 Vérifier que I'application qui associe (u, vjxay) est une bijection
(&) de classe € (©). Quelle est sa réciproque ?

3-2 Soit g la fonction obtenue a partir de f par ad®ngement de
variables. Ecrire g explicitement, puis exprimes @erivees partielles
premiéres et secondes de f en fonction de cellgs(@3.
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3-3 Par un choix judicieux de et (3 (©), résoudre les équations aux
dérivées partielles :

o Ff P
* = ===
2 S
2% f 2% f Ff .
(**) ay +2b0k0,y+c? =0. On discutera selon les valeurs des

parametres réels a, b, c, en supposantdr > 0.

Etudier la convergence d'une intégrale a paramédr
continuité, la dérivabilité, de la fonction qu'edléfinit.

(D

exercice 8

Intégrales sur un intervalle fermé, borné()

1) On pose :

el dt

I (X) = 2 2 2\

Jo (L+12)(x* +1)

el dt

J(x) = ;
0= | B oY <)

el dt

J0 (1+t2)2

Pour les deux premieres questions, ne pas calexjglicitement les

intégrales | et J.

1-1 Quels sont les domaines de définition des fonstl et J ? Quelle
relation y-a-t-il entre ces fonction®j ?

1-2 Etudier la continuité de ces fonctions sur l@omaine de définition
(©), et l'existence de limites aux points adhérents domaines de
définition, n'y appartenant pas, s'il en existe.

1-3 Calculer I(x), J(x), pour®¢ 1, en déduire la valeur de K.

K=
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2) On pose maintenant :

2-1 Montrer que fest dérivable sur ]J0 oo, et que ©) :
Fin(X) = —nk+1(X).
2-2 Déduire I'expression de(k), F3(x), et retrouver I'expression de K.

3) On pose, pour x > 1:
[(x) = I Log(x + cost))dt,

[ X+ cos())

I(X) = I Log dt

3-1 Montrer que | est définie, et que la fonctioesl une fonction de
classe €(s") (©).

3-2 Calculer J'(x).

3-3 Expliquer pourquoi on a I'égalité :

J(X) = —J‘;]oi (s)ds.

3-4 En déduire I'expression de I(x).
4) On considere les intégrales :

A= [ S AL

B(x) = [Le ds)z.

4-1 Montrer que A et B sont des fonctions de cl&3ssur R et que®) :
Oxréel, A'(xX) + B'(x) =0

4-2 Quelle est la valeur de A(x) + B(&J) ?

4-3 Déterminer la limite de A(x) encH©).
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4-4 Déduire la valeur de l'intégral®y:

+00
_t2
Ie dt.
0
exercice 9

Intégrales sur un intervalle fermé, non borng(#)

Dans chacun des exemples suivants, examiner leiderda définition,
la continuité, la dérivabilité de la fonction deléfinie par une intégrale.
@ +00 e—xzt
1H©) | 10
(™ cos()

2 t+sin(x)

dt

2© |

(@ +00

y©E) [ sin@ dt.

2 ©) [ it dt.
J0

exercice 10
Autour deI %(t)dt. ©)

0
1) Montrer que l'intégrale :

J’ sin(t) dt
0 t

est convergentex(") (©). On notex sa valeur.
2) On pose :

Fg=[ e X
0 t '
2-1 Discuter la convergence de cette intégraleoantion de x ©).

2-2 Montrer que F est dérivable sur JOx[+et calculer sa dérivé&)).
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2-3 Déterminer la limite de F(x) quand x tend vers(©), et en déduire
I'expression de F(x).
3) On pose :

I(x) = J:ww dt

3-1 Montrer que cette égalité définit une fonctidérivable ©) sur
I'intervalle 10 , +o[.
3-2 Calculer I'(x) en fonction dE, en déduire I(x), et lI'expression de

l'intégrale ©) :
J‘ sin (t) at.
0 t?
4) On pose :
sin(xt
S(X) = J‘ sinixt)
t(1+t> )
4-1 Montrer que S est une fonction dérivable suetRleux fois dérivable
sur ]0, +o[ (©).
4-2 Montrer que S est solution d'une équation difigelle linéaire du
second ordre, qu'on détermine@)(
4-3 En étudiant S', expliciter complétement S(exumx> 0 (©).
4-4 Déduire la valeur de.

exercice 11

Quelgues propriétés de la fonction Gamma

1) Déterminer pour quelles valeurs de x les intégrauivantes sont
convergentess(~) (n est un entier naturel non nudyY:

j e 't*dt,

0

J. |Log(t)"e 't *dt.
0

Lorsqu'elle converge, la premiére intégrale défumie fonction de X
appelée la fonction Gamma, nofég).
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2) Montrer que la fonctiol est de classe *Csur son domaine de
définition, et que sa dérivée n-eme est égale@djirale ©) (¢) :

j +(°°Log(t))” et dt

3) Etablir les relations suivantes :
Frx+1)=xrx),rMNn+1) =n!

r(—;) =J.

(QC-1) Etablir la formule :

(1) _(2n)!
I_Kn+—2) —m&

4) Etudier le prolongement possible [den 0, en une fonction continue,
puis sur ]- 1, O[, en conservant la propriegé + 1) = xI'(x).
5) Chercher la limite dE en +o.
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3-2 Corrigés des exercices

exercice 1-C

1) Cet ensemble est la couronne circulaire situéeedes cercles de
centre O et de rayons 1 et 2 respectivement.

Soit v = (a, b) un point de U. On note r la norneevd

Ce nombre vérifie I'encadrement 1 < r < 2. Swila plus petite des

différences 2 — r, r — 1. La boule ouverte de @emiret de rayom est
contenue dans U. En effet tout point w de cettdebouverte vérifie :

W[ = |lw —v + Vi [lw — V|| + [[v]| p + r< 2
[IW[[= [Ivl] = |lw = V|| >rpel.

On en déduit que U est bien un ensemble ouvert.
L'adhérence de U contient d'abord tous les éléntknts.
Si p est un point n'‘appartenant pas a U, on pstihduer quatre cas :
% |Ipll < 1. Soip = 1 — ||p||- La boule ouverte de centre p et genrp est
extérieure a U. En effet, tout point w de cettelemérifie :

[lwl[< [lw = pl| + [Ipll & + [lpl| = 1.
Un tel point n‘est donc pas un point adhérent a U.
% |Ipl| = 1. Soi¢ > 0. Il existe un point de la form, tel que :

2> |Np|| > 1, et [|p Ap]| <e.
Il suffit que le parameétrg vérifie :
2>A>1, A -1)<e

Il suffit, par exemple, de choisk'= min(1 + 0,50 €, 1,5).
Toute boule ouverte de centre p, de ragocoupe donc U, ce qui prouve
que p est un point adhérent a U.
% |Ip]] = 2. Un raisonnement analogue au précédemirenqu‘un tel point
est adhérent a U.
% ||p]] > 2. Dans ce cas le point n'est pas adhdremaisonnement est
analogue a celui du premier cas.
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2) L'ensemble V est le complémentaire dans le piada demi-droite
située sur I'axe des abscisses, et formée desspbatiscisse strictement
positive. Il en résulte que V n'est pas ouvert.
En effet, toute boule ouverte de centre O contded points de l'axe
d'abscisse strictement positive. Aucune boule davee centre O n'est
donc contenue dans V.
Le demi-axe des abscisses complémentaire de Vpassiuvert.
En effet si (a, 0) est un point d'abscisse positieate boule ouverte
centrée en ce point contient des point d'absciesennlle, donc aucune
boule ouverte n'est incluse dans le demi-axe degsHes.
Il en résulte que V n'est pas fermé.
Cherchons les points adhérents, n'appartenant ya€a sont des points
de la forme (a, 0), avec a > 0. Comme on l'a déjaarqué, toute boule
ouverte centrée en un tel point coupe V, donc toes points sont
adhérents a V.
L'ensemble des points adhérents a V est donc heRsléout entier.
3) Ecrivons que a est la limite de la suite :

Oe>0,0N, n> N ||y, —al| <e.

Cela peut s'interpréter en disant que toute bawente de centre a, et de
rayone positif quelconque, coupe E. Le point a est dati®eent a E.

Or si un ensemble est fermé, il contient tous sestp adhérents : en
effet si v est un point du complémentaire d'un evide fermé F, comme

ce complémentaire est ouvert, il existe une bouleede centrée en v
contenue dans le complémentaire. Cette boule aunertoupe donc pas
F, ce qui montre que v n'est pas adhérent a F.

Si la partie E n'est pas fermée, la premiére paitieraisonnement

subsiste. La limite est donc un point adhérent,sme@ n'est pas

nécessairement un point de E.
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On peut, pour obtenir un contre-exemple simplesi#rer la suite des
. 11 . . .
points (ﬁﬁ) de E = R — {(0, 0)}. Cette suite a pour limite @, qui

n‘appartient pas a E.
4) Si d(A, B) = 0, cela signifie que :
inf{|[x —y|| | xOAetyldB}=0,
donc, par définition de la borne inférieure, poomttentier strictement
positif n, il existe un point,ade A, et un point bde B tels que :

1
la, - b <.

La suite des abscisses des poiptest une suite bornée, donc on peut en

extraire une suite convergente, d'indiecgr) (Théoreme de Bolzano-
Weierstrass).

La suite des ordonnées des poinjg)ast également bornée, donc on

peut en extraire une seconde suite convergentediaks @(¢(n)). Les
points g(n)) forment donc une suite convergente de A. La linstat a,
est donc un point du fermé A.

La suite extraite (o)) de la suite (§) vérifie :

Iaa¢(n))_b¢(¢(n))|< - :
@Ap(n))

Il en resulte que la suite {ln)) a la méme limite que la suiteyiny)
(leur différence tend vers 0). Donc le point alesite d'une suite de B,
c'est un point de B.On conclut bien que-AB # @.

(QC-1) La conclusion subsiste-t-elle si A, ou Bshpas fermé ?

exercice 2-C
1-1) Posons :

a=@Bp).

Ecrivons que f a une limite valant Len a :
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Oe>0,0x, (x, y)dUet[|(x,y)-¢ B)ll <x = [f(x, y) - L| <.
Six =a, on obtient :

Oe>0,0x, @ y)dUet]la,y)—@, Bl <x= If(a, y) - L| <,
et comme pour la norme euclidienne (et les autoes@s usuelles vues
en exemple) ||(0, Y)|| = ||(t, 0)]| = |t|, on écrit

Oe>0,0x, (@, y)OUet|ly-B)<x=|f(a,y) —L] <,
ce qui signifie bien que I'application partielley f(a, y) a une limite en
B, et que cette limite est L
Bien entendu, on obtient le méme résultat poupliegtion partielle :
x — f(x, B).

1-2) Si les applications partielles ont des limitk$érentes, alors f n'a
pas de limite d'apres le résultat précédent.
1-3) De méme, 1-1 montre que si une des applicafpamtielles n'a pas
de limite, alors f n'a pas de limite.
1-4) Une fonction composée de deux fonctions caesnest continue,
donc h a pour limite L e®. Il en résulte que si il existe une telle
application g pour laquelle h n'a pas de limiteBeralors f n'a pas de
limite en a.
__X-y
2-1) f(xy) = -JXZTyZ
Cette expression est définie podrixy2 # 0, soit en dehors de I'origine
(0, 0). Le point (0, 0) est adhérent 2a-R{(0, 0)}.
Pour chercher quelle valeur il faudrait donner® €) pour prolonger f
en une fonction continue, il suffit de considéree @application partielle.
Par exemple :
X
X
On voit que cette application vaut 1 si x > 0, tsi-x < 0. Elle n'a donc
pas de limite en 0. Il en résulte que f n'a pakndige en (0, 0).

f(x, 0) =
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2-2) f(xy) = xzsin%).

Cette expression est définie pout . Les points de I'axe des ordonnées
sont adhérents au complémentaire de I'axe dandare p

Cherchons si on peut prolonger f(x, y) en (0, 0).

L'application partielle x— f(x, 0) est nulle donc la seule valeur possible
pour la limite éventuelle en (0, 0) est 0. Or, ait que le facteur sinus
est borné, donc, comme lorsque (X, y) tend ver®)Gavec x~ 0, x tend

vers 0, I'expressionzsirk—y) tend bien vers 0.
X

On peut prolonger f en (0, 0) en une fonction cargien posant :
f(0, 0) = 0.

Bien entendu, ce raisonnement s'étend a tout deitda forme (0q).

Xy*
x> +y
Le domaine de définition estZR {(0, 0)}. Le point (0, 0) est adhérent a
R2—{(0, 0)}.
L'application partielle x- f(x, 0) est nulle, donc tend vers 0.

La seule valeur possible pour la limite de f enQPest donc 0, si cette
limite existe.

Pour k = 1, cherchons la limite de f(x, x) quangmxd vers 0 (Cf 1-4) :

2

X
f(X,X):y

2-3) f(xy) =

donc f(x, x) tend vers;-. D'apres le résultat précédent, f n'a pas de limite
en (0, 0).
Pour k> 2, posons :
X =rcos@), y = rsing),
avecr>0,eb [0, 2. On obtient :

f(rcos@),rsin(@) = r cosg)sink (©) =

r“*cos@)sin‘(6).
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Or, si (X, y) tend vers (0, 0), alors r tend verslénc, comme k — % 1,
on voit que f(x, y) tend vers 0. Dans ce cas fuar fianite 0 en (0, 0).

2.4) f(xy) = —n)__
cosfy) —ch(x)
Cette expression n'est pas définie si cos(y) =)cig@mme cos(yx 1 et
ch(x) > 1, ces deux fonctions sont égales si et seulesieelies sont
égales a 1, soit x = 0, et y =12Kk entier relatif). L'ensemble de
définition est donc le plan privé des points (OnRk
Chacun de ces points est adhérent au domaine itidaf
L'application partielle :

y—10,y)
est nulle donc tend vers O si y tend vers 2k
Les seules limites admissibles pour f en I'un aestp (0, 2kt) sont donc
égales a 0.
L'application partielle :

x — f(x, 2km)
vaut :
_sin(x)
f(x 2km) = T—ch(x)’
et pour x tendant vers O :
sinx) X
1-ch(x) _X_2
2

donc cette expression n'a pas de limite finie en O.
Ces résultats concernant les applications padigdlent incompatibles
avec l'existence d'une limite pour f.

~ voein] X7V )
2-5) f(xy) = xysm[x2 N y2}'

Cette fonction n'est pas définie six =y = 0.
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Le point (0, 0) est adhérent &2 R {(0, 0)}, qui est le domaine de
définition.

Lorsque (X, y) tend vers (0, 0), le sinus est bpehéy tend vers 0, donc
f(x, y) tend vers 0.

On prolongera f par continuité en (0, 0) en po§@nt0) = 0.

exercice 3-C
nf(xw:x%meoggx¢o,auaw:o.

Les expressions obtenues sont continues sur leprlaé de I'axe des
ordonnées. Il en résulte que f est différentialolerpx# 0.

Au voisinage d'un point de la forme (0, a), le talxccroissement par
rapport a la premiéere variable est :

_(a
X’ si —) -0
L - xsir(g).
x-0 X
Il tend vers O si x tend vers 0.
Par rapport a la seconde variable, on trouve :
f(0,y)- f(0,a) __0 -0
y-a y-a

La limite est encore 0.
La fonction a donc des dérivées partielles en potrit.
Etudions leur continuité.
La dérivée par rapport a x :
2xsir{!) —yco{!) tend vers 0 si (X, y) tend vers (0,0)
X X
n'a pas de limite si (X, y) tend vers (0, a), axed.
La dérivée par rapportay :
y

xcos{;} tend vers 0 si (x, y) tend vers (0, a) pour tout a
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En conclusion, cette fonction admet des dérivéetieflas continues au
point (0, 0), elle est donc différentiable en (0,”our les autres points de
la forme (0, a) (& 0), les dérivées partielles ne sont pas continteegui
ne permet pas de conclure a propos de la diffé&taifité.

f(x,y):%, si (x, y)%(0,0), etf(0, 0) = O.

En dehors de (0, 0), cette fonction admet des @éésivpartielles
continues, elle est donc différentiable.

Cherchons s'il existe des dérivées partielles g8)(0
f(x,0) — (0,0) -0
X
fO0y)-100.0) _,
y
donc les dérivées partielles existent et sont égal@
Cherchons si les dérivées partielles sont contiend®, 0).
La dérivée partielle par rapport a x :
YO¢ —y?) _ r**(cos(6) —sin*(8))
(X + y2)2 r
tend vers 0 si (x, y) tend vers (0, 0) si et seeleinsi k + 2 —4 > 0, soit si
et seulement si k > 2.
La dérivée partielle par rapportay:
Xy (k@ + (k= 2)y?) _ r**?(kcog (6) + (k — 2)sirf (0))
(X + yz)2 r
tend vers 0 dans les mémes conditions.
Il en résulte que si k > 2, cette fonction a dasvéés partielles continues
en (0, 0), donc elle est différentiable. Si k =oR, ne peut pas conclure
sans nouveau calcul.

2) g(x,) =X2)i—y2yz2 si (x,y)# (0,0), 0 en (0,0).
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Les applications partielles en (0, 0) sont nultks)c cette fonction a des
dérivées partielles en (0, 0), qui valent O.
En dehors de (0, 0) les dérivées partielles n‘aatde limite en (0, 0).
Pour la premiere, par exemple, si x = 0 et y tea 0, I'expression se
réduit a :

_y2n+2 1

2n+da 2

y y
elle n'a pas de limite en 0.

On ne peut donc pas conclure sans nouveau calcur pa
différentiabilité de g en (0, 0).
& h(x,y) =X2ni(2—yiy2n, si (x,y)#(0,0), 0 en (0,0).

En dehors de (0, 0), pour la premiere dérivée, pour0, et y tendant
vers 0, la dérivée est égale a 1.

Or l'application partielle y—» h(0, y) est nulle pour tout ¥ 0, donc la
dérivée partielle en (0, 0) est nulle.

Les dérivées partielles de h ne sont pas toutes aminues en (0, 0).

On ne peut donc pas conclure sans nouveau calcahtga la
différentiabilité de h.

3) f(xy) = xzsin%), £(0,y)= 0.

Il reste a examiner les points de la forme (0a&),0. En ces points, les
dérivées partielles existent et sont nulles. $otection est différentiable,
sa différentielle est donc I'application nulle.

Inversement, examinons l'expression :

f(xy) - f(0,8) _ Xzs'r(i)

Ve+(y-a@ e +(y-ay
pour voir si elle tend vers 0 quand (X, y) tendsu@, a).
Posons :
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X =rcos(t), y =a+rsin(t)
on obtient :
dsifd)  reosips 0]
N<e+(y-ay r
donc cette expression tend vers 0.
La fonction est bien différentiable partout.
2
& F(xy) =%, £(0,0)= 0.
Les dérivées partielles existent partout, elles salies en (0, 0), mais ne
sont pas continues en (0, 0).
La différentielle, si elle existe, est I'applicatiO.
La difféerentiabilité s'étudie en cherchant la liengtu rapport :
f(xy)—f(0,0) xy _ r*cost)sin(t)
sz +y? - (Xz + y2)3/2 = [ .
On voit que ce rapport n‘a pas de limite indépetadda t lorsque r tend
vers 0, donc la fonction n'est pas différentiablerggine.

& g(%,y) =Xz)i—y;z si (x,y)# (0,0), 0 en (0,0).

Ici encore, la différentielle, si elle existe, €n Q), ne peut étre que nulle.
La fonction g est donc différentiable en (0, Ogtsseulement si le rapport
suivant tend vers 0 en (0, 0) :

g(X, y) — g(o1 0) _ Xy2n _ r2n+1 COS¢)S|n2n (t)
VX +Y (" + yz’”z)\/x2 +y2 " cod"(t) +r’sin® (1))
Or on voit que la limite obtenue quand r tend v@&€pend de t, ce qui
indique qu'il n'y a pas de limite quand (X, y) tesmds (0, 0).

xy" i
& h(xy) =ﬁ si (x,y)# (0,0), 0 en (0,0).
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Les dérivées partielles sont nulles en (0, 0).dmport & examiner est :
h(x,y) - h(0,0) _ Xy*" B r2™* cosg)sin"(t)
O+ (in+2 + yz")\/x2 +y2 " (r?cod™ A (t) +sin™(t))
Comme il n'a pas de limite quand (x, y) tend vé&sQ), la fonction h
n'est pas différentiable en (0, 0).

exercice 4-C

2 _\,2
* Xy;Tyz, si (X,y)# (0,0), 0 en (0,0).

On peut prolonger p en une fonction continue parouosant :
p(0, 0) = 0.
On le voit par exemple par le changement de varidgja utilisé plus
haut dans les exercices : x =r cos(t), y =r kin(t
En (0, 0) les dérivées partielles premieres sortesiupuisque les
applications partielles sont nulles.
Les applications partielles ¥ p%(0, y), et x— py(x, 0) valent donc
respectivement — y et x.
En (0, 0), on adonc:
2
9P (0,0)= -1, 2P
020.% N K

A q(x,y) =(x +y)zsir(%), si (x+Yy)# 0, 0 sinon.

*x

(0,0)=1.

Les dérivées partielles secondes en (0, 0) soni; gacomme pour p,
différentes :

d°q
2.5,
2%q
Ve

(0,0)=2sin(-1)+ 2 cosf1),

(0,0)=2sin(1)—2cos(1).
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(QC-1) Vérifier que les dérivées partielles secandee sont pas
continues en (0, 0).

exercice 5-C
1) Précisons les notations :
V=(a b,c)
ou a, b, c désignent des fonctions réelles de iablas (X, y, z) de classe
C2,
# Pour la premiere relation, le calcul donne :
div(u.(a,b,c)) =div(u.a,ub,u.c)
_d(ua) N Jd(ub) N J(uc)
oX 7 oz
da),  du) db) , du) dc) U
=u +a +Uu +b + +C
“ax x Ty Ty e T
ad(u) + bd(u) + Cd(u) [ﬂ(a) d(b) a(c))
X & oz x & )
=< grad(u),V > +udiv(V).
# Pour la seconde relation :

la premiére composante de rot(rot(V)) est donc :

d[io d)_J(d_&\_Jb _Jda_da Jdtc
Ax &) Z\am X Ax N L ek
la premiére composante de grad(div(V)) est :

d[da &, &\ _Fa Fb I
AR, ) T d(o’y Xz
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et enfin la premiére composantel®/) est :
Fa dJa dla
+ +
O, 4
ce qui montre bien la formule proposée, pour lanpeee composante,
compte tenu de I'égalité des dérivées secondes :
Fb _ Fb Jc _ JFc
XK Ky Kz ek’
Les autres composantes se calculent de méme, htendel, donc la
troisieme relation est vérifiée.
# La troisieme relation se calcule directement :
div(grad(u)) = div[@,@,@\ _du, du, du
X ¥ ) K
# Pour la quatrieme relation, posons W = (a', ', ¢'
Le calcul est le suivant :
d & x A

div(VOW)=C—+b—-B—-c—+
ox ok oK X

Comme on a les égalités :
< W,rot(V) >= a-(ic _d), b(ia_O_b) .\ .(do_ )
¥ ) \a &

X &)
(0d &\ (&b Jd)

& _H\, (d_&x) (B _H
oz &) \x &)

<V,rot(W) >= a[oy %) +b
I'égalité proposée est bien vérifiée.
# Terminons par la cinquieme formule.
On écrit :
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Aic_dib dua _duc dub _ Qia)
& 'k XK' K &)
A A A A A A

=u—=-——-—,— - +|c—-b—,a—-c—,b—-a—

G xx T e x T x )
Le premier vecteur est bien u.rot(V), et de mémeaeamonnait dans le
second le vecteugrad(u) C V.
2) Ces relations ne posent pas de difficulté paréce. Elle reposent sur
la commutativité des dérivations par rapport a deanables distinctes :
x_ob\, Jd(da_&x\, Idfdh_aa)

_d — —
div(rot(V)) = (Oy ) Y\ T dz(o'k &)

rot(uVv) = (

_ (& du i)
rot(grad(u)) = rot(d( x )

5%)-52))

=(0,0,0).

(QC-1) Soit V une fonction vectorielle. On suppagdl existe une
fonction u telle que V soit colinéaire a grad(ugriier :

<V, rot(V)>=0.
3) On a vu plus haut que :
div(g(z).V) = <grad{), V> + @(z).div(V)
= —Xxz@(z) — 2x@(2)
donc pour que diy{z).V) = 0, il suffit quep vérifie :
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¢ _ 2
w2 z
Compte tenu dg(1) = 1, cela déterming:
1
A2 =—.
z

Cherchons maintenant u.
Les équations sont les suivantes :

_y+Z
_Qz_ 22 ,
. Xy
-
X
-P =—.
le y Z
On trouve facilement :
2
Q=_L+Z' Pzzx_yl
z z

(QC-2) On pose :

V = (2xyz, *z, —%y).
Cherchergz) telle quegl) = 1 et rot(z).V) = 0.
Trouver alors U tel queqz).V = grad(U).

exercice 6-C
1) f(x, y) = %y2(L - x ).
Les dérivées partielles s'annulent aux points sxou y = 0.

Un autre point critique se trouve éventuellemenitiersection des
droites d'équations :

3y—3+4x=0
3y—2+2x=0.
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Ces droites se coupent effectivement au point :
(33
Il faut maintenant voir si ces points critiquestsdes extrema.
Les dérivées partielles secondes s'annulent tpotasx = 0.
On ne peut donc pas utiliser la méthode habit@aeilepoints (0, b).
On observe que f(0, 0) = 0, et que au voisinagf@e), le produit Xy?
n'a pas un signe fixe. Il en résulte que (0, GBtrpas un extremum.
En (a, 0) (& 0), f s'annule. Posons x = a + h, h tendant vers O
Si a =1, le signe de (1 +*ést + au voisinage de (a, 0), de méme que
celui de ¥, mais le signe de 1 — x —y = — h - y change, dompoint
n'est pas un extremum.
Sia#1, a>0, les signes des différents facteurs temst fixes :
(@+hp>0,¥>0,1-a—-h-yestdusignede 1l-a
un tel point est donc un maximum sia > 1, un murimsi a < 1.
Sia <0, les signes des différents facteurs sont :
(@a+hP<0,¥2>0,1-a—-h-yestdusignede 1 -a,
un tel point est donc un maximum.
En (0, b), b£ 0, f s'annule. Posons y = b + k, k tendant vers 0.

Le signe de X n'est pas fixe au voisinage de (0, b), alors clai cu
facteur (b + kj est fixe, ainsi que celui de (1 — x — b — k) st th. Ces
points ne sont pas des extrema.

De méme, si b = 1,3 x — k) a un signe variable.

Pour le pointA = %é)

Les dérivées partielles secondes ne s'annulernbptes.

On doit donc examiner la valeur du discriminantesit négatif d'apres le
calcul précédent, donc il s'agit bien d'un extremDrapres le signe du
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(o 1y o e .
terme en\x—z , qui est négatif, on voit qu'il s'agit d'un maximude
) 2'
2) f(x, y) = ¥y3(1 + 2y + 3Xx).

Les points critiques sont les points des deux aeesoordonnées, et un
point exceptionnel :

valeur :

e
%

I\.)lH
Wl

(23

Les dérivées secondes s'annulent toutes pour y = 0.

Etudions le signe de f(x, y) au voisinage des ax@s.méthode est
analogue a celle utilisée pour le cas précédent.

Pour l'origine, ® a un signe fixe, et3ychange de signe, donc l'origine
n'est pas un extremum.

Au voisinage d'un point de la forme (a, 03,change de signe, 1 + 2y +
3x ale signe de 1 + 3a si 1 +88, donc dans ce cas, la fonction n'a pas
d'extremum. Si 1 + 3a = 0, le dernier facteur cleadégalement de signe
donc il n'y a pas d'extremum.

Pour un point de la forme (0, b)#AD, y? a un signe fixe, et 1 + 2y + 3x a
le signe de 1 + 2b si 1 + 2b0. Dans ce cas, si b > 0, la fonction a un
minimum en (0, b), sib <0 et 1 + 2b < 0, la femeta un minimum,
sinon la fonction a un maximum. Enfin, si 1 + 2B,da fonction n'a pas
d'extremum.

3) f(xy)= (K> -y )™

Les dérivées partielles s'annulent simultanémeii® ed) d'abord.
Si x n'est pas 0, alors il faut que — 12+xy2 = 0.

Si de plus y£ 0, alors 1 + %— 2 = 0, ce qui est impossible.

Il en résulte que si ¥ 0, alorsy=0et—1 +x ¥ =0, d'ou x =1, ou
x =—1, d'ou les points (1, 0) et (- 1, 0).
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On trouve, de la méme facon les points (0, 110,
En résumé, il y a cing points critiques :

(0, 0), (0, 1), (0,-12), (1, 0), (-1, 0).
Calculons les dérivées partielles secondes :

Pour (0, 0), le discriminant est positif, ce pomest donc pas un
extremum.

Pour (1, 0) : Il s'agit d'un extremum. Ici un maxim
Pour (-1, 0) : Il s'agit d'un extremum. Ici un nradim.
Pour (0, 1) : Il s'agit d'un extremum. Ici un mimim.
Pour (0, —1) : Il s'agit d'un extremum. Ici un magim.
4)f(x,y,z2) =R —-2xy+yz +y—z.
Il y a un seul point critique, en (1, 1, 1).
L'existence, et la nature, d'un extremum en (1) dépend du signe de la
forme quadratigue de la formule de Taylor, ou eeacopar un
changement de variables évident :
X2-2XY +YZ.

Pour étudier ce signe, on écrit cette forme quaprat comme
combinaison de carrés, par la méthode de Gauss :

X2 =2XY+YZ=(X-Y) -Y?+YZ
1 Z)Z e Z.
2 4
Le signe n'est pas fixe, puisque la signature p&s{3, 0), ni (0, 3).
La fonction n'a pas d'extremum.
5) f(x, y) = Xy2 + x2 + y2 + 2axy.
On voit que (0, 0) est toujours un point critique.
Par ailleurs, sia + 1 <0, il y a deux autres mouritiques, solutions de
I'équation 2+ 1 +a =0, soit :

(J—a—l,\/—a—l), (—J—a—l, —\/—a—l).

=(X—YY—(Y—
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Sil-a<0,ilyadeux points critiques, en :
(\/a—l,—\/a—l), (—\/a—l,\/a—l)

En résumé, on a le tableau suivant de points gesq

a<-1 -Kac<l1 l<a
3 points 1 point 3 points

# Point (0, 0).
La fonction s'écrit :

f(x, y) = X2 + y2 + 2axy + ®y2,
La forme quadratique2x+ y2 + 2axy est positive sPa- 1< 0. Son signe
n'est pas indépendant de (x, y)&idl > 0.
En conclusion, (0, 0) est un minimum si <la< 1, et n'est pas un
extremumsia>louac<1.

#% cas a <-1. Les points a examiner sont :
(-a-1v-a-1), (v=a-1,-v-a-1)
La formule de Taylor permet d'étudier la naturee points critiques.

Pour le premier point le discriminant est 16 + Ifid,est ici négatif.

On en déduit que la forme quadratique a un sigae §jui est ici celui de
— a, donc positif. Le point est donc un minimum.

Le cas de l'autre point conduit aux mémes calcutsest aussi un
minimum.

# casa>1.
On vérifie de méme qu'on obtient deux minima.

exercice 7-C

1) f(X,y):J

X4+X2y2+>ﬂ
XX+ xy+y’
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C'est une simple vérification, mais les calculsvdot étre menés avec
soin, pour aboutir a la relation annoncée.

Plus généralement, une fonction positivement homegéérifie, pour
toutA positif :

f(AX, Ay) = Af(X, y).
En dérivant par rapport on obtient :
XEx(AX, Ay) + yfy(Ax, Ay) = f(x, y)
d'ou pourA = 1, la formule d'Euler :
xfy + yfy = 1.
Dérivons membre a membre par rapport a x, il vient
yf' +xf" . =0

xf",, +yf" . =0.

(f,) = . 1.

2) Supposons d'abord qu'il existe des fonctionsneendans I'énoncé,
telles que g(x, y) = f(x)h(y). Calculons les déeséartielles :

D'ou :

k)= 108, %(x y)= FON (y) %(x y)= F IR ()
d'ou I'égalite, |mmed|atement
a(x.y) oy(x NE ”b(x,w%(x,y).
Réciproguement, supposons
_AB, R
g(xy oy d((x y)oy(xy)
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Sur un domaine ou la fonction g ne s'annule pdte oelation équivaut a
%9 X
gy _

¢ g(x.y)
— X, 1
oY)

(x,) (x,y)

donc :

Logug( (X, y)D = Log(g(x ¥)) +K

ou K est une constante, pour la variable y, c'efitéaune fonction de x
seulement :

Fxy) =16 Vg(x,)
donc :
Dixy)
= C(0)
oY)

donc il existe des fonctions A(x) (primitive de ¢)(et B(y) telles que :
Log(lg(x, y)I) = A(x) + B(y)
g(x, y) = + e = f(x)h(y).
3-1) Il suffit de vérifier qu'on peut résoudre isteme d'équations :
u=x-+ay
v=x+By
ce qui est évident :
u-v _
a-p
“Arav_ o
a-p

Par ailleurs, les applications linéaires sont desz .

y
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3-2) On pose donc :
g(x +ay,x+gy) = f(xy)
d'ou les dérivées partielles premiéres :

209 = D(x+ayx+ ) + D(x+ ayx+ )
;y(xy) a2 (c+ay,x+ By)+ B2 (x + ay,x+ ).
et les dérivées partlelles secondes :

0‘)2
o)

°9
ap X

+@(x+ay,x+,3y)

S =agdcr ayx ) (5+a) oL (e ayx+ )

+ﬁﬁg(x+ay,x+ﬁy)
VA
W(x,y) a’ = g(x+ayx+[3/)
dZ
+ﬂ7§(x+ay,x+ﬂ/)
3-3) L'équation :
Pt Pt
X H
est équivalente a :
Ft Ff
AT
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Remplacgons par les expressions précédentes, esissait :

a=1,p3=-1
L'équation précédente est équivalente a :
29 -
Al
Donc on écrit :
X
— =K(u
— =K@

g(u,v) = A(u) + B(v).
Il en résulte qu'une fonction vérifie I'équatiomposée si et seulement si
il existe des fonctions A et B telles que :

i f(x,y) = A(x +y) + B(x - y).
AN B
X Ky
Si on remplace les dérivées partielles par leuresgion, on obtient trois
termes, dont les coefficients sont respectivement :
a+2ba +ca’, 2a+2b(B+ a)+2caB,a+2bs+cf

iy . d’g &g Jg
our les dérivées partielles=,—,— .
P DA ' a2
# Supposons, d'abord,#0. Choisissons poux et 3 les deux racines
réelles distinctes de I'équation :

cX2+2bX +a=0.

*
*k

Il en résulte que :
a+2ba +ca’=a+2bB+cB°=0
ac-b?
o

2
2a+2b(,8+a)+2(:a,8:2a—%+2a:4 0

et I'équation proposée équivaut a :
&g

—-=0.
A
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&)

Il en résulte que%(u,v) est une fonction de u seulement, soit A(u),

donc g(u, v) est somme d'une fonction de u et dfometion de v.
En conclusion, il existe des fonctions d'une vdeaboient p et q telles
gue I'égalité soit vraie :
f(x, y) = p(x +ay) + q(x +PBy)
a et} étant les réels déterminés plus haut.
% Sic =0, et a 0, on inversera les réles de x et y et on obtigmd
réponse analogue.
% Sic=0=a, ¥0, on obtient :
Fai
2
Dans ce cas, il est inutile de faire un changerdentariable, il existe des
fonctions d'une variable, soient h et k telles gue

f(x, ¥) = h(x) + k(y).

=0.

exercice 8-C

D1 = f(m Yol 1)

309=, (1+t2)(1+ C)

Six# 0, I'expression :

1
G+ 0) o)
est continue sur [0, 1] donc I(x) est bien définie
Pour x = 0, cette expression devient :

© indications pour résoudrei-méthode <~ lexique



84 Pour comprendre et utiliser - corrigés des exescice

elle est positive et équivalente en 0 a:

1

e
donc non intégrable sur ]0, 1]. I n'est pas défem 0.
Pour J(x), I'expression :

1
@+1*)a+ xt’)
est continue sur [0, 1] quel que soit x, donctHéfinie sur R.
Pour x# 0, posons :

On obtient :

_ 1 _u2 ! dt
9=, (1”2)(@2 +t2j =] O+ °0)

X?1(X) = J(l).
X
1-2) La fonction de deux variables :

(xt)— 2 12 2
(1+°)( +t°)

est continue en tout point ou elle est définieparticulier en tout point
ou x n'est pas nul. Il en résulte que | est cortiaur son domaine de
définition R — {0}. Cette fonction est croissanters]—o , O[, et
décroissante sur ]O pof :

1 1
X< IX]= x2<x2 > < = I(x) < I(x).
1= b = X220 = (o ay S Ty = 10 < 160)

On a, pour % 0 :
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1

I(X)z.[ol(1+t2)(z>t(2+t2) I 206 +t2) ZX[N“”(D}
[(x) 2 2_1x Arctar{%)

0

1 7l
et pour x tendant vers 0, x > 0 par exemrﬂectar{—) tend versz,
X

doncziArctar{l) tend vers 4. La fonction | tend versoten O.
X X

La fonction de deux variables :

1
O Ty )
est continue en tout point d&,Rlonc J est continue sur R.
La fonction J est croissante susd;-0], et décroissante sur [0of+:
X< X] = x2<x2 = (1+1<2t2)s (1+ ;th) = J(X)< J(X).
Comme elle est minorée, elle admet une limite farieso et +o.
Soite > 0. On observe d'abord que pour tout x :

1
() ar ) =

donc :

¢ dt
) (o) )
Pour t>¢, (1 + 8)(1 + »2t2) > x2£2 donc si X~ 0 :
l &
J. (1+t X1+xt ) (xe)®
l1-¢

(xe)"

JX)<se+
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Soit A > 0, tel que Ae = (1 —¢), pour x> A, on voit que J(X¥ 2.
Il en résulte que J tend vers 0 en, €t de méme ene-(J est paire).

(QC-1) Etudier la limite de | enot.

1-3 On suppose ici ¥ 1. Les intégrales a calculer sont intégrales de
fractions rationnelles, qu'il faut décomposer émnts simples :
_at +b ct+d

@+t )(x +t ) IFTORINRCE
et en réduisant au méme dénominateur le second reemb
at+b ct+d _(at+b)(* +t*)+(ct +d)(L+1t*)
14 e (¢ +t*)1+1%)
d'ou, en identifiant :

at+tc=0
b+d=0
ax+c=0
bx2 +d=1.

: 1
On trouve facilementa=c=0,etb = —dzz—l.
X —

On en déduit I(x).
Pour J(X), on peut procéder de méme, ou utilisezl&ion entre J et I.

Les fonctions | et J sont continues en 1, donclKL¥= J(1) est la limite
des expressions précédentes quand x tend vers 1.

)F(X) j(+t)

2-1 Six >0, x +4> 0 quel que soit t, donc la fonction :

1
(x+t?)

est intégrable sur [0, 1], pour tout x > 0.
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La fonction :

1
(1) ~
(x+')
est continue sur )0 o % [0, 1].

La fonction :

—
(x+t?)
est également continue sur JO[+x [0, 1].
Il en résulte que Jfest dérivable sur J0 oo, et sa dérivée est :

S
F,(X) :I ——ya dt.
o (x+t°)
On vérifie bien la relation :
Fn(X) = —nk+1(X).

(xt) —

En particulier,sin=1:

F1(x) = -R(x).
On peut calculer F:
1l ER
F(x)= I ( +t) \/_LArcta &)Jo
-1 1)
—&Arcta =)

On déduit I'expression de F

( )
gyl 3 ey i
X

=11 Arctar{i) -
2(x) I/ 2 X2+ X
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d'ou :

La valeur de K est#1) :

K :lArctan(J) NE SN

2 4 8 4

3-1) Comme x > 1, x + cos(t) > 0 quel que soitu, I§ntervalle [0 1.
La fonction t— Log(x + cos(t)) est continue sur [@], donc intégrable.
Dans les mémes conditions;—+ Log(x + cos(t)) — Log(x) est continue
sur [0 ,1], donc J est définie pour tout x > 1.
La fonction (x , t)— Log(x + cos(t)) — Log(x) est une fonction de deux
variables continue sur ]1 pof — [0, 1. Il en résulte que J est continue.

La dérivée partielle de Log(x + cos(t)) — Log(x) papport a x est :
1 1  -—cost)

x+cost) X X(x+cost))
C'est également une fonction continue de (x , t).
3-2) On en déduit que J est dérivable, et que :

. _[" -cosf)
T =) Xx+ cost)

3-3) On a I'égalité, pour tout a et tout b :

b
J(b)-J(a) =jJ‘(s)ds
Fixons x = a, si J a une limite finie L emfralorsj J (s)ds existe et :

L-J(x) = J‘t]w (s)ds.

Pour prouver I'égalité proposée, il suffit de mentgque L = 0.
On écrit :
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I(x) = Lﬂ Log(1+ %l) dt

Log(l + &i@) < Log(l +%()

J(x) = J:T |—09(1+:1() dt= nLog{l +:1()

" 1
et comme J(X) est positif, et qu9(1+;) tend vers 0 quand x tend

vers l'infini, on conclut que L = 0.

4-1) La fonction :
—x? (1+1?)

ATy

est continue sur R [0, 1], donc A est définie et continue sur R.

La dérivée partielle :
(x,t) > —2xe™* &)
est également continue sur R x [0, 1], donc Adéstvable sur R.

La fonction B est le carré d'une primitive, ellé @snc dérivable :
B(x) =2 one'sz ds
La somme A'(x) + B'(x) s'écrit :
j 01—2xe‘xz‘1”2)dt +2e7% one‘sz ds
Dans B', on peut faire le changement de variabléxs on obtient :
J‘Ol—2xe'xz(1+‘2)dt + ZXJ‘le‘XZ‘t2Xz ds= 0.

0

4-2) La somme A(x) + B(x) est donc constante. Si@ralue pour x = 0,
on trouve :
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1
I 12dt+0:£.
ol+t 4

4-3) On a les majorations :
-x%(1+t%)
< e—xz(1+tz) < e—xZ
1+t?

1
A(X) < I e dt=e¥.
0

Si x tend vers &, € * tend vers 0, donc A(x) tend vers 0 (A(x) est
positif).
4-4) Comme la somme A(X) + B(x) est constantenité@sulte que B(x) a

eégalement une limite : lim(B(x)) %

On en déduit immédiatement, puisq}:e‘szds est positive :
0

j+m_52 3 JZ_T
e ds=—.
0 2

exercice 9-C

1) F(x) = J:m

e—xzt
st

—x’t

> est continue. Elle a une dérivée partielle par

: e
La fonction (xt) —
1+t

rapport a x continue :

—x2t

1+t*
On a la majoration, pour tout x réel, sur [Og[+
et 1
<
1+t2 7 1+t°

—2xt

et l'intégrale :
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j Lt
o 1+t

converge (elle vaug). L'intégrale définissant F est donc normalement

convergente sur R. La fonction F est donc contsweR.
Pour x = 0, la dérivée patrtielle est nulle.

-x%t
1+t

probleme d'intégration en cette borne. Examinorisolae +c. On a un
équivalent :

Pour x# 0, la fonction —2xt est continue en O, il n'y a pas de

—xt
2|><i
Pour x# 0, on a la majoration, pour t assez grand :
et 2
2AN— M

t
donc l'intégrale converge bien pour tout X.
Cette convergence est uniforme sur tout intenfallmé borné [a , b] car

et _2X _. maxalln)
2|X]T < t—2 <2 e )

On peut en déduire que F est dérivable sur tounertyfermé borné,
donc en tout point de R.

2) G(x) = j _cosf)

t + sin(x)
La fonction :
cost
(x,1) s —22S0_
t +sin(x)
est définie et continue sur R x [2opft
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On procéde a une intégration par partie :

J‘T cost) dt—r sintt) | )
2 t+5sin(x) Lt+sin(x)J2 2 (t+sin())
[ sing) T
et comme| ————
Lt+sm(x) )
convergence de l'intégrale définissant G équivaia de l'intégrale :
T sint)
2 (t+sin)

a une limite finie quand T tend verso;la

On a la majoration :
| sing) | 1
: 7| S . 7
|(t +sing)) | (t +sin(x))
et a I'infini on a une équivalence :
1+ 1
(t+sinx))* t°
ce qui montre que l'intégrale converge.
La fonction G est définie pour tout x.
Pour I'étude de la continuité et de la dérivabiiééG, posons :

(™ sin()
i) _L ((+sinpg)’ "
On a l'égalité : _
600 =60 5y

Il suffit donc d'étudier la continuité et la déikté de G.
. t . . t
Comme & 2, on voit quei +sin(x) = 0, donct + sin(x) 25.

On en déduit :
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+oo Slnt +00 1 +oo 4
[0 e [ L e [ e
2 |@+sin))| (1) 2t
\2

donc l'intégrale définissant;&st uniformément convergente sur R, et la
fonction G est donc continue.

La dérivée partielle de :

(x1) > cost)
’ t + sin(x)
par rapport a x est :
(X1) b — cost)cosix)

(t +sinK))” "
L'intégrale de cette fonction sur [2fFconverge normalement puisque :

cost)cos() < 4
(t+sin(x))*|” t*°

Il en résulte que G est dérivable sur R.
+00 ~ ) (t
3) H(x :J esi —)dt.
) H(x) . L\

On voit d'abord qu'il faut supposers0.

Pour que la fonction a intégrer tende vers 0 ilrgstessaire que x soit
positif.

Cherchons si l'intégrale converge sur ]0o].+

On a la majoration, pourxa >0 :

e sir{%)

e‘thinG()

< e—Xt < e—at

+oo_a B |'_ e—at"|+°° _1
dtsJ;e tdt_L aJO =

+o0
JO
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Donc l'intégrale converge pour tout x > 0, et ndement sur [a , o[,
pour tout réel a > 0.

Comme de plus la fonction :
. (t)
X,t) — e”sin —
(x.t) L\

est continue sur JO ,od x [0, +oo[, On peut conclure que H est continue
en tout point de son domaine de définition ]0o[.+

La dérivée partielle par rapport a x est :
ot [T t t
(x,t) > —te Xtsm(—) -—e Xtcos(—).
X/ X X
Elle est continue par rapport a (X, t).
Onala majoration pourxa>0:

te’” SII’\ )+—2e cos(;)

L'intégrale suivante converge :

J.teatdt—{ = +1Ie‘atdt:i2.
a P a

On obtient donc la convergence normale sur [@[, de l'intégrale de la
dérivée partielle par rapport a x.
La fonction H est donc dérivable en tout point @e foo.

4) 1(x) = L}Z\/_lﬂxdt.

Pour que 1 + tx soit positif pour tout t positlffaut et il suffit que x soit
positif ou nul.

Etudions la convergence de l'intégrale sur [&]. +
On a la majoration :

of 1) of 1)
<te K1+ NG <te K1+ Z)
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_[ et JI+ixdt < IJt Fixe ' dt
1 1

<J1+ xIte’tzdt
1

+00
t2

<41+ XL_%J

1
donc l'intégrale converge normalement sur [&].+
Comme de plus la fonction :

(xt) > et JI+1x

est continue, on peut conclure que | est continue.
La dérivée partielle par rapport a x est :

2 t
Xt) e ——.
(x1) 2/ 1+1x
On a la majoration :
—t2 t —t2

——==<te
241+ tx
donc lintégrale de cette dérivée partielle congerprmalement sur

I'intervalle de définition [0 , «[. La fonction | est donc dérivable sur cet
intervalle.

exercice 10-C
1) On a utilisé déja dans un précédent exercit@djration par parties :
Tsint cost)T (' cos
[0y -[oosOT, ["eos0)
Lot Lot Lkt

Comme lintégrale figurant au second membre comvattsolument, on
voit que la premiere intégrale converge aussi.
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, R . .__Ssin(t
Pour la borne 0, il n'y a pas de probleme pwsqu‘erictlonT() peut
étre prolongée par continuité en 0.

2-1) Comme ci-dessus, on remarque d'abord qu'iarpgs de probleme
de convergence en 0. Pour que la fonction a intégnele vers 0 quand t
tend vers 4o, il est nécessaire que x soit positif.

On étudie donc la convergence sur [0o].+
Pour x = 0, l'intégrale converge (question 1).
Pour x> a > 0, on écrit, pourt 1 :

e—Xt Sln(t) < iat
t \ t

_ Sin(t e
' ()dtsj - dt
1

+00
[k
1

+oo —at

e :

etI " dt converge (comparaison usuelle).
1

L'intégrale étudiée est donc normalement conveegsuat tout intervalle
de la forme [a, @[ (a > 0). De plus la fonction de deux variables :

(x1) s 2 SN0

est continue, donc on peut conclure que F estidésar [0 , +of, et
continue sur J0 , o].

2-2) La dérivée partielle par rapport a x est :
(x1) > —e sin(t).
C'est une fonction continue.

— 1
Lorsque T tend versos, l'intégrale tend ver'i‘ﬁ. On conclut :
X

+o<>_ 1
xt _.: —
je sm(t)dt-l+x2.

0
L'intégrale converge donc pour tout x > 0.
Cette convergence est normale sur [&] (& > 0) :
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a

Hg‘“sin(t)ldtsjo a‘dt-[e_:l =1

On en conclut que la fonction est dérivable sur4®[, et que :

+o0o

. > -1
F :—Ie“s'ntdt: .
(x) ) int) 17

2-3) Ceci montre qu'il existe une constante K telle pour x >0 :
F(x) = K — Arctan(x).

On a la majoration :

J'OTe_Xt Sll‘tl(t) t‘ J'O _Xtdt_t_ :t} e W1

I“’e_xtsin(t) dt‘ !
0 t X

donc F(x) tend vers 0 si x tend vers.+

On obtient donc K 2127.
Enfin, pour x >0 :
F(x) = j e'“%(t) dtzg - Arctan(x).
0

3-1) L'intégrale est normalement convergente s@iR&ppelons qu'il n'y
a pas de probleme de convergence en 0), doncoershue.

La dérivée partielle par rapport a x de :
(x1) s sin (xt)

est la fonction :

(x1) 1 sin(2xt)

qui est continue sur R x R (prolongée en (X, 0)2sar
Etudions la convergence de :
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J' sin(2xt) at
0 t
pour x > 0.

On peut intégrer par parties :

J‘T sin(2xt) dt:fcos(thﬂT +iJ'T cos(t)
Lt L oxt J, oxdi

dt

.y T cos(t . .
L'mtegralej t(2 )dt est bien convergente, d'ou :
1

J‘ sin(2xt) gt = cos(2><)+ 1 J’ cos(22Xt) qt
1 t 2X 2X 1 t

o ™ cos(t " sin(2xt
L'mtegralej %dt converge normalement, dod'c #dt
1 0

converge uniformément sur tout intervalle ferménigor
3-2) L'expression de I'(x) résulte de la questimt@dente :

(%) = I:OM dt.

Par le changement de variable u = 2tx, on obtiem¢ wmouvelle
expression de I'(x) :
I'(x):I SN 4= 5.
0 u

L'expression de I(x) est donc de la forme :
n
[(X) =—x+ K.
(x) >

Comme 1(0) =0, K =0, et on déduit, pour x =1 :
+00 ~i1n2
[T
t

0
4-1) La fonction :
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(x1) sin(xt)
' t(1+12)

(x,0)—> x

est continue.
Pour t#£ 0, la dérivée partielle premiére par rapport &tx e
COSIxt)

1+1t%)

et en (x, 0), on obtient :
1
donc la dérivée partielle premiere existe et estioae.
La dérivée partielle seconde est :
_, sin(xt)
(1+t)

elle est bien continue.

L'intégrale définissant S converge pour tout x :eéfiet, il n'y a pas de
probléme en 0, et a l'infini l'intégrale convergsa@ument :

| sin(xt) |< 1 1

1+ ta+t?) &

L'intégrale de la dérivée partielle :

™ cos(xt)

o (1+t%)
est normalement convergente sur R. On peut donaidédue S est
dérivable sur R.
L'intégrale de la dérivée partielle seconde est :

[ g
o (1+t9)

Procédons a une intégration par parties, pour x > 0
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2

sin(xt) [ tcosit) ] 1 J’ cost) 1 it

o @) [y, (1+1)?
La seconde intégrale est absolument convergenteéete normalement
convergente sur R puisque :
1-t2 | |1-¢ | 1
| S 22| 2
@+ ey la+ eyt

cos(xt)

L'intégrale :
I tsm(xt) dt
o (1+t%)
est donc convergente pour tout x > 0, et :
©osinxt) 1 t?
j t——= ( ) j cos(x)
0 (1+t) 1+t )
De plus pour tout b > a > 0, elle est uniformémenntvergente sur
l'intervalle [a, b].
On peut en déduire que S est deux fois dérivalsl§lsoo].
4-2) On a obtenu a la question précédente lestégatiour tout % O :

e sm(xt)
S0 = J t(1+1t )

+°°cos(xt)
S0 = I (1+ t2)

et pour x>0

sm(xt)
S(0= .[ (1+t? )
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On obtient pour x>0 :

'*“( sin(xt) +tsin(xt)\dt

S0 = S'(x) t+t?) @ +t))

J0

(@

= msin(xt)[ 1 t )

+
tL+t?)  @Q+t))
_ [ sin(xt) dt=J. *sin(u) du
Jo t 0 u
S(x) -S'(x) = 2.
Rappelons qu& désigne la valeur de l'intégrale convergente :

jmwdu.

0 u
4-3) Les solutions de cette équation différentistiat pour x > 0 :
f(x) = K + Ce* + DeX
et comme S est continue en 0, cette égalité estencaie en 0.
La dérivée est :

dt

S'(x) = C& — DeX.
Cherchons les valeurs de C et D correspondant a S.
On sait que S', comme e DeX, est continue sur R, donc :

o1 n
S(0)= j dt="
©) o (1+t?) 2
et on a l'égalité :
c-p=2
2
De plus S'(x) tend vers 0 emo+donc C =0, d'ou :
7
D=-—.
2
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On déduit enfin :
/.
SX)=3-—e".
(0=2-7

4-4) Sachant que S(0) = 0, on obtient la valeur de
n
2 =—.
2

exercice 11-C
1) j e 't dt.

0
Pour la borne 0, seul le facteurltpeut poser probléme. Pour que
I'intégrale converge en cette borne, il faut suifit que x > 0.
Pour la borne &, comme pour t assez grand ontadx1, alors :

eltx-l < 2

donc l'intégrale converge.

+0o
En résumé, I'intégralf e 't*"'dt converge pour x > 0.
0

j |Log(t)"e 't**dt.
0

En 0, la fonction a intégrer est équivalente a (b1, avec n> 1. On
sait qu'elle converge si et seulement si x > @@rdles de Bertrand).

Pour la borne o, l'analyse est la méme que précédemment, la
convergence de l'intégrale n'introduit pas de domsur X.

2) La fonctionl" est donc définie sur ]O pef.
Les dérivées partielles successives par rappode: x
(X t) N e—ttx—l — e—t+(x—l)Log(t)
sont bien de la forme :
(x,t) = (Log(t)) e e
et on a vu a la premiére question que l'intégraecels fonctions sur
I'intervalle 10 , +o[ converge absolument pour tout x > O.
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Pour montrer que l'intégrale :
j (Logt))'e't* dt
0

est, pour tout n, la dérivée de la fonctibnsur 10 , +of, il suffit de
montrer que chacune de ces intégrales convergerm@ment sur tout
intervalle de la forme [a , b], avec b >a > 0.
Etudions donc cette intégrale pourlr>a >0 :

tx—l < tb—l

I Log(t)"e 't dt< I|Logtﬂ”e“tb‘ldt
0 0
donc, comme cette derniere intégrale est convesgentvoit que :

j +(mLog(t))” e 't dt

est normalement convergente sur [a , b].
3) On écrit :

M(x+1)= I ettidt
0

=[-ev]" + xjoe"tx‘ldt

= X ().
Si n est un entier naturel non nul, on obtient :
Mn+1)=r(n),
et par récurrence :
F(n+1)=nl(1).
Or on peut calculdr(1) :

ra :I+w'tdt= ] =1.
=) e'de=[-e"]
On obtient bied (n + 1) = n!

© indications pour résoudrei-méthode <~ lexique
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( 1) _
A r\2 =Jr
Dans l'intégrale définissaht on fait un changement de variable :

u=+rt,
j et dt = Zj e 12 du
0

0

Pour x = % on obtient ;

r(—;) = ZJ‘O;UZdu =J.

(QC-1) Démontrer l'égalité :

(1) (@n)
r\n+_2)_22"n!‘/77'

4) On peut prolongdr en 0 (en une fonction continue) si et seulement si
I'(x) a une limite finie quand x tend vers 0.

Or,ona:
F(x) = r(x+21
X
donc quand x tend vers 0, positif(x) tend vers 4. On ne peut pas
prolonger en 0.
SixOJ]-1,0[ alors x + 1110, 1[, doncl (x + 1) est défini. On peut
donc poser, pour prolongeEr:

sixO]-1,0[TI(x) :L;l).

5) D'aprés la formul€(n + 1) = n!,I'(x) ne peut pas avoir de limite finie
en +0. On écrit :
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J}‘ttx‘ldtze‘ Itx dt=¢ ‘T{t— J

>e T
donc, la fonction intégrée étant positive, pourt tdupositif I'inégalité
suivante est vérifiée :

X

T
r(x)=e'—
X

on déduit qué (x) tend vers 4 en +o.

(QC-2) Déduire que la dérivéE(x) s'annule au moins une fois, puis, en
étudiant la dérivee seconde, qu'elle s'annule umdesfois. Dessiner
I'allure du graphe dée".

© indications pour résoudrei-méthode <~ lexique
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3-3 Corrigés des guestions complémentaires

exercice 1-QC

1) Il est clair que non. Soit, par exemple, dana\R, {0}, B = R — {0}.
L'intersection est vide. Or la suiteRappartient a B, et tend vers 0.

Donc pour tout > 0, il existe un élément b de B, et un élémede &
(a=01) tels que |b — alesLa borne inférieure de ces normes est donc 0.
Autrement ditd(A, B)=0et A B=0.

exercice 4-QC

Cette dérivée n'a pas de limite en (0, 0).

exercice 5-QC
1) Posons :
V = A grad(u).
On obtient :
rot(V) = rot(A.grad(u))
= A.rot(grad(u)) + grad(u) Clgrad(A).
Le produit scalaire avec V s'écrit donc :
<rot(V),V >= A < grad(u) Cgrad(A),grad(u) >=0.
2) On a vu la formule :
rot(¢(z).V) = ¢(z)rot(V) + grad(¢(z)) C V.
La condition rot@(z).V) = 0 conduit donc a une équation différetiel
dont la solution vérifiang(1) = 1 est :

1
w2 =—.
Z
On obtient alors :

A2).V = (ZA/ﬁ_x_zy)
zZ z z
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On voit facilement que :

2.V = grad(ﬁ).
z

exercice 8-QC

La fonction | est décroissante sur [0 o[+ minorée par 0, donc elle
admet une limite enos.

Rappelons que :

et J est continue en 0, donc I(x) tend vers O«en +

exercice 11-QC
1) On procede par récurrence. Supposons que :

(1) _(2n)!
rKn+_2)_ 7'

On a la relation :
(1 ) ( 1) (2n)!
+=+1l=n+=|=—£X
Fkn 5 1 Kn 5 22nn!\/7T
_(2n+1)(2n)!
- 22n+1n! ﬁ?
+ + I
_ (2n+2)(2n ! :+Lz(2n).\/7—7
2(n+1)2°"" nl
__(@n+2)! J7
= TT.
22n+2(n+1)!
La formule est donc bien vérifiée pour n + 1.

Comme elle est vraie pour n = 0 (avec la convenigrelle 0! = 1), cette
formule est bien démontrée pour tout n entier.
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2) La fonctionl" tend vers 4 en 0 et en o. Il existe donc un point (au
moins) ou la dérivée est nulle.

Comme la dérivée seconde est positive :

r(x) = J‘Ozoliog(t))ze_‘tx_ldt,

la dérivée premiére est croissante, donc elleammsle qu'une seule fois.
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44> Pour Chercher

4-1 Indications pour les exercic&s)(

exercice 1-I

1) Dessiner U. Etant donné un point (a, b) de Untneo qu'on peut
dessiner un disque ouvert, de centre (a, b), emtiént contenu dans U.
On pourra s'aider d'un dessin.

Pour l'adhérence, "voir" quels sont les points peaj@nant pas a U et
"tres proches" de U. Démontrer qu'un disque ousemtré en un de ces
points coupe toujours U (dessin).

Se souvenir que les points de U sont adhérents a U.

Pour finir, vérifier que les points que vous coBsgx comme "non
proches” sont effectivement non adhérents : on gessiner un disque
ouvert centré en un de ces points qui ne rencpaseJ.

2) La méthode est la méme. Représenter V.
Traiter soigneusement le cas de l'origine.
3) La formulation de la convergence d'une suitepdimts du plan est
analogue a celle de la convergence d'une suit@als, ia norme de la
différence remplacant la valeur absolue. Interpré¢tte hypothése avec
la notion de disque (ou boule) ouvert.
4)Si:

inf{|[x —y|| | xOAetyldB}=0,
alors pour tout entier positif n, il existe un pogp de A, et un point bde
B tels que :

1
lo,- bl <2
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Utiliser alors le théoréme de Bolzano Weierstragpplicable aux
coordonnées dg,aby).

exercice 2-1

1-1) Ecrire formellement que f a une limite en aispparticulariser au
cas ou une coordonnée reste fixe.

1-2) Contraposée.

1-3) Contraposée.

1-4) Composée de deux fonctions continues.

2-1) Un point exclu : (0, 0). Utiliser 1) pour erptr I'existence d'une
limite en ce point.

2-2) Etudier le cas de (0, 0), puis le cas général.

2-3) Un point exclu : (0, 0).

2-4) Penser aux valeurs de cos(y) et ch(x). Paufineites éventuelles,
utiliser les applications partielles pour voir siedimite peut exister.

2-5) Il faut x# —y. Séparer le cas de (0, 0).

exercice 3-I

1) (M) Dans chaque cas, étudier séparément legspdin domaine de
définition primitif et les points ou I'on a pu pooiger la fonction. Les
premiers se traitent en général par les résultatdiffiérentiabilité des
fonctions usuelles, et les seconds par des caleulaux d'accroissement.
Si les dérivées partielles ne sont pas continues, l& probleme a la
question 3).

2) Prolonger si nécessaire les fonctions.

3) Les dérivées partielles peuvent indiquer cesgra la différentielle si
elle existe.

exercice 4-l

Prolonger par continuité revient a chercher sofecfion a une limite. On
pensera, le cas échéant, a utiliser le changeneerdrehble :
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X =r cos(t), y = r sin(t).
Calculer les dérivées partielles en séparant leled8, 0).

exercice 5-l

Exercice de calcul.
Penser a I'égalité des dérivées partielles secondes

exercice 6-l

Pour les extrema, calculer les dérivées partiskesndes.

Si elles sont toutes nulles, traiter directemembo® écrire la forme
quadratique donnée par la formule de Taylor, ediétison signe.

exercice 7-1

1) Calculer soigneusement.

3) Il s'agit d'applications linéaires.

Pour 3-2, il faut dériver une fonction composée.

Pour 3-3, simplifier au mieux l'expression obterare remplacant les
dérivées partielles par les expressions calculées@estion précédente.

exercice 8-
1-1) Les fonctions a intégrer sont-elles bien aargs pour tout X,
comme fonction de t ?

1-2) Les fonctions a intégrer (fonctions de 2 \alea) sont-elles
continues ?

1-3) Décomposer en €léments simples

2-1) Appliquer les théoremes généraux.

3) Idem.

4-1) Faire un changement de variable dans B'.
4-2) Calculer A(0) + B(0).
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4-3) Majorer A(x) (par exemple par <
4-4) Utiliser 4-2.

exercice 9-1

1) Etablir la convergence normale.

Pour la dérivée, établir la convergence uniformesemestreignant a un
intervalle de la forme [a , b].

2) Faire d'abord une intégration par parties, pemplacer l'intégrale par
une autre plus facile a étudier.

Utiliser la convergence normale.

3) Par un argument élémentaire montrer que x dadt@ositif pour que
I'intégrale converge.

Etudier ensuite la continuité et la dérivabilitér 40 , +o[, en se
restreignant a des intervalle de la forme [a] fia > 0).

4) Pour que la fonction a intégrer soit définidailt et il suffit que » 0.
Etudier ensuite la convergence normale sur [@[, +

exercice 10-1

1) Transformer l'intégrale par intégration par jestt

2) Noter qu'il n'y a pas de probleme de convergence.

2-1) Par un argument élémentaire, montrer qu'onsdiposer % O.
Etudier la convergence normale sur [ao].+

2-2) ldem.

2-3) Pour la limite, majorer F(x).

2-4) Utiliser la continuité de F.

3) Etablir la convergence normale pour la contiuit

Pour la dérivabilité, intégrer par parties.

Pour I'(x), faire un changement de variables.

4) Penser qu'il n'y a pas de probléme en 0.

4-1) Calculer les dérivees patrtielles et vérifietetles sont continues.
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Pour la dérivée premiere, la convergence est nersalR.
Pour la dérivée seconde, faire une intégratiorppeties.

4-2) Combiner les expressions intégrales de S segé@érivées.
4-3) Intégrer I'équation différentielle.

Préciser les constantes a partir de S'(x).

exercice 11-|
1) Les deux bornes sont a étudier pour la conversgen

Penser aux intégrales de Bertrand, et aux croissanomparées des
exponentielles et des puissances.

2) On peut se restreindre a des intervalles [ah b]a > 0.

3) Pour la premiere, faire une intégration paripartEnsuite appliquer le
résultat & x entier.

Pour la troisieme faire un changement de variable.
4) Utiliser 3.
5) Minorer l'intégrale de 0 a T par une expressiox.
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8 Pour chercher - méthodes

4-2 Méthodes#)

Mode d'emploi de cette partie : vous trouverebal@ une liste de
méthodes de résolution des types de questionsnpéésedans ce
volume ; par commodité, on a précisé ensuite ageale chaque
exercice ou une méthode a été indiquée fae((ou les) numéro
de la méthode concernée. S'agissant d'un discours les

mathématiques, et non d'un discours mathématiqudromvera

naturel qu'il utilise les abus de langage usueds, raccourcis
allusifs, et de facon générale qu'il se rapproche discours oral
qui pourrait étre tenu devant les étudiants.

Vérifier qu'un sous-ensemble est ouvertSoit U une partie du
plan. Pour vérifier que U est un ouvert, faire diabun dessin.
Pour un point quelconque, voir si on peut dessinedisque centré
en ce point et contenu dans U. S'intéresser auxqui seraient
sur un "bord" (au sens intuitif).

Vérifier qu'un sous-ensemble est fermé. Voir si son
complémentaire est ouvert.

Chercher les points adhérentsSoit U une partie du plan (par
exemple). Ne pas oublier que les points de U sonérents. Pour
d'autres points : faire un dessin, rechercher peénts frontiere”,
vérifier que tout disque centré en un tel pointpmU.

Montrer qu'un sous-ensemble n'est pas fermélrouver un point
adhérent qui n'appartient pas au sous-ensemblayéisk limite
d'une suite convergente de points du sous-ensendpe,
n‘appartient pas au sous-ensemble.

Trouver une suite convergentePenser au théoreme de Bolzano-
Weierstrass qui permet d'extraire une suite comrgegd'une suite
bornée.
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6-

10-

11-

Obtenir une condition nécessaire pour la limite d'me fonction.
On peut particulariser la maniére de se rapprodbgpoint visé :
le long d'un axe, d'une droite particuliere...

Montrer qu'une fonction n'a pas de limité en un pont.
Chercher a obtenir des conditions nécessaires ipatiohes.

Chercher la limite d'une fonction. Dans le cas d'une fonction de
deux variables (par exemple) au voisinage de (@,0b) peut
d'abord chercher des conditions nécessaires sualéar de la
limite (éventuelle). On peut aussi faire le changetrde variable
"polaire”, en posant x = a + rc@8(y = b + rsin@). Etudier
I'expression obtenue quand r tend vers 0. Si ellena limite
indépendante d@ cette limite est la limite de f en (a, b).

Etudier la différentiabilité. Cas d'une fonction f de deux
variables (par exemple). Pour la plupart des ppiats simple
calcul suffit pour établir que les dérivées pallexistent et sont
continues : f y est différentiable. Pour quelquenis, une au
moins des dérivées partielles n'existe pas : f ey pas
différentiable. Pour d'autres, les dérivées pdesatxistent mais ne
sont pas continues (ou on ne peut pas le déman@aronnait
alors la valeur de la différentielle éventuelle. vB&r a la
définition :
f(a+h,b+Kk) - f(a,b) - hf,(a,b) - kf,(a,b)

Kb,k
tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0, 0).
Calculer avec les opérateurs différentielsSe rappeler que pour
une fonction de classe?Q'ordre des dérivations est indifférent.
Chercher les extrema.ll s'agit des extrema locaux. D'abord,
déterminer les points critiques. Ecrire la partiedyatique de la
formule de Taylor. Si elle n'est pas nulle, étudien signe. Si le
signe est fixe on est bien en un extremum.
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12-

8 Pour chercher - méthodes

Etudier certaines équations aux dérivées partielledl s'agit des

cas é€lémentaires. Certains changements de varigi#dasent

simplifier ces équations (u = x +y, v = x —y) et conduire a des
intégrations faciles.

Etudier les intégrales dépendant d'un parametrdCas d'un

intervalle d'intégration fermé, borné). Il s'agissentiellement
d'étudier la continuité de la fonction de deux ablés a intégrer,
ou d'une de ses dérivées partielles.

Etudier les intégrales dépendant d'un parametrdCas d'un

intervalle d'intégration non borné). Il faut étudide plus les
problemes de convergence : convergence simple Ipadmmaine

de définition, convergence uniforme pour la contiu la

dérivabilité.

Les méthodes dans les exercices :

ex.1:1,2,3,4,5| ex.2:6,7,8 ex.3:9
ex.5:10 ex.6:11 ex.7:12
ex.8:13 ex.9:14 ex.10:14
ex.11:14 ex. 12 :
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4-3 Lexique &)

Adhérent : Un point a est adhérent a une partie A si pour toul, il
existe un x de A vérifiant N(a—x) <r.

Adhérence :C'est I'ensemble des points adhérents a une parte

Application partielle : Soit a = €, ) un point et f une application d& R
dans R. On associe a a deux applications partielles

x — f(x, B), ety— f(q, y).

Bornée : Une partie A de Rest bornée s'il existe des réels a, b, c, d tels
que : Al [a, b] x [c, d].

Boule ouverte :Si N est une norme, la boule ouverte de centredee
rayon r est 'ensemble des points y tels que N(y<r.

Critique : Un point critique est un point ou toute les déwdartielles
sont nulles.

Dérivée partielle : C'est la dérivée d'une application partielle.

Divergence :Si V : R3 --. R8 est une fonction vectorielle de classt €a
divergenceest :

N,
div(V) = (00\;* x,¥,2) +E¥(X,y,2) +
Euclidienne : La norme euclidienne est définie par :
[0 =+ X

Euler : La relation d'Euler est vérifiée par les fonctitiwsnogéenes :
xE (X, y) +¥f, (X y) = f(xY).

N, )
5 %)),
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Fermé : Un ensemble est fermé si son complémentaire estrouv

Gradient : si u : B --. R est de classe?(on définit legradient de u par

- grad(u) {% (x.y,z)%(x.y,z)%‘(x, Y, z)).

Homogéne :Une fonction homogene vérifie pour tout x, toutcas de
deux variables) : Nx, Ay) = A f(x, y). Si cette relation n'est vraie
qgue pour\ > 0, on dit que f est positivement homogeéne.

Laplacien : Le laplacien de u est :
Fu J’u Ju
A(u) = + + :
(u) e A 27 57

Norme : C'est une application N de"Rlans R, positive, telle que les
trois conditions suivantes soient vérifiées :

N(x) = 0 si et seulement six =0
N(AX) = \|N(x) pour tout réeh
N(x +y) < N(x) + N(y).

Ouvert : Un ensemble U est ouvert si pour tout point x dedxiste une
boule ouverte de centre x contenue dans U.

Rotationnel :

2

X _

H & d( ’

N3



