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Exercices Corrigés

Exdnçrcn 1 ', On rtt'rtskJitl dans IR't' lr' sous ertsr'mble F tl(:li'ni' 7to'r :

F: {(r,y, z) e tr<3 I'zr +Y * z:l)}
(l\ A/ontrcr que F est un s()us esf)ace rer:toriel tle T13 '

(.2) Donner une ltose tle F ' rlnelle est srt' dintertsiort"?

(it) F e.s/-ll éqaLe d R3 ?

S.oi.uttÔN.. (1) 
'

F est, s.e u* { il^1r9 . F, v). p e rR. À.x + t1.y € F

- 06,a: (0,0,0) € F'>F*A,car2'0+0-0:0'
- v"i - (r,y, z).ÿ : (t' ,v' , z') e F' )', 1t € lR 'montrons que :

À(t:,y, z) + pQi, Y'' z')e? F,

;ÜprS t c'est à cli,re ()'t + p'r' ' \'9 * 1t'v' ' Àz + 1tz')e! l-

2(\t:+ 1.t't:t)+(Àg+ Pa') - (\z+ pz') : À(2r+a- z)+ p'(Z:,'+v' -zl) : À 0+p 0:0'

ca,r :

(r,y,z)eF=>2r+Y-z:0'
etlt',y';z') e F -> 2r' '.Y' - z1 -- 0

Ainsi ),(t:, y, z) + 1-t(x' . y', z') e F, F est sous espace uectorzel de R"
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(2) Base de F : soit X e F ++2r + y z :0- z :2r lA,
1 - (:r,u.z): (r.y,Zt; 1-'y) -- r(1,,0.2) + y(0, 1,1), arnsl

p:{(z,y,z)€P.3f'h+U-z} = {c(1,0,2) +y(0. I,\)lr,se tr\}.

D'o'it F ast r:'rt q elxltt 1nr' {r, =. (1, 0.2), rr2 - (0, 1. 1)}, ttruntuotts qrLe r:ette

famille est Libre st et seu,Letnent sL

VÀr,,\2 € IR., À1r,1 * ,\2u, : (0.0,0) + Àr - Àz - 0.

)r(r,0,2) + Àr(0, i. 1) : (0,0,0) + (Àr, À2.2Àr + Àr) : (0,0,0)

d'r.ttt Le t ésuh,o.t. Abrs la cLtn'te,nsutn cle F est égale à 2, cur {u1. u2} est une

Ltase ( liltre et génér'atrzce) rle l\3.
(3) iî'l IR3 carrlirrr.Ir:213 - dint IR3.

lEtrÉÈè!ôÊ' 4- | On consr.rLère dans lR'r, le so'us ertsernltle F défini par :

F : {(, - u,2r +'11 't 42,39 + 2z) I r,'y. z e El}
(l) t\tlontrer rlue F est un sous espace uector'iel d,e El3.

(2) Donnerune base de F, r1uelle est sa d'i'mension ?

(3) F est-iL égale à R3 '/

.sreirufloN (1) - (0,0,0) e I car (0,0,0) : (0 - 0,2.0+0+.1.0,30+
2.0)=+FlA

- VX,Y € 4,\, l-r €El m.ontrons q'ue \X + 1LYÇ? F ; on a:
À e F <+ -1r,y,z) € IR3/X : (r - y,'Zr + y + 42.3y + 2z),

Y e ÿ ++ 1(r' ,y' , z,') € IR.3/y : (t' - y'.2r' + y' + 4z',:)'y' +22'),

w4weÿà#î
^x+pY 

- ((),:rt 1t'1.') (^y+ia'),2(^t+p:t'1+(Ày-rp.y')+4(À:+r,7,3$u+t,y')+21\:+tt;)
tL'où ):t" : Àl + tLt',1a" : Àa - tty' ,1.=-" - Àz -l' p.z', ain:i

À.x + py : (t" , y" +,2ti' + y" + 42",3'y" -r 22") e F.

(2) Base tle F :soit-X e F<+ 1(r,y.z) € IR:r/-X : (t - y.2t: +tt + +2.3!l +22),
X: (,-y.2r-t lt+ 42,3'yi2z): r(1,2,0) +y( 1. 1,3) + y(0.4.')), a'ins'i

I : {z(1.2.0) + s(- 1. 1.3) -i a(0.4.2)lr, a .z € m}.

D'où F est engendré par {t, : (1.2,0),u2: (-1.1,3),u3 : ({). 4.2)}. mon.'

tT 01.Ls que cette fantille est libre si et seule'ntent si

VÀl, À2, À3 € IR, Àrr,r * À2u2 -1- À3u3 : (0,0,0) .+ Àr : À2 : Àr : 0.

À1(1,2,0)+)r(-1, 1,3)+)3(0,4,2) : (0,0,0) .+ (,\1-,\2,2Àr+Àz+4Às,3Àzt2)r) : (0,0,0)

3À2+4)3:0, +2to- 0 + Àr: À2:0.
3À2 + 2À3,

. Alr.trs la d'itnens'iott de- F est é,gale. a 3, car {u1,u2,u3} est une
base ( Lil.tre et génératrice) de n\3

ot.-

d,'o'it, le résultat
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(3) F- : Ê? cor dim F: 3: din R3.

E*diiôiôb t: L i On consi,d,ère dans R.a, le sous ensemble F r\éfini par :

f : {(x,s, z,t) e IR4/(z + z : 0),r (y +r : 0)}
(.7) Montrer que F est un sous espace lectoriel de P"3.

(2) Do'ruter 'une base de î , d,ed,uire sa dimens.ion..

.Sor,uniôNr. (1) (0,0,0.0) e F .+ 11 lA, aï (0+0: 0) A (0+0 - 0)
- VX : (r,y. z,t),Y : (x',yt, zt,t') e 4 À. p e ffl montrons que :

),(x,y, z,t) + p(r' ,g' , z' .t')e? F,

c'est. ù tLire (Àr * pz'. Àg + Uy', Àz + pz', Àt + pt')€? F

J X e F + (r-z:0) 
^(s+t-0)I Y € F =: (r'* z' :0) 
^ 

(y'- t' :0)
À(r + z) : 0Ap(z' -l zt) : g+ .\o + 1.u' + Àz * przt : 0

À(g+t) : 0Ap(y/+ t') : 0 + ÀA t py' + 
^t 

+ ptt : 0

ai,ns'i Àrlpr'+Àzl p,z':04)ÿ + pg'+^t* p.tt : Ç) c'est dire
À(r,9, z,t) + p(r',g', z',t') e F d'où le résultat.

(2) Base de F : soitX e F<+ r - -z Ay : -t.
X : (r,11. z,t) : (x,y. -a, -y) : r(1,0, -1,0) + s(0, 1.0, -1). ain-sz

r : {1(1,0, 1.0) + ?10. 1,0. -1)/r y e lR}

D'où F est engendré par {ur: (1,0, -1,0), o2 : (0, 1,0, -1)}, m.ontrons q'ue

cette.fam,iLle est li.bre si et seule,metû s'i

VÀr, À2 € IR, À1u1 * Àru, : (0,0,0,0) =+ À1 : À2 : 0.

À1(1,0, -i,0) + À2(0, 1,0, -1) : (0,0,0,0) ,+ ()1, À2. -Àr, -Àz) : (0,0,0,0)
d'où le résultat. Alors la d,i,mensi,on de F est égale à 2, car {u1,u2} est une
base ( libre et génératrice) de Fta.

}l.l;lartc;t;lr C'est un eremple de I'intersection d,e deur s.e.u est un s.e.t on
pouua'it l'écrire sous cette Jorm,e F : Ft 1'Fz où

\: \(t.,,y,2,t) eIR4l@ + z: 0)).

F2: {(r.y,z,t) e IRnl(a +r:0)}.
est 'montrer que F1, F2 sont d,es s.e.u tLe Ela .

E Ëôièii l:: 4 : Q) Montrer que la famille {(1,2), (-1, l)} est sénératrice
de Itl2 .

(2) quelLe sont les fami,lle libre parmis les Jami[Les suiuantes j fr : {(1,1,0), (1,0,0), (0, 1,1)i,
& : {(0, 1. 1,0), (1, 1, 1,0), (2, 1, 1.0)}.

(3) Montrer que la famitte {(1,2), (-1, 1)} est une base detr.2,
et que la fam,ille \ : {(1, 1, 0), (1. 0, 0), (0, i, 1)} e."t une bas e rle EL3 .
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Àr*Àz:0
À1 *À3:Q I

^3-v

Àr:o
Àz:o
À::0

I\ est Libre'

iù r, = {(O,1, 1,0), (1, 1, 1,0), (2, 1, 1,0)} # n'est pas libre crt'r

3À1 : 1, ,\r : -2, À: : 1 € lR' À1(0' 1, 1, 0) + Àr(1, 1, 1, 0) + À3(2' 1' 1, 0) : (0, 0' 0' 0)

(3) La.famille{(1,2), (-1, l)} est une lnse d.e[12, co.r quand.le no,mbre d.e uecteurs=2-dirn IR2

' ' ù iuffit ,1." àontire, qu'ei[e est soit génératrice ou bien libre pour qu'elle puisse

être ïne base or d.,iprès la question (1) elte est génératrtce d'où le résultat.

La farnille F.r: {(i, 1,0),(i,0,0),(0,i,t)} esr une base deFts, car te cardi'-

nal'e d,e F1 est égàle à 3 : din IR3 est F1 étant libre, alors c'est une Ltase de

TR,3,

$: Soit l'application f défin'ie de R2 d,ans N par

f @,Y) : (t + s,x - a)'

lL) Monter que I est linéaire.

(2) Détermtner ker f , et Imf et tlonner leurs r/imensions, f est-elle bijectittes ?

(3) Déte,rminer f of'

§d'i\ffi,qü (1) / est li'néaire si et seulement si

Va,B e IR,V(z,y),(r',y') e IR2;/(o(r,s) + 0("',a)): af (x'a) + 0f @',v')
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.§,ôjÜt!cir,il;. (I) La f arnitle { (1, 2) , (- 1, t)} est sénératrice de R2 si et seule-

men.t s'i

VX -- (x,ù e IR2, !À, p € IR/X : À(1.2) + p(-1'1)'

Soit (r,A) € F.2, cherchons )',peF-tel que :

(r, e) : À(1, z) + P(-1, 1) : (À - P.,2À + 1t)

ainsi,

I r:\-1.1. .,..(l) :x -?1 -21 -lJ
t ,: '^ - 

p' "i;\ (1) - (2) =+ \: -------: etp - -5-
d'ou, cette famtlle est génératnce.

(2) quetle sonlles fami'lle libre parmis les famitles suittantes ' 
F, : {(t 1 0)' (1' 0' 0) (0' 1 1)}'

Fz : {(0, 1, 1, 0), (1, 1, 1,0), (2, 1, 1, 0)}.

, -Fl : {(1,1,0), (1,0,0), (0, 1, 1)} est libre si et seulemettt si

vÀr, )?, À3 € IR, À1(1, 1, 0) + Àr(1, 0, 0) + À3(0' 1' 1) : (0, 0, 0) + À1 : À2 : À: : 0'

À1(1, 1,0) + Àr(1,0,0) + À3(o' 1' 1) : (0,0,0)



f @@,u) + {Jlr' ,s')) : f \ar + Pî' ,aa + Pa')
: (ar * Br' + ay I Byt,ax I Êr' - aA * 0A')
: (ar -l t\lJ,dr - ay)+(§r'+ 0a',0x' - fy')
: a(z * !t,r. - y) + 0(r' + a'.r' - y')

-- af b,y) + ttJ@'.y')
d'oi, f e.st Li,né,aire.

(')) Dét rmrnons ker f . et lrnl el tLonn,,r leurs rlinrcn sions, f est eLle btlectzues ?

ker.f : {(,, y) e IR'll@,ù: (0 0)}
: {(r,s) e Ft2fx +a:0 nt -ÿ:0}: {(o' o)}

ainsi dim ker / : Q.

Irnf : {@ +y,r -y)l@,s) e trt2}
: {,(1,1) + y(1, -r)/(2, v) e IR'}'

Ai,nsi Im.f est engend,ré par d,eur uecteur qui sont lr,bre, alors dlrtt Imf :2.
Sachant que la d,imensi,on de I'ensemble de départ est égale à' La dimension de

I'ensemble d'an"r,uée f est bijecti,ue si elle est soit injectiue ou bien surject'ite or

J e:t i,njectitte carker 7: {(0,0)} et au,ssi s urject iue cor dim IR2 - d\m lnt| :
2 c'esl à d,ire [mÏ - P,2.

(3) Soit (r,a) Ç ffL2) on a

I " l@,y) : fUG,y)) : j(1: +'y,r: - y)

: ((r +U) + (x - y),(:; r17) - (r - y))

: (2r,,2y) :2(r,y) -- 2Id.1p,t

lrEiÉncrcË.rr 6 : Soit l'application f défini,e d'e fr\2 dans IR2 pa. ,

l@,y):(2æ-4s,t-2s).
(l) Mo'nter r1'ue f est li,nénit'e.

(2) Déterm'iner ker /, et Imf et rlonner leurs dimensi'ons, f est-elle bijectiues ?

'SoLÙtIôN' (1) f est linéaire si et seule'ment si

Vn,B e IR,V(:;,e),Qi,a) e IR.'?;/(ri(r,u) + AQ',y')) : aIQ:,v) + 0IQi 'v')

f ("(*,y) + l3("',a')) : l@" + Pr'.ay + By')
: (2ar +2pr' - Aay - 4py'.r;,e + Bt' -2ay -ZBy')
: (2ar -  ag,ar - 2ay) + QAr' - a7y' ,l3x' - zga')

: a(zx) - 4y,r - 2y) + 7Qr' - 4y' ,x' - 2v')

: af (x,a) + af Q;,a,)
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d'tù f est linéaire.

(2) Déterminons ker /, et Imf et donner leurs d.irnensions, f est-elle bijectiues ?

ker/ : {(r,y) e tR, lf @,y): (0,0)}
: {(".y) €tPr2f2r -4a:a A r_2y-0}
: {(", y) e R2 lr :2y}
: {(zy,y)ly ert}
: {y(2, r)/e e tR}.

ainsi ker f est engendré par le uecteur(Z,l) I O, ainsi dim ker / : t, f, alors
n'est pas injectiue.

Inr,! : {(zr - 4y.,r -2e)l@,y) etr.2}
: {*(2,1) + ÿ(-4, -z)lk,u) e R,t

Arn.si lm.f est enqenrJré pay deut uecteur qu,i ne soî1,t pas l,iln.e c,L,t,(-tl, 2) :
-2(2,7) alors di:i:;rlmf : I on peut aussi utliser le fait que La tl,intension d.e

l'ensemble de départ est égale à la dintension de I'ensemble r),ariuée l. alors
dirnker/ + dim lmf :dim.i?2,=+dimIm/:Z-I-t.

(3) f n'est pas bijectiue car il n'est ni injectiue ni surjectiue.
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