Exercices Corrigés
EXERCICE 13 On considére dans IR*, le sous ensemble I' défint par
F={(zy2) € R2z+y—2z=0}
(1) Montrer que I est un sous espace vectoriel de TR®.
(2) Donner une base de I, quelle est sa dimension ?

(3) F est-il égale @ R® 2

SOLUTION . (1) :
1 F 40,
¥ el RENE { VXY e FVapuelR, AX+pYeF
SUE =(0,0,0) € F=F#0, car 20+0 - = (.

VX = (z,y,2),Y =@y, ) e FLApe IR montrons que :
A, y, 2) + p(a 2)e'F,
ﬂe\_ a..}%wd.’ cest o dire (Ax -+ pr', Ay + py's Az + pz)e'F
— 2z + pa') + Ay +py) — (Azbpe’) = X2e+y—2) 2 +y —2) =A0+p0=0,
car : ’
" (zyyz)EF=2e+y—2=0,
{ et(z',y;2) € F =27 Lyl=g' =0,

Ainsi Mz, v, 2) + p(a',y,2") € F, F est sous espace vectoriel de R®.



(2) Base de F :soit X e F & 2r+y—2=0=>2=2z+y,
X:(:E,y.,—,)z(ry}r-! ¥y = @1, 0,2) —0—?;(0 1,1), ainst

Dot F est engendré par {v, = (1,0,2),-1:2 = (0,1, 1)}, montrons que cette
famille est libre si et seulement st

VAL, Ae € IR, Ayug + Aquy = (0.0,0) = Ap = Ay = 0.
A(1,0,2) + Ag(0,1,1) = (0,0,0) = (A1, Az, 2A1 + Ag) = (0,0,0)

d'ow le résultat. Alors la dimension de F' est égale a 2, car {vy,vo} est une

base ( libre et génératrice) de IR”.
(3) F#R® car dim F = 2 # 3 = dim R*.
BEXERCICE 4 : On considére dans IR®, le sous ensemble F défini par :

F={(z-vy22+y+4z,3y+2z)/z,y 2z € R}
(1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de IR®.
(2) Donner une base de F', quelle est sa dimension ¥
(3) F est-il égale a IR* ¢
SOLUTION . (1)  -1(0,0,0) € I car (0,0,0) = (0 —0,2.0+ 0 +4.0,3.0 +
20)= F #10.

~VYX,Y € F,\ i € IR montrons que A\X + uY€'F; ona:
XeFeIzyz) e R/X =(z~y, 2z +y+ 4z, 3y + 22),
YEF@EJ(zy?)EIRi/Y (z' — ¢, 2:L+J+iz 3J+‘77)

)\X+,u)’ = ((A;H—,u;r ) (Ay—l—,uy) ()\H—,ub) ( ,uJ)JrJ:(A +,u7) (/\J—i—,uy)—er/\ +,u~)
d'ot 32" = Az + pa', " = Ay + wy', 32" = Az + p2', ainsi
AX +uY = (2" —y"+,22" + " + 42", 3y + 22" ) e F.
(2) Base de I : soit X € F & 3(x,y,2) € R*/X = (x —y, 2x + y + 4z, 3y + 22),
X=(zx—y2x+y+4z3y+22)=2(1,2,0) + jf—l 1,3) +y(0,4,2), ainst
F={2(1,2,0)+y(-1,1,3) + 4(0,4,2) /2, y. = € IR}
Dot F est engendré par {v, = (1,2,0),v = (=1,1,3),v3 = (0.4,2)}, mon-
trons que cette famille est libre si et seulement si
VAL, Az, Ag € IR, Aug + At + Agug = (G 0, 0) = M=X=A=0
A(1,2,0)+A2(=1,1,3)+23(0,4,2) = (0,0,0) = (A1=A2, 2A1+A2+4 A3, 3A24+2A3) = (0,0,0)
Al = "\2:
= 3 + 4X3 = 0, =2=0=2XA=A=0
3Aa + 2A3,
d’ot le résultat. Alors la dimension de F est égale a 3, car {vy,vy,v3} est une
base ( libre et génératrice) de IR®.



3) F =R cardimF =3 = dim B3

EXERCL

2 : On considere dans RY, le sous ensemble F défini par :
F={(z,y,z,t) e R*(z +2z=0)A(y +t=0)}
(1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de IR®.
(2) Donner une base de I, dédwire sa dimension.
SowuTioN. (1) - (0,0,0,0) € F = F #0, car (04+0=0)A(0+0 = 0).
-VX =(z,y,2,1),Y = (2,9, 2,t') € F,\, p € IR montrons que :
Mz, y, 2, t) + u(z', v, 2 . t)EE,
c’est & dire (A\x + px', \y + py', Az + p2', Mt + pt')e'F
{ XeF= (z+2=0A(y+t=0)
YeF= (+2=0AH+t=0)
AMz+2)=0Apz'+2)=0=> Az +puzx' +Az+pz' =0
= A
AMy+t)=0Auly +t)=0= Iy+py +Mt+ut'=0
ainst Az + px' 4+ Az + p2’ = 0A Ay + py' + M+ pt’ = 0 clest dire
Mz, y,z,t) + pu(r', v, 2/, t') € F d’ou le résultat.
(2) Basede F :soit X e F & z=—2zAy=—t,
X =(z,9,2,t) = (z,y, -z, —y) = z(1,0,-1,0) + y(0,1,0, —1), ainsi
F={z(1,0,-1,0) + v(0,1,0,-1)/z.y € IR}

D’ot F' est engendré par {v; = (1,0,—1,0),v, = (0,1,0,—1)}, montrons que
cette famille est libre si et seulement si

VAL A2 € IR, Ajvy + Aawe = (0,0,0,0) = Ay = A = 0.
%1(1,0,~1, 0§ % Xg(D, 1,0, 1) = (0,0,0, 0) = (Xs, Ag, =Ny, =Ag)= (0,0,0, 0)
d'ot le résultat. Alors la dimension de F' est égale & 2, car {v1,v2} est une
base ( libre et génératrice) de IR®.
REMARQUE C’est un exemple de l'intersection de deux s.e.v est un s.e.v on
pouvait U'écrire sous cette forme FF = F1 N Fy ot
Fi=A{(z,y,2,t) e RY(z + z = 0)}.
F = {(z,y,2,t) € RY/(y +t = 0)}.
est montrer que Iy, Iy sont des s.e.v de IR,
'EXE} AE 4 (1) Montrer que la famille {(1,2),(—1,1)} est génératrice
de IR

(2) quelle sont les famille libre parmis les familles swivantes - F; = {(1.1,0),(1,0,0),(0,1, 1)},
F,={(0,1,1,0),(1,1,1,0),(2,1,1,0)}.

(3) Montrer que la famille {(1,2),(=1,1)} est une base de IR?,
et que la famille Fy = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)} est une base de IR>.




JTION . (1) La famille {(1,2),(—1,1)} est génératrice de IR? si et seule-

ment si
VX = (z,y) € R%, 3\ p e R/X = A(1.2) + p(=1.1).
Soit (z,y) € IR?, cherchons A, p € IR tel que :
(z,9) = A(1,2) + p(=1,1) = (A — p, 22 + p)
ainst

(22008, 7 0r o= lan= =5

3 H 3
d’on, cette famille est génératrice.

(2) quelle sont les famille libre parmis les familles suivantes : Fy={(1.1,0),(1.0.0).(0.1. 1) }.
Fy = {(O? L1, 0}1 (17 1, 110)1 (2, L1 0)}
i) Fy = {(1,1,0),(1,0,0), (0,1,1)} est libre si et seulement si

‘V’)\h Ag, )\3 = ]R., A]_(]., 1,0) o /\2(1,0,0) + /\3(0, 1, 1) == (0.0,0) = /\1 = Az e /\3 — U
A(1,1,0) + Ag(1,0,0) + A3(0,1,1) = (0,0,0)

}\1+A‘2=0 A1=0

e M+A=0 & A=0

Az =10 Az =0

Fy est libre.
ii) F, = {(0,1.1,0),(1,1,1,0),(2,1,1,0)} e n'est pas libre car

Py =1 A = =20 =1 € R,A1(0,1,1,0) + Xo(1,1,1,0) + A3(2,1,1.0) = (0,0,0.0).

(3) La famille {(1,2),(—1,1)} est une base de IR2, car quand le nombre de vecteurs=2£=dim IR?
il suffit de montrer qu’elle est soit génératrice ou bien libre pour qu’elle puisse
stre une base or d’apres la question (1) elle est génératrice d’ou le résultat.
La famille Fy = {(1,1,0),(1,0,0), (0,1, 1)} est une base de R3, car le cardi-
naée de F; est égale 4 3 = dim IR3 est F, étant libre, alors c’est une base de
1278

5+ Soit Uapplication f définie de R? dans IR? par :
flz,y) = (@ +y,z—y)

(1) Monter que f est linéaire.

(2) Déterminer ker f, et Imf et donner leurs dimensions, [ est-elle bijectives ¢
(3) Déterminer f o f.
N. (1) f est linéaire si et seulement si

Va, 8 € R,V(z,y), (@,y) € B fla(z,y) + O(«',y) = af(@.y) + B (=".¥).




EXBRCICE

fla(z,y) + 6@ y) = [floz+ 0r, ay+ 0Y)
= (az+ Bz’ +ay+ By, az + Pz’ — ay — 5Y)

= (az +ay, 0z — ay) + (B2’ + By, Bz’ — BY)

= a(z+y,z-y)+8z +y.2 - )

— af(z,y) +Bf(.y)

d'ot [ est linéaire.
(2) Dét-rminons ker f, et Imf et donner leurs dimensions, f est-elle byjectives ¢
ker /= {(z,y) € R?*/f(z,y) = (0.0)}
= {{z,y) e R*/z+y=0Az—y=0}

= {(0,0)}

ainst dim ker f = 0.

Imf = {(z+y,3-y)/(z,y) € R}
= {z(1,1) +y(1,-1)/(z,v) € R’}.
Ainsi Imf est engendré par deux vecteur qui sont libre, alors dim Imf = 2.
Sachant que la dimension de [’ensemble de départ est égale & la dimension de
Iensemble d’arrivée f est bijective si elle est soit injective ou bien surjective or
f est injective car ker f = {(0,0)} et aussi surjective car dim R? =dim Imf =
2 ¢'est & dire Imf = IR%.

(3) Soit (z,y) € IR?) on a
foflzy) = f(f(zy)=Fflz+tyz-y)
= (@+y) +(z-9). (1)~ (- )
= (B Py)=0xy) = ZIdIRz

6 : Soit Uapplication f définie de IR? dans IR par
flz,y) =2z —dy,z - 2).
(1) Monter que f est linéaire.

(2) Déterminer ker f, et Imf et donner leurs dimensions, f est-elle bijectives ¢

SOLUTION (1) f est linéaire si et seulement st

Va, B € R, Y(z,y), (2',7) € R? flalz,y) + B(',y) = af (z,y) + Bf(2",y).

fle(z,y) + B(,y) = floz+ B2 oy + BY)
= (2az + 2Bz — 4oy — 4By, az + Pz’ — 2ay — 26Y)
= (20x — 4oy, ax — 2ay) + (202" — 48y, Bz’ — 28y')
= o2z —4y,z —2y) + B2 — 4y, 7' — 24)
= af(z.y)+Bf(,y)



d’ou f est linéaire.
(2) Déterminons ker f, et Imf et donner leurs dimensions, f est-elle bijectives 7
ker f = {(z,y) € IR?/f(z,y) = (0,0)}

= {(z,y) e R*/22 —4y =0 A z — 2y = 0}

= {(z,9) e R?*/z = 2y}

= {(2y,9)/y e R}

= {v(2,1)/y € R}.
ainsi ker f est engendré par le vecteur(2,1) # 0, ainsi dim ker f = 1, f, alors
n'est pas injective.

Imf = {(2z - 4y,x — 2y)/(z,y) € IR?}
= {2(2,1) +y(~4,-2)/(z,y) € R?}.

Awnsi Imf est engendré par deur vecteur qui ne sont pas libre car (—4, -2) =
—2(2,1) alors dimImf = 1 on peut aussi utliser le fait que la dimension de

Uensemble de départ est égale a la dimension de ['ensemble d’arrivée [, alors
dimker f + dim/mf =dim R?, = dimImf =2—-1= 1.

(3) f n'est pas bijective car il n'est ni injective ni surjective.



