CHAPITRE 6

Notion de Matrice Associée i une Application Linéaire et
Calcul Algébrique sur les Matrices avec Exercices Corrigés

Soit IK un corps commutatif.

Soit E et F' deux IK espaces vectoriels de dimension finies n et m, f une application
linéaire de E dans F, soit B = {e1,e2,...,e,} une base de E, B = {e1,€2, ... e'm}
une base de F, les vecteurs f(e,), f(es), ..., f(en) sont de vecteurs dans F' comme
{e'1,€,...,e"} est une base de F, alors f(ey1), f(e2), ..., f(en) s’écrivent donc comme
combinaisons linéaires des vecteurs de la base B’ — {e'1,€2,...,€n}. On a pour tout
i=1,..n.

fle5) = ayjel +agjeh + ... + A€oy

fle) flea) ... flen)

/
€1
€

aiqp aio A1p .
a91 ag9 w5 aon .
. . . & ,
€
Am1 Am2 vee Amn L
Le tableau suivant :
a11 Q12 ... aiq
a921 Q22 ... Qop
Am1 Qm2 ... Amn

est appelé matrice associée & f relativement aux bases B et B’ On note la matrice
(ai;) ot i désigne l'indice de ligne et J Tindice de colone.
On introduit maintenant la notion de matrice et les opérations algébriques des matrices.

1. Espace vectoriel des matrices

DEFINITION 1.1. On appelle une matrice dans IK de type (n,p) un tableau rectan-
gulaire A d’éléments de IK ayant n lignes et p colonnes.

aix Ay ... G1p
asg a: e a
A=| 2 TE o O
Qp1 Qpy ... Qnp

57
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On note a;; I’élément qui se trouve & la ligne numéro 7 et la colonne j et on note
la matrice A par A = (a;)1<i<n,1<j<p- L’ensemble des matrices de type (n, p) est noté

Mup)(K).

(1) Pour n = 1, on dit que A est une matrice ligne, A = (a11, a1o, ..., a1p).

an
(2) Pour p =1 on dit que A est une matrice ligne, A = i
A1p
(3) Pour n = p, on dit que A est une matrice carrée d’ordre 7 et on note A €
M, (IK).
140
EXEMPLE 1.2. 1) A = 4 a1 , A1 est une matrice de type (4,3).
320
4 1 3

(2) Ay = ( 5 g 1 g ), Ay est une matrice de type (2,4).
(3) A3 = ( _6 g ), As est une matrice carrée d’ordre 2.

(1) On dit que A=B siVi=1,..,n,Yj=1,..,p; aij = b
(2) La transposée de la matrice A est une matrice notée At définie par
A" = (a53)1¢j<p150ms

autrement dit A® c’est la matrice de type (p,n) obtenue en remplagant les lignes
par les colonnes et les colonnes par les lignes et on a : (AY) = A

140 Lo s 4
EXEMPLE 1.4. (1) A = > Al=[4 8 21
520 000 3
4 1 3

-1 1

-1 0 0 -5 0 2

(2)’42_(1 2 1 8>:>A2: 0 1

-5 8

@m:(;g>$%=(éi)

THEOREME 1.5. En munissant 'ensemble M, ) (IK) par les opération suivantes :
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(+) : Mup(IK) X Mup(K) — My (IK)

aix Qi ... alp bll blZ blp CL11+b11 a12+b12 a1p+blp
a21 Qo2 ... G2p b21 b22 b2p - a21—|-b21 a22+b22 a2p+b2p
anp1 Qp2 ... Qnp bnl bng b'n;n an1+bn1 an2+bn2 aanrbnp
et
() IK x Mpp(IK) — M np) (IK)

a;i; ayz ... A1p )\all )\(112 )\alp

a a . a A@21 Aagy ... Aas

AT TE T . e

An1 Gp2 ... Qpp Alp1 Aapg ... Alnp

Alors (Mnp)(IK), +, ) est IK— espace vectoriel de dimension n X p, sachant que I’élé-

00 . 0
N ) 00 .. 0

ment neutre de l’addition est la matrice nulle
00 ..0

2. Produit de deux matrices

DEFINITION 2.1. S0it A € My, (IK) et B € Mpm)(IK), on définit le produit de
la matrice A par B comme étant une matrice C — (cishicici<jom € M n,m)(IK), avec
Cij = ailblj + Gi2b2j + a31b3j + ...+ aipbpj.

HEMARQUE 2.2 (1) L’élément Cij de la matrice C se calcule en additionnant
le produit des éléments de la ligne i de la matrice A par la les éléments de la
calanue 4 de la matrice B.

(2) Le produit de deux matrice ne peut se faire que si le nombre de colonnes de la
matrice A correspond au nombre de lignes dela matrice B.

EXEMPLE 2.3,

1 201
A:(é ; 8),3_ 201 1],
1100
A est de type (2, 3) et B de type (8,4) ainsi C sera de type (2,4).

IL1+12+01 12410401 1.0+1.140.0 1.1+1.1400
21422401 22+204+01 2.0+2.1+0.0 21+2.140.0

321 2
®C*<6424>

C’:A.B:(
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REMARQUE 2.4, Le produit deux matrice n’est pas commutatif voici un exzemple :

11 -1 2 -1 3 1 3
w5=(13) (9 1)=(30)#ma=(13)
3. Matrices carrées

La suite des éléments {a11, Gz, ..., ann } est appelée la diagonale principle de A.

(

1)
(2) La trace de A est le nombre Tr(A) = a1, + a2 + ... + Gup.
3)

(

A est dite matrice diagonale si a;; = 0,Vi # j c’est & dire que les éléments de
A sont tous nuls sauf la diagonale principale.

(4) A est dite matice triangulaire supérieure (resp inférieure) si a;; = 0,Yi > j,
(resp i < j), c’est a dire les éléments qui sont au dessous(resp au dessus) de
la diagonale sont nuls).

(5) A st dite symétrique si A = A?.

1 0 0
EXEMPLE 3.2 (1) A= 0 =2 0 |, A, est une matrice diagonale.
0 0 1
-1 00
(2) Ay = o 4 0 |, Ay est une matrice triangulaire inférieure.
6 39
7 40 2
(3) As= | 0 2 3 |, A; est une matrice triangulaire supérieure .
0 0 -1
1 2 =2 1 2 =2
(4) Ay = 2 12 1 = AP = 2 12 1 , Ay est une matrice symé-
-2 1 10 -2 1 10
trique.

PROPOSITION 3.3. Le produit des matrices est une opération interne dans M n,n) (IK)
et il admet un élément neutre la matrice nommée matrice identitée notée I, définie par :

1 000.0
0100.0
I - 0 010.0
" 000 1.0
.. . .0
000 .01

DEFINITION 3.4. Soit A € My (IK) on dit que A est invesible s’il existe une
matrice B € M n)(IK) telle que A.B = B.A=1,.
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1 2

EXEMPLE 3.5. Montrons que la matrice A — ( 0 —1 ) est inversible et ceci en

cherchant la matice B = ( Ccl Z ) telle que
1 2 a b 10 a b 12\
20 5)(20)=(0 1) =n=(c ) (4 2) -4
at2c b+2d\ _ (1 0\ [a 2a—b
= —c —d S \0 1)\ ¢ 20-d
1 2
a1

4. Les Déterminants

DEFINITION 4.1. Soit A = < i a1 ) une matrice dans M s2)(IK), on appelle

az1 Q29

déterminant de A le nombre réel donné par : a11022 — G12a1. On le note det(A) ou

aip Qa2
21 Q22

7

EXEMPLE 4.2. Calculons le det(A),

1 2
0 -1

DEFINITION 4.3. De méme, on définit le déterminant d’une matrice

1A = ’ = 1(=1) = 0.(2) = —1.

a1 Q12 apg
A= Q21 Q22 Qo3 € M3(IK),
31 az2 Qagg
par

011 G12 a13 141 Q2 Qo3 142 G21 Q23 1+3 a21

az1 Qg agy | = (—1)"1g,, G +(—1)"%q,, e G +(=1)" a4y i

a3 Qs g 32 33 31 33 31
EXEMPLE 4.4.

1 0 ~2 11 12 1 12

Al=]12 -1 1 |=(-1)11 L o ’+(—1)1+20. 0 0 ’+(—1)1+3(—1)' 0
0 1 0

& |Al=-14+0-12=—13

PROPOSITION 4.5. Pour calculer le déterminant d’une matrice A on peut déve-

lopper A suivant n’importe quelle ligne ou colonne.

Suivant cette proposition il vaut mieux choisir la ligne ou colonne contenant le plus

de zéros.

2
1

Q22
32

|
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EXEMPLE 4.6. On reprend la méme matrice de lexemple pécédent mais calculer
sutvant la troisiéme ligne on aura :

1 0 -1
_ 9+1 0 -1 stz 1 -1 s+3,0 1 O
|A|: 12 -1 1 —(—1) .0 +(—1) NI 12 1 +(—1) .0 12 —1
-1 0
0 1 0
det(A):0—13+0:—13
on calcule juste un déterminant au lieu de trois.
DEFINITION 4.7. De méme, on définit le déterminant d’une matrice
&
a1 Q12 Q13 QA4
G21 QA2 Q23 a4
A= €M4(IK),
31 a3z (33 Qas34
Q41 Q42 Q43 Qg4
par
a1 Q12 Qi3 Qg
a a 7 a (22 Q23 Q4 . Q21 Q23 (24
21 Q22 Q23 QG24 1+1 1+
=(—1) Gp1| G32 Q33 Q34 +(—1) Giz| G31 Q33 Q34
G Ui Pgs Bak Q42 Q43 Qg4 Q41 Q43 Qg4
Q41 Q42 Q43 Qg4
G21 Q22 Q24 G21 Q22 Qg3
1+38 1+
+H(=1)" as5| as1 asx az +(-1) 4014 a31 a3z 033
(41 Og2 Qg4 Q41 Qq2 Q43

DEFINITION 4.8. Soit A = (aij)1<i<ni<j<n,
le déterminant suivant la j-éme colone est :
det(A) = (=1)"a1;D1; + (=1)*ag; Dgj + ... + (=1)"a,;Dpj,§ = 1, ... .
Le déterminant suivant la i-éme ligne est :
det(A) = (-1)"™ay Dy + (=1)™20,5D0 + ... + (=)™ Dip,i =1, ....7.

Ot Aij représent ce que nous appelons le déterminant mineur du terma aij, le dé-
terminant d’ordre n — 1 obtenu de det(A) en supprimant la i-éme ligne et la j-éme
colonne.

PROPOSITION 4.9. Soit A € M,(IK) on a :
(1) det(A) = det(A?).
(2) det(A) = 0 si deuz lignes de A sont égales (ou deus colonnes).
(3) det(A) = 0 si deux lignes de A sont proportinnelles (‘ou dewx colonnes le sont).
(4) det(4)
e

det(A) = 0 si une ligne est combinaison linéaires de deuzr autres lignes de A
(méme chése pour les colonnes).
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(5) det(A) me change pas si on ajoute a une ligne une combinaison linéaires
d’autres lignes (méme chése pour les colonnes).

(6) Si B € M,(IK), alors det(A.B) = det(A).det(B).

30 =5
EXEMPLE 4.10. (1) |Al=12 2 1 | =0, car la ligne 1 est égale & la ligne
3 0 =5
3, L1 = L3.
9 0 —-15 3
22 1 1
(2) |B| = 10 -1 4 =0, car Ly = 3% Ly.
30 -5 1
11 -1 2
11 2 20
(3) ICI = 0 O _1 4 == 0, car C]_ = 02.
11 -10 2

DEFINITION 4.11. Soit V1, Va, ..., V,,, n vecteurs de IR™ on appelle déterminant des
vecteurs (V1, Va, ..., Vi) et on le note det(Vy, Va, ..., Vy,) le déterminant dont les colonnes
sont les vecteurs Vi, Vs, ..., Vy,.

ExempLe 4.12. Soit Vi = (1,1,0), V2 = (0, -1,1), V3 = (0,0, 1), alors

1 0 0 3@
det(Vi,Vo,V3) =1 =1 0 :+1’ 1 1’:—1
0 1 1

PROPOSITION 4.13. Soit V1, Vs, ..., Vy, n vecteurs de R™ on (Vi, Vs, ..., V,,) est une
base de IR" < det(V1, Vs, ..., V,,) #0

EXEMPLE 4.14. Soit Vi = (1,2,0), V2 = (0, -1,1), V3 = (0,0, 1), forment une base
de IR, car det(Vy,Va, Vi) = —1 £ 0.

4.1. Le rang d’un matrice.

DEFINITION 4.15. Soit A € M, ,)(IK), on appelle rang de A et on note rgA Uordre
de la plus grande matrice carrée B prise (extraite) dans A telle que detB # 0.

EXeMpPLE 4.16. A= ( ; ~01 > ,detA=2+#0,rgA = 2.
B= < . i),dem:o#o,rg,qzl
0 1 -10
C=1-1 1 -1 1 |,rgA<4(rgA <3) la plus grande matrice carrée contenue

0 -1 1 0
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dans A est d’ordre 3, dans cet exmple on a : 4 possibilité :

1 -10 0 1 -1
= 1 -11},¢=(-1 1 -1],
-1 1 0 0o -1 1
0 1 0 0 -1 0
= -1 1 1) c=[-1-11
0 -1 0 0 1 0
detCy = detCy = 0 et detCs = detCy =0 donc lergA < 3 et on a :
-1 0

11 =—-1#£0=rgA=2.

THEOREME 4.17. le rang d’une matrice est égale au nombre mazrimale de vecteurs
lignes (ou colonnes) linéairement indépendants.

b e

dice i et j de A le scalaire
Cij = (—'1)z+‘7d€t14u
Avec A;; est la matrice déduite de A par suppression de la ligne i t la colonne j.

est appellée la comatrice de A.

1 0 3 + - +
Exemrre 4.19. Soit la matrice A= | 1 =1 1 |,| — + — |. Calculons
0 2 2 + - +
les coffacteurs de A
Cc11 = (—1)1+1d€t(1411) = (—1)2 —21 ; ’ = —4.
11
i = (~)"det(dn) = (-1 | § | = -2
e = (—1)"det(Arg) = (-1)*| L 1| =2
1’@ 13 O 9 .
Co1 = (—1)2+1d€t(1421) = (—1)3 g g ! = 6.
e = (=1 2det(An) = (-1)*| | 5 ‘ — 2.
o2 = (~1)*det(Azs) = (-1 | | 3 ’: )
C31 = (——1)3+1d€t(1431) = (—1)4 _?1 :i)) } = 3.
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32 = (—1)32det(Ag) = (=1)°

Czz — (—1>3+3d€t(1433) = (—1)6

donc la matrice des cofacteurs est donnée par :

-4 -2 2
6 2 =2
3 2 -1
et la comatrice et
-4 6 3
Ct=| -2 2 2
2 -2 -1

THEOREME 4.20. Soit A € M,(IK), on a :
Aest inversible < det(A) # 0,

et dans ce cas la matrice inverse de A est donnée par :

a1 t
det(A)
Ou C* est la comatrice de A.
1 0 3
EXEMPLE 4.21. La matrice A = | 1 =1 1 | ,det(A) = 2 # 0 donc elle est
0 2 2
inversible, de plus
4 6 3
At = %Ct I 2 2 2
2\ 2 —2 21
-2 3 3
Al=| -1 1 1
1 -1 -1

On peut vérifier que A71A =13 = AA™L.

5. Relations entre une application linéaire et sa matrice Associée

it bbbyl i

sutvant les bases B et B' et elle est parfois notée Mg py(f).Si E=F et B= B, on
dit que A est la matrice de f suivant la base B et on la note Mp)(f).
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EXEMPLE 5.2. (1)
/:R® - R?

(@,9,2) = (x+y+2z,2—y)
IR? sa base canonique B = {er = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} et IR
sa base canonique B' = {v; = (1,0),vy = (0,1)},

fler) = £(1,0,0) = (1, 1) = v1 + vy
fle2) = £(0,1,0) = (1,=1) = v1 — vy
fles) = £(0,0,1) = (1,0) = v

fler) flea) f(es)
1 1 1 U1
1 -1 0 (%]

f:]R2—+IR2
(z,y) = (z+y,z—y)

B ={e1=(1,2),ea = (-1,1)} et B = {v1 = (0,2),v2 = (-2,1)}, On doit
chercher les A1, Ag, Az, A\4?

fler) = £(1,2) = (3, —1) = Mo1 + Aoy,
f(€2) = f(—l, 1) &= (O, —2) = A3’U1 + )\4’02,

(3, —1) = /\1(0, 2) + )\2(—2, 1) = 4 3
0—2)——)\(02)+)\ —21)<:> /\3 1
( ) 3\ Yy 4( ’ )\4 0

Mp,p(f) = ( i; iz ) _ fler) fle2)

(%)

PROPOSITION 5.3. Soient E et F deuz IK— espace vectoriels de dimensions finies
netm, B = (e, ey, ...,e,) une base de E et B' = (v1, va, ..., vp,) une base de F, alors
la. donnée d’une matrice A € My (IK) donne une unique application linéaire f de
E dans F' la matrice suivant les bases, B et B' est A

EXEMPLE 54. A = ( ; _01 ) ,f :IR?* — IR?, A est la matrice de f suivant la

base canonique de IR?, (e, e5),
fler) = ex +2e3 = £(1,0) = (1,0) +2(0,1) = (1,2),
f(€2) = —€ = f(07 1) = _(170) = (_170)7
= f(xvy) = .Z'(].,Q) + y(—l,O) = (ZE - Y 21’)
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ReMarqQue 5.5 §i IR™ et IR" sont munis de leurs bases canoniques alors | "ap-
plication linéaire f de IR™ dans IR™ associée & une matrice A = (@) 1<i<m,1<j<n €St
donnée par

T

V(z1, 22, ..., zn) € R", f(z1, To, ..., ) = A. fc2

Tn

ExeMPLE 5.6, f:IR* - IR% A= ( ; _01 ) '

flz,y) = A < z ) = (z —y, 22).

THEOREME 5.7. Soit E,F et G des IK— espaces vectoriels munis respectivement
par les par bases B,B',B",f : E — F,g: F — G, deuz applications linéaires, alors

Mp,sn(go f) = M, (9) M5 (f)
ReMarQue 5.8

f:IR3—>1R2,g:IR2——>]R2

(z,y,2) = (z +y+2z,2—y), (z,9) = (z —y,22+y)

ot IR? IR? sont munis de leurs bases canoniques alors
go f:IR® = IR?

($7y7z) __)gof(x7y’z)

wo=(5 7 )mn-(1 4 %)

oo n=momn=(5 7). (1 4 3)-(51%)
Ainsi
.
gof(zy,z)=M(gof)| v | =2y+223z+y+42).
A

THEOREME 5.9. Soit f; E — F, B est une base de E et B' est une base de F, on
a alors :

[/ bijective < det Mg gy (f) # 0
et on a dans ce cas Mg py(f™) = (M(p,p(f))~".
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EXEMPLE 5.10.

f;IE{Q'—}]].:{Q
(z,y) = (z—y,z+y)

Montrons que f est bijective et calculer son inverse M@gf) = ( } _11 > = A,det(A) =
2# 0 < f est bijective.
1
-1 t

(M, (f)' = < _%%

N[00 =
R P
Il
5
7

=1 &L Yy X Y
— - - y_ T Y
(=) %(fl)<y> - &,+2>
PROPOSITION 5.11. 8i A € M, m)(IK) associée o une application linéaire fdeE
dans F' la matrice suivant les bases, B de E et B' de F, alors

rg(A) = rg(f), rg(A) = rg(A").

6. Matrices et Changements de Bases

DEFINITION 6.1. Soit E un e.v et soit B = (ey, ey, en) et B' = (e1,€,...,e7)
deur bases pour E, la matrice de passage de la base B' ¢ la base B est par définition
la matrice M(p py(Idg) ou Idg est Uapplication identité

ldg: E— FE

r — .

Les vecteurs de base de B peuvent s’exprimer dans B’ selon les relations

/ ! /

€1 = ane] +apes+ ... +apype,

€2 = ag1€'1 + g€’y + ... + agney
(S):q es=ase€1+anes+ ... +agey,

/
€n = Ap1€'1 + An2e's + ... + Qppey

On appelle matrice de passage de B' a B la matrice carrée P définie par

a1 G412 ... Qip
a a —
L
an1  Qp2 QAnn
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EXEMPLE 6.2. B' = {€/1,¢5,¢3},¢1 = (1,1,1),¢/s = (1,1,0),€'s = (1,0,0) et
B = {e1,e3,e3} la base canonique de IR?,

(-737’!/»2) — (xvy)z)yM(B,B’)(]dm3)
Id(el) = (1, O, 0) = )\16,1 + A2€I2 + /\36/3 = ()\1 + )\2 T Ag, )\1 + A2, /\1)
= A =05\ = —0.5,23 =0.5

Id(eg) = (0, 1, 0) = /\16,1 + /\26/2 -+ )\36,3 = /\1 = 0.5, )\2 = 0.9, )\3 = —0.5,
Id(€3) = (O, 0, 1) = /\16/1 + )\26,2 + /\36,3 =\ = —0.9,2 =0.5, 3 = 0.5,
1 1 -1
donc M(B’B,)(IdIRB) = % -1 1 1
1 -1 1

PROPOSITION 6.3. La matrice de passage d’une base B & une base B’ est la matrice
inverse de la matrice de passage de B’ vers B :

M(B'*B)(]dIRS) = (]\/I(B,B/)(Idmﬂ)_l

REMARQUE 64. Soit E un e.v et soit B = (ey,ey,...,e5) €t B' = (€'1,€3,...,'n)
deux bases pour E. Les vecteurs de base de B' peuvent s’exprimer dans B selon les
relations

6’1 = brie; + bgey + ... + binen
6’2 = 62161 + 52262 + ...+ bzn(in
(S) : e's = bsre1 + bgseq + ... + b3nen

€'n = bpie1 + bpoes + ... + byge,
On appelle matrice de passage de B & B’ la matrice carrée P~' définie par

by bz ... bip
pl_ bar bay ... Doy

bnl bn2 bnn
ExXEMPLE 6.5,
53 s 0.5 05 —05)\"
M(B,B’)(IdIR3) == —% 5 % 7M(B’,B)(Idm3) = —05 05 05 =
% —% 5 0.5 =05 05

matrice de passage de la base B a la base B'.

THEOREME 6.6. Soit f : E — F, By, B’} deux bases pour E, By, B'y bases de F.
51 P désigne la matrice de passage de By a B'y, et @ désigne la matrice de passage de
BQ a Blg, alors

M(B’l,B’z)(f) = Q_IM(BI,BZ)(f)P.

—_ O =

O ==

== O
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ExeMPLE 6.7.
f:IR® — IR?
(1'7"9775) — (SL—f—y-l-z,;L—y)

On munit IR® de la base canonique By = (€1, €2, €3)
On munit IR? de la base canonique By = (v, vg)

7

M(Bs,Bz)(f) = ( } _11 é )

On munit IR® de la base canonique B's = (€'1,€2,€3), avec €1 = (1,0,1),¢/y =
(1,1,0),¢'3 = (0,1,1)
On munit IR? de la base canonique B’y = (v'1,2'2), avec vy = (—1,1),v'y = (1,1),

Ry, —»F Ry, f: R® - R, -9 RS,
P= M(B’3,33)([dIR3)7

P = (M(Ba,B’B)(IdIRS))_l =

— O
O =
el =l

-1 1 s
Q = M(py,5,)(Idg2) = Q7 = Mg, pryy(Idim2) =
R 11 R

ainst :

1
2

N =
N | =00 [ =
N————

Mzy,9)(f) = Q_lM(B},Bg)P

- M(B/—;,Bf@(f) = (

N)I»—l
D=
[ S S
N—
N
= =
-
[a—
O =
N
— O =
O
el e )

110
0 -1 —05
‘E’Mw’zﬁ’ﬂ(f)_(l 0 05 ) (1) i

‘E’M(B’?’B’z)(f):( 15 1 05

7. Diagonalisation

DEFINITION 7.1. Soit A € Mn,)(IK) et soit A € IK, on dit que \ est une valeur
propre de A s’il existe un vecteur colonne v # 0 tel que Av = \v.
Le vecteur v est appelé vecteur propre associé & la valeur \.

-(33)

ExXEMPLE 7.2.
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on a: A\ =1 et Ay =2 sont des valeurs propres de A, en effet :

o= (1))

t 3

Avy = )\2’()2 <~

3

g

1
:c+2'y>_<2x>

Yy 2y

& y=0,z € 1R alors
x _ T\ _ 1
y ) = Lo)=% o

) vecteur propre associ€é ¢ Ay = 1 et vo = ( (1) ) vecteur propre

1
associ€ a Ay = 2.

I
d()ul}l—

PROPOSITION 7.3. Soit A € My, »)(IK), A € IK est une valeur propre de A si et
seulement si P4(\) = det(A — A\ld,) = 0,.
P4(X) est appelé le polynéme caractéristique de A.

EXEMPLE 7.4. (1) A= ( g % ) .

Pa(\) = det(A — Ady) = ’2? 1EA|

=(2—)\)(1—>\) = )\1:1,)\2:2.

1—A 0 1
Pg(A)=| -1 2-X 1
0 0 2-2A
=—2-22(1-X) = M=2X =1
DEFINITION 7.5. Soit A € M )(IK) et soit A € IK une valeur propre de A,
lensemble Ey défini par :

Ey = {ve R"ouC"/Av = \v}
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est appelé ’espace propre associé & la valeur propre alors Ey est un sous espace vectoriel
de E.

1 0
EXsMPLET76. B= -1 2
0 0

. Les valeurs propres sont 2 une solution double

N =

et 1 simple.

(1) Pour A=2, on a

z 2z
Ey={velR®/Bv=2}={(z,y,2) e R¥*B| v | = 2v |}
z 2z
z+z2=2x z2—T= R
—T+2y+2=2y =4{ —zx+z= =>{ _‘
. z=2z
22 =2z z = z

donc Ey = {(z,y,2)/z,y € R} = {2(1,0,1) + y(0,1,0)/z,y € IR} s.e.v de
IR?, {(1,0,1),(0,1,0)} est une base de Es, car les vecteurs sont libres.

(2) Pour A\ =4, on a

x z
El:{UER?)/BU:U}:{(xvyvz)EIR'3/B Y = Y }
Z 2
rT+z=2 z=0 v =1
—Tc+2y+z=y = —z+y=0 =>{J~
z2=0
22 =z z=0

donc By = {(z,2,0)/z € R} = {z(1,1,0)/y € R} s.e.v de IR?’,,)JEL 1,0)}est

une base de Iy.

DEFINITION 7.7. On dit qu’une matrice A € M, (IK) est diagonalisable s’il existe
une matrice inversible P est une matrice diagonale D telle que; A = PDP~. (ot P
est la matrice de passage.)

THEOREME 7.8. Soit A € M,(IK), Ay, ..., Ay € IK les valeurs propres de A d’ordre
de multiplicités respectives my, ...,my, alors si

(1) dimEy, = m;,i =1,2,..,p.
ou

(2) dimE,\l + dimE,\z + ...+ dimE)\p =n
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Alors la matrice A est diagonalisable et la matrice diagonale D associée a A est donnée
par : :

A 0 0 0. 0
0 A O 0. 0
0 0 X 0. 0
D= : 0
0 0 0 Ay O

. 0

0 0 0 .0 XN
4 .. s . &
chaque \;se répete m; fois, la matrice P est formé des vecteurs propres.

Remanque 7.9. §ila matrice A € M,(IK) admet n valeurs propres distincts alors
A est diagonalisable et la matrice diagonale D associée & A est :

A0 0 0. O

0 X O 0. O
D 0 0 X 0. O
0
S
0 0 0 .0 M\,
1 01
ExEMPLE 7.10. On considére la matrice A = -1 2 1 admet les valeur
0 0 2

propres Ay = 2 double et Ay = 1 simple la matrice diagonale D est donnée par; D =
100

0 2 0 | etla matrice de passage est donnée par : P =
00 2

O ==
= O
S = O

8. Systémes d’équations linéaires

Soit IK = IR ou C.

On appelle systéme de n équations linéaires & p inconnus a coefficients dans IK, tout
systéme de la forme :

a11Ty + apxy + ... + Q1pTp = b1
(S) . A21T1 + G9%o + ... + QpZp = bg
n1%1 + AnaTa + ... + pp, = by

ol les (z;);=1,.p sont les inconnues, les (a;;),b; € IK.
1)Forme matricielle du systéme :
bl T
Posons A = (aij)1<i<n1<j<p, B = C.X = : Le systéme (S) devient;

by Tn
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AX = B.
Si f est une application linéaire de IK? dans IK" telle que que A soit la matrice associée
& f suivant les bases canoniques et si on note par X = (1, ..., %p) et b = (b1, ..., by), le
systéme (S) devient f(X) = B.

2)Solution du systéme :

DEFINITION 8.1. On appelle solution du systéme (S) tout élément X = (z1, ..., Tp)
vérifiant les n équations de (S) ceci revient o trouver un vecteur X tel que AX = B
ou encore un élément X € IK? tel que f(X) = B.

EXEMPLE 8.2.
z+2y=1 1 2 z
3r—y=4 &S 3 -1 ( >=(1 4 —2)
T—y=—2 1 -1

3)Rang d’un systéme linéaire :
Le rang d’un systéme linéaire est le rang de la matrice (aij)1<i<n,1<j<p- Si T est le rang
du systéme linéaire (S), alors r < n et r < p.

8.1. Systéme de Cramer.

DEFINITION 8.3. Le systéme (S) est dit de Cramer sin =p =1 c’est a dire, (S)
est un systéme de n équations & n inconnus et telle que

detA # 0.

THEOREME 8.4. Tout Le systéme de Cramer admet une solution donnée par :
X =A"1B.

EXEMPLE &.5.

r—y=0 _( 1/2 1)2 (z\_ (0 _
{sc+y:1 ‘:’AX“<—1/2 1z J *E=L , J=1 1 |=B
detA=1+#0,rgA =2,

(3)=2(1) = (45 02).
(3) =4 ) (1)~ (5)-(3%)

THEOREME 8.6. Dans un systéme de Cramer, la solution est donnée par les for-
mules :

ainst

= 8= L e
detA
Ou les A; est la matrice réduite de A, en remplacant la colonne i par le vecteur B.

1 s
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ExXeMPLE &.7.

2r4+2y+2=1 2 2 1 1
(8):4 2z+y—2=2 | 21 -1 ]=| 2
r+y+z=3 31 1 3

detA=4#0,rgA=n=p=3 ((S) est un systéme de cramer).

1 2 1
21 -1
d@tA1 3 1
detA —7 =8/t
21 1
2 2 —1
detAg 3 3
det A 7 = =87
2 21
21 2
detAs 3 1 3
= = = =1/7.
det A =7 /7

3)Cas oun=pet r<n :
Si on considére maintenant un systéme de n équations & n inconus, mais rgA < n c'est
& dire
detA = 0,

dans ce cas on extrait une matrice M de A sachant que c’est la plus grande matrice
carrée inversible c’est a dire detM # 0 contenue dans A et d’ordre r c’est ce qu’on
appelle une sous-matrice, les inconnus associés & M deviennent des inconnus principales
et les (n—r) autres inconnus deviennent des paramétres ot bien ce qu’on appelle valeurs
arbitraires et on considére le systéme suivant :

/

a11%1 + a12%2 + ... + a2, = by — (CL1T+1J)T+1 + ...+ alnxn) = bl
/
a21%1 + A22%2 + .. + A2, Tr = ba(Azrt1Trg1 + oo + Q2 Ty) = b

r1Z1 + Q%2 + ... + Qppy = bn(arr+lwr+1 + ot arnxn) = b;n
ce dernier est un systéme de cramer, donc il admet une seule solution (@15 .5 2¢) qui
dépend de (y41, ..., Tn). Si cette solution vérifie les (n — r) équations restantes, alors
le systéme globale admet une infinité de solutions. Si par contre (xy, ..., z,) ne vérifie

pas une seule équation parmis les (n — 1) équations restantes alors le systéme globale
n’admet de solution.

ExXEMPLE 8.8,

3z —y+22=3 3 -1 2 T 3
(8):4 2z+2y+2z=2 |2 2 1 gy |=| 2
T—3y+z=1 1 -3 1 z 1
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3 1|
9 9 =8 #£0. Alors

rgA = 2 et on considére x,y les inconnus et z paramétre, alors on obtient le systeme :

dxr—y= 3—2z
20 4+2y= 2—z

detA = 0 (S) n’est pas un systéme de Cramer comme |A'| =

qui est un systéme de Cramer et admet une unique solution (x,y) dépendante de z.

3—2z -1
x:1/8’ 9 _ 9 izl—(S/S)z
3 3-2z
y—l/S‘2 9_ =1/82

Reste a voir si (x,y) vérifie x — 3y + z = 1(équation réstante) on a : 1 —5/8z —
3/824+z=1= 1= 1(vraie VZE IR) donc le systéme admet une infinité de solutions
données par :

(1-5/82,1/8z2,2)/z € IR.
3)Cas ot n#p :

Si le nombre d’équations n’est pas égale au nombre d’inconnus, alors on cherche
d’abord le rang de A et on procéde comme précédement. Si M est une matrice contenue
dans A et d’ordre 7 et detM # 0 alors on considére le systéme de r équations & r
inconnus correspondant & M qui est un systéme de Cramer.

Si la solution vérifie les équation restantes alors le systéme globale admet une infinité
de solutions sinon il n’admet aucune solution.

ExXeMpPLE 8.9,

3r—y=4 3 -1 4
(S):{ 2z+2y=3 < A=|2 2 <’5>= 3
z — by = —5 1 -5 ) \Y -5

le rang de A < 2 choisissons

M=(§ _31>$detM=87é0=>rgM:2.

on prend le systéme :

3z —y=4 as z=11/8
2r+2y =3 y=1/8

on a l'équation réstante :
z—5y=-5=11/8—5/8=6/8 =3/2# —5

alors le systéme n’admet pas de solutions.
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