
CHAPITRE 6

Notion de Matrice Associée à une Application Linéaire et
calcul Algébrique sur les Matrices avec Exercices corrigés

Soit IK un corps commutatif.
Soit 'E et 17 deux IK espaces vectoriels de dimension finies n et m,/ une application

linéaire de.E dans F, soit B: {"r,€2,....,err} une base de E, B, : {e,r,ê,z,...,a,*}une base de F, les vecteurs ,f(er), Tkù,...,'f@r) solt de vecteurs dans F comme
{e'r,-"'r,...,e'*} est une base de'F, uràrr'fférl,'iG»,..,iG,) s,écrivent dor. "o**"combinaisons linéaires des vecteurs de Ia basé B,':'1",riàr,,...,e,*j. on a pour toutj :1,...,Tt.

f @) : alie!, + a2ie!2 + ... * a^iel.
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Le tabieau suivant
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at alz
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Am7 dm2

est appelé matrice associée à / relativement aux bases B et Bt. On note la matrice
(qr.) où z désigne I'indice de lignà et j l,indice de colone.
On introduit maintenant la notion de matrice et les opérations algèbriques cles matrices.

1. Espace vectoriel des matrices
DÉrrNrrroN 1.1. on appeile une matrice dans il{ d,e type (n, p) un tabreau rectan_gulai,re A d'éléments d,e W{ ayant n lignes et p colonnes.

an atz
CI2t AZZ

ad. an2 anp

alp
a2pA-
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(2) Pour p : lon dit que .4 est une matrice ligne, ,4 :
(:ï)

(3) Pour fl : p, on dit que A est une matrice carrée d'ord.re n et on note .4 €
M"(fr<).

, A2 est une matrice d,e type (2,4)

1

-6 , As est une matrice carrée d,'ordre 2.

DÉn'rNrrroN 1.3. Soi,t A: (a,ij)«t<,,<i<p et B : (bo)r<i{n,<j..p d,eur mat,ices
de types (r,p),

(l) On di,t que A: B si,Yi,: 7,...,fr,V j :1,...,p,aü : btj.

(2) La transposée de la m,atrzce A est une matrice notée At tréfinie par

trt : (a 
1 i) rj .p,t.,i<ir. t

a'ut're'me'nt d'it At c'est la'm,at'r'ice de t'ype (p,n) obten,ue en, rem.plaçant les lig,nes
par les colonnes et les colonnes par les h,gnes et on a : (At)r : 4.

Exu&rrlu 1.4. (1) 11 :

trxunrpr.n r 2. (1) A, : (i i i ) , A1 est une mat,ice d,e type (4,3)

\a r s)
-1 0 1 7\
5 2 t o)Q) Ar: (

fs) Ar: ( 3)

(2)A,:(1, z? ï)*r,:

\ /r z

)*^,: (l zii )(i i

ii)

0

0
0
3

(3)A,:(; jr)* or,:(â jr)
THÉonir:vrn 1.5. En munissant l'ensembte M6,r,1(fr{) par les opérati,on su,iaantes :
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On note o;3 I'élément qui se trouve à la ligne numéro i, et la colonne j et on note
la matrice Apar A: (or)r<i<n,t<j<p. L'ensemble des matrices de type (n,p) est noté
M1n,p)(fr{).

(1) Pour n : 7, on dit que .4 est une matrice ligne, -4 : (ar, an, ... , aLp) .
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(( 
;: 

.:.'.

et

C:A.B:

bn
bzt

bnt brz

):IKxM6,p1(fr{)
atz

an2 anp

an*bn anl
a21*b21 azz*

(

aLp

a2p

:

ar"p

(.

An
azt

:

anl Àanp

+) : Mçn,ey (IK) x M6,e{fr{) ---+ M6,e{fr{)
bn
bzz

n)-( a,2p

a1; * bv1 a,r2 I bn2 ar,, I bn,

atpbn
bzz

+
+

bb
bzp

À,

A,Ip

a2pazz

))

^a7p
^a2p

r",pl(K)
Àa1 Àa;y2

Àazt Àazz

Àa.,1 Àanz

---+ M

+(

Alors (M6,ol(K), *,.) est E{- espace uectoriel d,e d,imension n x p, sachant
00
00

que l'élé-
0

0ment neutre de l'addi,ti,on est la matri,ce n,ulle

00..0
2. Produit de deux matrices

DÉrrNrrroN 2.1' soi,t A e. M6,,y(fr{) et B e M6,*.1(ü{), on d,éfinit re prod,ui,t de
la matri,ce A par B comme étant une'mairice C : (üii='u=146* e'M6,,,,1i8{), aueccii: a,i1b1i * ai2b2i * aslbsi + ... + aipbpj.

§{.nrtta*aqeJ}4 2.J. (1) L'érément cii d,e la matrice c se calcule en add,itionnant
le produi,t des _éléments de la li,gne'i, d,e la matrice A par la les éléments d,e la
co(o««e j de (« ç«stç{,ce B.

(2) Le prod,ui't de deut matrice ne peut se fa'ire que si le nombre d,e colonnes d,e la
mat,ice A correspond au nombre de ri,gnes àera matrice B.

Exnn*pr,u 2.8.

A est de type (2, 3) et B de type (3,4) ai,nsi, C sera d,e type (2,4)

o:(;;3),,: (i i ; J)

*": (3 '^ ; ,^)

(
1.1+1.2+0.1
2.7+2.2+0.7

1.2+1.0+0.1
2.2+2.0+0.1.

1.0 + 1.1 + 0.0 1.1 + 1.1 + 0.0
2.0 + 2.1 + 0.0 2.1 +2.1_ + 0.0
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it.nr':ai'll;tril j. j,. Le produi,t deur matrice n'eEt pas com.Tnutatif uoi,çi un ere,mple :

A.B: ((i;) (; ?):(
1.)

-_t J

-1 4 * B.A: ;)

r -o\i, I | , An 
"rt 

une matrice symé-110f

)
1

1

3. Matrices carrées

DÉrrNrrroN 3.1. Soit A une matrice carrée d'ord,re n, A: (ooj)r.u.n,rsj.n,
(1) La sui,te des éléments {orr,orr,...,ann} est appelée la di,agonale pri,nci,ple d,e A.
(2) La trace de A est le nombre Tr(A): orr * azz * ... * a,,n.

(3) ,4 est di,te matrice diagonale s,i aii :O,Vi * j c'est à di,re que les éléments d,e

A sont tous nuls sauf la d,iagonale pri,ncipale.

(a) A est dite matice triangulai,re supérieure (resp i,nférieure) si a.i,j : O,Vi,> j,
(resp i, < j), c'est à di,re les é,\éments qui sont au dessous(resp-au d,essus) d,e

la di,agonale sont nuls).

(5) A st d,i,te symétrique si. A: At.

Exrtrrpr,u 3.2 2 , A1 est une matrice di,agonale.i)
0(t

(1) 1r:[3

1

2

0001..0
0

000..01

0

, A2 est une matrice triangulai,re i,nféri,eure.

, A3 est une matrice tri,angulai,re supér,ieure

PRoposruoN 11.3. Le prod;uit des'matrices est une opération,interne d,ans M6,6(K)
et il admet un élément neutre la matri,ce nommée matrice identi,tée notée In d,éfini,à par :

T,,

(2

(3

,r: ( ;'

,r: ([

o^: (],4)

ir)
40 2\

3 :,)
2-2
t2 1

110 ):*: 
(

triq'ue
2

1000..0
0100..0
0010..0

DÉrrNrtroN 3.4. soi,t A e M6,6(w) on di,t que A est i,nuesible s',il eriste une
matrice B e M6,ny(fr{) telle que A.B : B.A: In.
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Ercrprpnm 3.5. Montrons que la matri,ce A:

a*2c b+Zd
-c -d

)
72
0-1 est i,nuersi,ble et ceci, en

61

(
cherchant

A.B

telle que

(; i) : ,,: (z uo

la matice r: (i D
(l :,) (z"):

):(â î):(z*(

,: (â j,)

^:(ii r;i)
azz azs

asz ass
att1)

-1 1

10

) (t :,):uo
2a-ô \
Zc-d, )

4. Les Déterminants

DÉrrNrrroN 4'1' soi,t A: ( o" o" \ ^'-^ ^^t-:" l

détermi,nantd,eAr'"rr*î"rli'r'rri;;Ji""?r:::r:î:ï:;:'#"';-î:;-::
l o, anl
I o^ or, l'

Exenrpr,e 4.2. Calculons le d,et(A),

l/l :ll :rl :,,-,,-o(2)--1
DÉr'rN*roN 4.3' De même, on d,éfinit re d,étermi,nant d,,une mat,ice

At AtZ AtS

AZt AZz AzZ

Ail Agz AZS

par

lAl:

1+1(

l+e\l+'za,,lZ:: ffi l*r-,v '.',,,1::: :::l

e Ms(fr{),

l*(-,),.,0 lf ül*r-,1,.,(-,) lf ?l

Hxr:nrpln .4.4.

10
72 -1 1

010
: (-1)r+r.1

1

<+1,41 :-L+0-lZ:_18
Pnopostrro]\r 4.r. pour carcurer re d,éterminant d,,une matrice A on peut d,éue_lopper A sui,uant n,importe guelle ligne ou colonne.

o" 
juTlÏ"'cette proposition il vaut mieux choisir la ligne ou colonne contenant le plus



62NorIoN DE MATRICE ASSOCIÉE À uivp APPLICATIou r,rNÉarRr ET oALCUL ALcÉBRreuE suR LES MATRr(

Exmtr.'rpLu 4.6. On reprend la même matri,ce d,e l'eremple pécéd,ent mais calculer
su'iuant la troisiè,me l,igne on a,u,ra :

0

l*,-,,*,'l; i'l*r-,r*,ol,L j, 
I1

1

72

0

1

1

0

0-1tAl: 1 : (-1)s+r.g
-1 0

det(A)-0-13+0:-13
on calcule juste un déterminant au lieu de trois.

DÉrrrultroN 4.7. De ,mê,rne, on iléfi,nit le d,éte,rminant d,,une ,matrice

€ M4(fr<),

pür

/ orr, arz drc ora \
A: I a21 azz azs azq. 

I

\ ;:t :ii :i: :ii )

Qzt AzS A24

AU AZS dSa

Aq AAg A44

AZZ AZg AZ+

ASZ AS3 AU,

AqZ A+Z AA+

&tt AtZ At3 Atq,

AZt AZz AzS AzA

At AZZ ASg AS4,

AU AAZ A43 AqA

ûZt ùZz O,zz

Ay AZZ ûZS

au AaZ ASZ

AZt- O,zZ 0,24

ASt ASZ AgA

au. AtZ Ala,

: (-l)1+1att + (-t)1+2a*

*(-l)1+3a1s + (-7)1+aa4

DÉrrrumroN 4.9. So,it A: (au)ry.i<nl1j1nt
le détermi,nant s,ui,uant la j-ème colone est :

det(A) : (-1)1+ra uDy; * (-l)'*i oriDzj + ... + (-1)n+ro n1Dni, j : l, ...,lt.
Le détermi,nant sui,uant la i-è,me l,igne est :

det(A) : (-l)i+la.rDrr * (-l)i+2ai2Dn * ... + (-l)i+"ai,nDi,n,,i : l, ...,n.
Où Aii représent ce que nous appek-tns le d,éternr,i,nant m,ine,ur du terma aii, le d,é-
termi,nant d'ordre n - 7 obtenu de det(A) en suppri,mant la i,-ème li,gne et,ia j-ème
colonne.

linoposrr,rüN 11.9. Soi,t A Ç M"(K) on a :
(t) det(A): det(At).

('2) det(A):0 sl deur l,ig,nes rJ,e A s,nt égales (o,u rle,ur crlon,es).
(3) det(A): 0 sz dertr lign'es rl,e A sont ytrctprtrt'innelles ( ou rJe,ur colo,n,nes le soqt).
(l) det(A) : 0 sz 'une li,gne est combi,nai,son lrnéa,nes de deur autres li.gnes d,e A

(même chôse pour les colonnes).
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(5) det(A) ne change pas si on ajoute à une ligne une comb,inai,son linéai,res
d'a'utres l'ignes (m,ê,me chôse po,ur les colo'nnes).

(6) 
^9i 

B e M"(fr{.), alors det(A.B): d,et(A).det(B).

Exnvrpnm 4,.1{J. (1) lAl : :0, car la li,gne L est egale à,la ligne

3, L1: L3

90-15
(2) lBl: 1

-1
-5

30-5
221
30-5

22
10
30
11
11
00
11

,
d

1

4
1

:0,carLt:3xLa

:0, car Ct: Cz(3) lcl :
-1 2
220
-1 4

-10 2

DÉrrNrrroN 4.11. Soi,tv1,v2,...,vn, n uecteurs deIFi' on appelle détermi,nant d,es
aecteurs (Vr,Vr,...,W) et on le note det(V1,Vz,...,W) l" détermi,nant d,ont les colonnes
sont les uecteurs Vr,Vz,...,W.

Hxartapln 4,L2. Soit Vt : (L,1,0),V2: (0, -1, L),Vs : (0,0,1), alors

det(V1,V2,V3) : :+1 1

PnoPosruoN 4.1.3. Soi,t,V1,V2,...,Vn, n uecteurs deW on (Vr,Vz,...,W) est une
base de IR" <+ det(V1,V2, ...,W) + 0

Hxnupr,p 4.74. SoitVl: (7,2,0),V2: (0, -1, t),Vz: (0,0, 1), forment une base
de IR3, car det(V1,Vz,Ve) : -7 * 0.

4.1. Le rang d'un matrice.

DÉr'rNrtroN 4.15. soi,t, A Ç Mçn,r1(fr{), on appelle rang ile A et on note rgA l'ordre
d,e la plus grande matri,ce carrée B pri,se (ertrai,te) d,ans A telle que detB 10.

-1 0
11

100
1-1 0
01i

Ilxriupr,r 4.1b. A:

01
-1 1

0-1

-1
0 ,detA:2 * 0,rgA:2(L )

B- 1 1) ,detA:0 + 0,rgA: 1

_i3)C: ,rgA < 4(rgA < 3) la plus grande matri,ce carrée contenue
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dans A est d'ordre 3, dans cet ermple on a : 4 possi,bi,li,té :

Ct:
1

1

": 
(;,-1:)

1 ?) ,c^:( :,
-1 o) \ 0

I -1 \
-1 t )
-1 0\

;' l)

1

0

Cs: 1

0

detCl : d,etCz : 0 et d,etCs : d,etCt: 0 donc le rgA < 3 et on a :

l-r ol_
l-i i l:-'lo+rsA:2'

TuÉonÈma 1.17. le rang d'une matri,ce est égale au nombre marimale de uecteurs
lignes (ou colonnes ) linéai,rement ind,épendants.

DÉr'rNtrroN 4.18. Soi,t A: (au)r*..,,1<j<n e M*(fr<), on appelle cofacteur d,'in-
di,ce i, et j de A le scalai,re 

^ _ t.r.r - r-1)'+idetAii.
Auec Aii est la matri,ce déduite de A par suppression de la ligne i, t la colonne j.
La matri,ce C : (cni)rSi.1n,L<j1n est appelée la matri,ce des cofacteurs et la matri,ce Ct
est appellée la comatrice de A.

ExlruL,r,s 4.]!). So'it la ,matrice A : Calc'ulons

les coffacteurs de A

c11 : (-1)1+rdet(Arr): (-t)' : -4.

crÿ-- (-7)'+2 det(Arr) : ( - 1)' 2

ctg: (-t)t+3 det(Ars) : (-1)4 -,

c21 : (-7)2+1 det(A2) : (-1)3

c22 : (-L)2+2det(Arr): (-1)n

czs : (-1)2+3 det(Arr) : (-1)t

(i :,;) (: r i)

03
22
13
02

-1 1

22
111
o 2l
1 -1
02

b.

2.

2
101
0 2l
03
-1 1

ca1 : (-1)3+Ldet(A3r): (-1)n :L)
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ca2 : (-1)3+2det(Arr): (-1)' 2
Ir 3

lr 1

g\
t | ,a"4a) : 2 I o d.onc elle est
zl

1 0

"rs 
: (-1),+3det(Arr): (-1)u

donc la matrice des cofacteurs est donnée par :

.)

-1
et la comatrice et

1.

1 1

(rî
j,)t)

2
n

-4
-2
2

1

0

2
(i

/-+
A-L :!Cr:! [ -z2 2l" -\ 2

2

C':

"1luÉon.r-i;:vui; 4.2t). So,it A e M"(tr<), on a :

Aest'inuersible e det(A) 10,
et da'ns ce cas la mat'r'ice 'inuerse de A est donnée pa'r :

'4-L : 
! nt

d"t(A)u

Où Ct est la comatri,ce de A.

Exr:ul,ln 4.21.. La matrice A :

i,naersi,ble, de plus

5. Relations entre une application linéaire et sa matrice Associêe

DÉrrNrrroN 5.1. La matrice A : (on)r1,i1nr,r.-j<n est appelée la matri,ce de f
su'iuant les bases B et Bt et elle est parfoi,s notée M6,olf).5i, E : F et B : B' , on
dit que A est la matri,ce de f suiuant la base B et on la note MtqU).

':rj, 
)

i)'-': ( ,i -T,

On peut uéri,fier que A-rA - IB : AA-r.
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Exnilrpas 5.2. (1)

,f , IR'-* IR2

(r,A,") --+ (r* Alz,r-y)
IR3 sa base canctn,iq,ue B : {"r: (1,0,O),ez: (0,1,0),es : (0,0,1)} eü IR2
sa base canon'ique B' : {ut: (1,0),u2: (0,1)},

T@ù : f(L,0,0) : (1, t) : u,+ u,

f Gr) :.f (0, 1,o) : (1, -1) : r)t - uz.

f (eù :.f(0,0, 1) : (1,0) : u,

/ rG) Tkù r
(, I_"

(2)

f , R' ---' IR2

(*,y) -- (r -f y,r - y)

B : {q: (7,2),e2: (-7,1)} et B' : {q: (0,2),u2: (-2,1)}, On d,oit
cltrcrcher les À1,À2, À3, Àa?

f Gr): f (1,2): (9, -1) : Àrur * À2u2,

f ("r) : Te1,1) : (0, -2) : Àelr, t À+uz,

(3, -1) : Àr(0, 2) + 
^2(-2,1) 

<+ { a' 
: à ,I ^2: -'

i'') î

(0, -2) : Às(0, 2) + 
^4(-2,1) 

<+ { i: :;'

Me,B,t(ï): (i; i: ) : ('li' "j')
u7

U2

PRoposlrroN 5.3. Soi,ent E et F deurfr{- espace uectoriels d,e d,i,mensi,ons fini,esn et nt, B : (r.r,€2,...,en) ,un,e base de E r:t Bt : (or, 1)2,...,ur,,) ,utte base de F, alrt,s
la donnée d'une n-r,atrice A ç M6,6(fr{) d,onne une un,ique appltcati,on li,néai,re f de
E dans F la matrtce su,iuant les bases, B et B, est A

flxli;tr,lpr.n 5.). A : (' -l \ r'4 : ( i O- ) ,f 
,lR2 --- EL', A est la matri,ce d,e f sui,uant la

base canonique de IR2, (e1, e2),

f @r) : e1t 2e2 + .f (1,0) : (1,0) + 2(0, 1) : (1,2),

f ("r) : -et è /(0, 1) : -(1,0) : (-1,0),
f @,a) : f @(1,0) + y(0, tD : rf 0,0) + y/(0,1)

+ f@,y) : r(1,2) + y(-1,0) : (r - y,2r).
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Qtl'icatiort, linéa'ire f de R" dans n7,* o,ssociée à u.ne ,n,atrice A : (o,)rsi{rn,t<i<n est
donnée par

V(t1, 12,..., rn) € R', f (rr, rr,...,r.,) : A

[l
Itrxnl,tpr.*: T:"*. T: IR2 * IR2,A:

f @,y): A. : (r - y,2r)

THÉonÈvrtl l-,:.7. Soit E, F et G tles fr{- espaces uectoriels ,munis respectiuement
par les par bases B,B',8",f ,, --+ F,g: F ---+ G, deur appli,cations l,inéa,ires, alors

At[6,a,,1(g o f) : A/[ça,,e,,1b)M@p,lU)

là ;::r* l*t,1t r ]::r ii.S.

"f ' 
IR' -* IR2, g :8"2 -* IR2

(*,A, r) --* (r t A *22.x; - y), (*,y) ---, (* - A,2r + A)

où R2,R3 sont m,unis d,e leurs bases canontques alors

g o f : IRs --* IR2

(*,A, r) '--+ g o f (r,A, r)
auec A[(s o l) : AI(g)A[(f),

;'),(l
(;)

Lit (s) : , A'tu) : 112
1-1 0

1

2( -1
) ( )

(
1

2

1

( -1
) )1

112
1-1 0

NI(g o f) : Ar(g)M(/) :
Ai,nsi,

'rnnonlll.rn 5.9. soit f ;E -- F,B est une base de E et B, est une base d,e F, on
a alors :

f bi,jecti,ue + detMp,a,)U) + O

et on a dans ce cas l\[p,n,1("f-t) : (lVtça,o,)(/))-,

( 3 ','^)

s o ï(r,,!/,2) : M(so r, ( î) :,r, t2z,Br +y * 4z)

\,/
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Exnrvrplu 5.l{J.

f ;R2 -* IR2

(*,y) -- (* - y, r -f y)

1

1(

,fr A r Y,tz' z' g,' 2'

-1
)

Montrons q'ue f est bi.jectiue et calculer son i,nuerse Mdil :
2 l0 e f est bijectiue.

(MB(D)-' t nt
artçA1" e

1
: A,det(A) :

Ca

f-'(*,a): \t-l

(jr
(;)

(M6,n4f))-' : : Mr(f-t),

1

1( i)1

1
:(

)

ctÀ
,)

1

PRoposrrroN 5.11. si A e Mr",*l(il{) associée à une appli,cation li,neai,re f d,e E
dans F la matrice suiaant les bases, B de E et Bt de F, alors

', g(A) : r g(f),'r s(A) :,rg(At).

6. Matrices et Changements de Bases

DÉrrNrrroN 6.1. Soi,t E une.a et soi,t B: ("r,a2,...,an) et B,: (",r,",r,...,e,n)
deur bases pour E, la matrice de passage de la base B, à, la base B est' par ieSr*lo,
la matrice M6,a,1Qd,s) où Ids est l'appli.cati,on i,d,enti,té

Id'p: E --+ E

I, ---+ Xl

Les aecteurs d,e base de B peuuent s'erprimer d,ans B' selon les relati,ons

at: att€tr I apet2 + ... + &r,r€',,.

€2 : û2t€' 1 I a22et 2+ ... + û2ne' n
e3: ayr€t1l a32et2 +... + agr€'n,

err : (Lrry€t 1 l an2e' 2+ ... + an re/ n

on appelle matrice de passage de Bt à B la matrice carrée p d,éfi,nie par

O,t -
a2n

(s)

at atz
azt azz

ùnl An2

P-
ann
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Exrl,rpt,a 6.2. B' : {e't,e'z,e,s},e,1 : (7,1,1),e,2: (1,1,0),e,s: (1,0,0) ef
B: {"r,ez,es} la base canon'ique deIFts,

Idp. : IR| -* IR|,

(r,,y, z) - (r, y, z), Lt[ça,a,y(Idp.)

Id(e) : (1,0,0) : Àre'r * À2e'2* À3e/3 : (Àr t Àz * Às,À1 * À2,À1)

+ À1 : 0.5, À2 - -0.5, Às : 0.5

Id(e): (0, 1,0) : Àre'r * À2et2 * À3e/3 =+ À1 : 0.5, Àz : 0.5, Às : -0.5,
Id(es): (0,0, L): Àre'tl À2et2* À3e/3 * À1 : -0.b,À2:0.b,Àa :0.5,

l')
PlroposffIoN 6.1J. La matrice de passage d'une base B d une base B' est la matri,ce

'inuerse de la matri,ce de passage rle B' uers B :

lil çn,,4Q dp.') : (Ai[ ça,a,; (1dp, ))-1
It.L:hî::,tr.;t:+:; :i.,i. Soi,t E ,u,n e.u et soi,t B : ("r,e2,...,en) et B, : (",r,",r,...,e,r)

deur bases yto'ur E. Les aecteurs tle base de B' peuuent s'erpri,mer d,ans B selon les
relatr,ons

d,onc Mça,e,y(ldpr): f
11
11

1 1

(s) 
'

ctt : bnet * btzez *
atz : bztet * bzzez *
€tz : bltet * bzzez *

*byen
* b2nen

* b3nen

€tn: bntet I bn2e2 i ... I brren

on appelle matrice de passage de B d Bt la matri,ce carrée p-r définie par

P-L

bn bn bn
bzt bzz bzn

bnt bnz brn

fJxii;vrpr.n 6.5

:(iii)(+, i
[ -,' d',

\22 ir ), 
M 1n,,a/r d,,n^,) : (

-1
M6,a,1(Id,p.'):

matrice de passage de la base B à, la base 8,.

Tr*fionÊ:nnËr 6.6. Soi,t f : E --+ F,Br,B,1 d,eur bases pour E,Bz,Bt2 bases d,e F.
Si P dési,gne la matrice d,e passage d,e 81 ù B'r, ete d,ésigne la matricà d,e passage d,e
82 à Bt2, alors

M(u, r,r,ù(f) : Q-' MrBr,Bù(f) P.

0.5 0.5 -0.5
-0.5 0.5 0.5
0.5 -0.5 0.5
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Exrrçrplo {j.7.

"f ' 
IR'-* IR2

(*,y,r)-+(r*A*z,r-A)
On munitR3 de la base canonique Bz: (er,ez,es)
On muni,tR2 de la base canon,ique B2: (u1,u2),

)
,)

1

(rii)
1 ),n-' 

: M1e2,e'z) (Ido.,) : (

r(rii)i)(

r(rii)

(
11 1

0
I,t@r,arl(f) :

1

On munit R3 de la base canonique B'B : (et1,et2,e,
(1, 1,0), e'3 : (0, 1, 1)

On,muni,tIFt2 de la base canoniq,ue B'2: (r'r,u,r), auecu, 1: (-1, \),u,2: (1, 1),

RÈ, -'RË,.,.f , IR'-* B.?, --Q-' F.B,,

P : Ili[1o,",n;(1dps),

P : (M6,r,.y(1dp,))-1 :

, auec e'1. : (1,0,1), e'2 :

Q : M1s,r,er,1(IdUr) : ( -1 I
1
2 )1 1

2

O,LNSL :

M p,r,e, g(f) : Q-t Mtg,B,l P

ë Mça,3,n,gff):

e ArI6,ya,g(/) :
0

Ci
111
1-1 0

0

1(
1 -0.5

0.5

-0.5 -11.5 1
ë M62,n,ÿ)(/) : ( )

-1.5
0.5

7. Diagonalisation

DÉrrullrroN 7.1. soi,t A e Mç*,n1(il{) et soit À e IK, on d,i,t quê À est une ualeur
propre d,e A s'il eriste ,un uecteur colonne u I A fut q,ue Au : Àu.
Le uecteur u est appelé uecteur propre assoc,ié à la ualeur À.

Exnnrpr,n 7.2.

A: (3 

")



7. DIAGONALISATION

on a : Àr : 1 et À2 :2 sont des aaleurs propres de A, en effet

7l

Au1 : À1u1 <+

Au2: Sru, <+

PB(À): 1 2

(;)(;)

?i"):
r: -2A aktrs

(-y):,(

/r:(,

(;)

:

)

: ,
)1(;)

2r+2a \ ( z*
, ):\r,

Ë)(;)

(

(
,y

(

<+

:

'rî)

)

3i)( ;):(

d,'o'ù u1: (;') uecteur propre assoc'ié d Àr : I et u2 - /'\ ,,eete,,r m: 
\O/ 

uecLeurPropre

assctc'iéàÀr:2.

Prtoposln'toN 7.3. So'it A e M6,,1(fr{), À e IK est ,un,e 'uale'ur propre de A s,i et
seulentent si, Pa$) : det(A - À1dn) : 9,.

Pa(À) est appelé le polynô'm,e caractéristique de A.

ExEÀ,r'Lu 7. t. 1,1 O: ( 3 1)

Pa(À): det(A-^rdù : l';^ r3^ 
I

: (2 - À)(1 - À) =+ Àr : 1, Àz:2.

:0,r e R" alors

:"(â)

1

1

2-^

)
1-À

/ 1o
Q)B:l -1 z

\o o

0

00

1

1

2

À

: -(2 - ,l;'z1r - ,l; + Àr : 2. Àz : t.

DÉr'rxrtroN 7.5. soi,t A e NIç*,6(il{) et soi,t À e IK une ualeur propre de A,
l'ensemble Es défi,ni, par :

E^ : {u e Rn ouC'" lAu : Àu}



62NorIoN DE MATRICE ASSooIÉE À ump AppLICATIoN r,rNÉame ET CALCUL alcÉsRreuo suR LES MATRI(

est appelé l'espace propre assoc'i,é ù la ualeur propre alors E7 est un sous espace uectoriel
de E.

Hxrnaprtr 7.§. B :

et 7 si,mple.

(l) Pour À:2, on a

Les ualeurs propres sont2 une solut'ion double
1,:i)
0

E2: {u e r,rl-u:2a}: {(*,y,2) Çr,'ll (r) : (jî),

, I z:t
+) a-)( "-'

E1 - {u e R3 lBu- u} : {.(*,y,2) eIRs la 
O: ( i ),

^ I u:*-\z:o

.,-L--n-'&ta--&

-r*2Y+z:2y,)- -,)-

Z-r:0
-r*z:0+ I

I
donc E2: {(r,y,r)lr,y € IR} : {r(7,0,1) + A(0,1,0)l*,y € Ri s.e.a de

R', {(1,0, 1), (0, 1,0)} esü ,une base d,e 82, car les uecteurs sont, libres.

(2) Pour 7:$, on a

r*z:r
-r+2Y+z:Y), - ,

Z:0
-ï+Y:0
Z:0

d,onc E2: {(r,r,O)fr € R.} : {r(1, 1,0)lA € R} s.e.u d.e IR',ff, t,ÿÿest
utr,c base d"e 81. 'l

DÉr'rNrtroN 7.7. O'n dit q,u',urte ,matr"ice A e ll,[,,(il{) est d,iagct,nal,i-saltle s',il eriste
une matri,ce i,nuersi,ble P est une matri,ce dtagonale D telle que; A: PDP-|. (où P
est la matrice de passage.)

THÉottÈvtn 7.8. Soi,t A € M"(trt),À1,...,À,, e IK les ualeurs propres de A d'ordre
tle m,ulti,plici,tés respect'iues m1, ..., rrL.t t alors si

(l) dirnUço : TrLi,i, : 7,2,..,p.
ou

(2) dirnU^, i rlimEs, + ... + d,imÛso:,n



0

0

0

0

.0
0

,Àz
des uecte'urs pr'op'res'matrice

D

ch,aq'ue Àise r'éyttte nr,; fct'is, la
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Alors la matrice A est d,iagonal'isable et la matri,ce di,agctnale D assoctée à A est tlonnée
pa'r : :

§{"*;:raaxçrl§il ?^|}. Si la matrice A e M"(fr{) admet n aaleurs propres di,stincts alors
A est, d,iagonalisable et la matri,ce d,iagonale D associée à A est :

D-

À1 0 00..0
0À200..0
0 0 À30..0

0

0
o 0 0..0^n

8. Systèmes d'équations linêaires

Soit IK: IR ou C.
On appelle système de n équations linêaires à p inconnus à coefficients dans IK, tout
système de la forme :

Exeprprn 7.1ü. on consi,dère ta matri,ce A: ( :r l i\ admet les uateur

propl'es À, 7 2 d,ouble et À2 : L si,mple la mat,ice O:n:.r: ,'"/, Orr*,* *, O :
lt o o\ lt 10\
Il 3 i) 

ethmatri'ced'epassaseestd'onnéepar:P: (i ? i,)

Àr
0
0

0

ô

000..
À1 0 0..
0 Àz 0..

0o^p.

ôô b

P est formé

ayrl*a,pfr2*...*ayro
a21fr1 * o,22fr2 * ... * a2rr,

-bl
-b2(s) 

'

a,r1r1l an2r2 * ... * o,,,r,t, - b,,

où les (æi)i=r,..,n sont les inconnues, les (o;7),ô3 e IK

1)Forme matricielle du système :

br

x- (;)Posons A: (oni)r=i<n,r<i<p1B :

bn

Le système (,S) devient;



AX : B.
Si / est une application Iinéaire «le IKp tlans IK" telle que que,4 soit la matrice associée

à / suivant Ies bases canoniques et si on note par X: (*r,...,frp) et b: (Ôr,...,br), le
système (,S) devient f (X): B.

2)Solution du système :

DÉrrNrtroN 8.1. On appelle solution du système (S) tout élément X : (*r,...,np)
aérifiant les n équati,ons de (S) ceci, reuient à, trouuer un uecteur X tel que AX : B
ou encore un élément X e IKp tel que f (X): B.

Exntvtlrr,u 8.2.

r*29:1
3r-y:4
r-A:-2

L2
3-1
1-1

112 112

-Llz 112

)r,):{'n -2)

3)Rang d'un système Linêaire :

Le rang d'un système linéaire est le rang de Ia matrice (aii)ç.ianJ<j<p.Si r est Ie rang
du système linéaire (,S), alors r 1n et r S p.

8.1. Système de Cramer.

DÉrrNtrroN 8.3. Le système (S) est dit de Cramer s,i n: p: r c'est à dire, (S)
est un système de n équations à n inconnus et telle que

detA 10.
ÎuÉoaÈ:vtn 8.4. Tout Le système de Cramer admet une solution donnée par :

X : A-LB.

Exm:rapr,r: 8.,

r-a-o
rly:t

d,etA: L + 0,rgA:2,

A?,NSZ

)"":(î):(?):,
,,)

)(?)*(î):():(

+AX: (

(;):A-L( ?),, (1 u2 1

-Ll2 1

112
112

TuÉ<rnÈ1.'tp 8.ti" Dans un système de Cramer, la soluti,on est donnée par les for-
'mules :

detA,
,', : ffi. i:1, ..., n.

Où les Ai est la matrice rédui,te de A, en remplaçant la colonne i, par le uecteur B.

(
ry'

u

\12 112

-112 tl2 )
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Exnntpar ii.?

2r*2ylz:l
2r*y-z:2 ë
3r-fy*z:3

detA: 4 + 0,rgA: : P:3 ((S) est un système de cramer).

75

(s) (ii :,) : (â)
n

1.2
21
31

1

1

1d,etA1*- d"tA- : gl7
7

., _ detAz _o- detA- : *517

detAs
'- detA 

*
-7

: _717

B)Cas où rl:p et r<n:
Si on considère maintenant un système de n équations à n inconus, mais,rgA ( n c'est
à dire

d,etA:0,
dans ce cas on extrait une matrice M de A sachant que c'est la plus grande matrice
carrée inversible c'est à dire detM f 0 contenue dans A et d'ordre r c'est ce qu'on
appelle une sous-matrice, les inconnus associês à M deviennent des inconnus principales
et les (n-r) autres inconnus deviennent des paramètres où bien ce qu'on appelle valeurs
arbitraires et on considère le système suivant :

( orr*rl apï2*...* ayr, :br- (au+tfrr+t+... + a6rn):b\
) orr*, * a22fr2 * ... * a2rr, : b2(a2ra1rr+r * ... * a2nrn) : g!,

):
I

I arfit * ar2:r2 * ... * arrr, : bn(ayyall:r+t * ... * arrrn) : A,

ce dernier est un système de cramer, donc il admet une seule solution (*r,...,rr) qui
dépend de (r,11, ...,rn).Si cette solution vérifie les (n - r) équations restantes, alors
le système globale admet une infinité de solutions. Si par contre (*r,...,rr) ne vérifie
pas une seule équation parmis les (n - r) équations restantes alors le système globale
n'admet de solution.

ï-Ixrnrpr,p 8.8.

3u-Al2z:3
2r*2y*z:2
r-3A+z:1

211
22-1
331

221
212
313

2(i

7

1

i)(î):(i)(s) <+

-,f
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detA:0 (S) n'est pa,s un système d.e cramer cornrne lo\:l', ;' | 
: I I o. Ators

rgA:2 et on consi,dère r,y les'inconnus et z paramètre, alors on obti,ent le système :

3r-y- 3-22
2r+2y: 2-z

q'u'i est'un systè'me de Cra'mer et ad'met'une'uniq'ue sol'utùon (r,y) dépendante de z.

{

I o c o^ I

a : rlsl i ",- "1 l: tllz
lL L-. 

I

Reste à uoir s'i (r,y) ué'r'ffie r - 3y * z : 7(éq'uat'io'n'réstante) on, a : l - 5182 -
3l8z + z :1 + 7 : 7(arai.eVÿ,e ll) donc le système admet une i,nfin'ité de soluti,ons
données par :

(L - 5l\z,tl8z, z) lz e n7.

3)Cas oi n f 72 :

Si le nombre d'équations n'est pas égale au nombre d'inconnus, alors on cherche
d'abord Ie rang de -4 et on procède comme précédement . Si M est une matrice contenue
dans A et d'ordre r et detM I 0 alors on considère le système de r équations à r
inconnus correspondant à Atl qui est un système de Cramer.
Si Ia solution vérifie les équation restantes alors Ie système globale admet une infinité
de solutions sinon il n'admet aucune solution.

Exp;naplp 8.$

r :7lB

3r-y:4
2r l2'y : f,

r-5y:-5

3-22 -1,)*n
L_' L - 1- (518)z

r :7118
v -- 118

(s) *^: (i i)(î):(i,)
le rang de 432 choi,si,ssons

M-

on prend le système

)

{

J

-1
+detM:8+0+rgM:22

3(

<+

on a l'équat'ion réstante :

r - 5a : -5 =+ t1l8 -5l8 : 6/8 : 312 + -5
alors le systè'me n'admet pas de soluti,ons.

3r-y:4
2r*2y--3
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